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В литературе неоднократно обсуждался парадокс Эрроу [1], согласно
которому коллективное решение не может удовлетворя'^ ода^ременно
нескольким естественным, на первый взгляд, условиям. ● ^ JS-ttoxc
казал, что те же условия совместимы в модели с

участников [2]. Из парадокса Эрроу сл^ ~
шения принимаются неким Возникает вопрос: имеет ли
текает , что «диктатора» может и не Рыть, июз
бесконечная модель содержательную мопелями^’
объяснить противоречие .Гежду конечной и бесконечной моде^^К замене конечных моделей бесконе шьк и

в при-
тт.^ттттст ттр наблюдаемые в конечной

кладных исследованиях. Некоторые _.дпретации при необходи-
модели, прослеживаются в бесконечной, а иа ^ ^ ^ качестве тен-
мом обосновании распространяются на коне^ Обращение к бесконеч-
денций, проявляющихся при расширении ^здодателем стоят задачи
ной модели оправдано в случае, когда перед д^дд^ия же большого
не количественного, а качественного анализа. вопреки своей коли-
II малого плохо поддаются Разграничению, Т ' однако для формалп-
чественной природе они отражают разное ка символов и правила
зоваиных методов исследования необходимы ^^ращения с этими поня-
обращения с ними, соответствующие правил бесконечного как
тиями. Их замена понятиями копечпог® ^ g создает предпосыл-
раз освобождает модель от внутренних ^здования. Более того, по-
ки для теоретико-множественных методов „ топологической точек
скольку с теоретико-множественной, .„j^gocTU операций обладают
зрения все конечные струх^туры и последовс ^^^дз^здцости позволяет по-
идептичными свойствами, только переход ^ддрудаять новые закономер-
лучить принципиально новые результаты разные методы для изуче-
ности. Таким образом, возникают качеств
ПИЯ большого и малого. прибегают

Напомним, что к бескопечным моде „д яптдкостп
нике, когда большое, по конечное экономике, когда совершению

математической экода jjj
континууме бранд доказали гипотезуВ

.  конкурентной экопомикп с
.

«большой» к показано,
“  IV лтояели рынка приводит

"ядро у»" совпадает с множеством

В меха-
замеияют не¬

например

в

прерывной средой, или в
конкуренцию изучают на
Г. Скарф, Р. Ауыап, И. Каннап и
Ф. Эджворта о совпадеппи ядра

состояниимножеством ее равновесных
как увеличение числа участников

модели, где
в

пределе к контпиуальпои
равновесных состояний. подобное

В  настоящей работе предлагается
нового выбора с бесконечным числом у

обоснование модели груп-
Такая модель представ-
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ляется через предел последовательности расширяющихся конечных моде
лей. Тем самым строго определяется, в каком смысле бесконечная и
конечная модели аппроксимируют друг друга. С помощью понятия решаю
щей иерархии, введенного в [8], удается объяснить печезиовенпе «дик
татора» в бесконечной модели группового выбора: с увеличением чпела
участников «диктатор», возглавляющий решающую иерархию, все реже
выражает коллективное предпочтение в одиночку, а выступает совместно
с другилш участниками из иерархии (это иллюстрирует числовая таблица
в заключении работы); тем самым роль «диктатора» перенимает решаю
щая перахия, которая в пределе может его полностью заместить.

МОДЕЛЬ ГРУППОВОГО ВЫБОРА

Сначала напомним необходимые определения и аксиомы; они рассмат-
рив^ись в [8J, поэтому здесь приводятся без комментариев.

Пусть X — непустое мнояюство альтернатив.
Определение 1. Бинарное отношение Р X называется пред

почтением, если оно: а) асимметрично, т. е. из {х, у) ер следует (у,а;)Ф
трэнзитивно, т. е. из {х, у)ер п (у, z)ep следует

^  любых X у, zex. Если (ж, у)ер для л:, у^Х, говорим, что х

^едоочтительнее у. Множество всех предпочтений на  X обозначим че-

попмтожеста ~ “РВДпочтений на X (какподмножеств аХл) есть снова предпочтение на X.
Определение 2. Предпочтение Р на Z называется слабым упооя-

отрицательно транзитивпо, т е из (ж у)ер
(г/,2)ФРследует (д:,2)ФРдлялюбых^,у,2бХ. ’ ^

Пусть V

и

непустое множество участников.
Определение 3. М ножеством алиций на..

гебра 91 на множестве участников V (т
множества F,
нения и,

ко зывается булева
°®°УОтая система подмнон?еств

замкнутая относительно операций взятия конечного объетт
...

Ssz™ “"«р» 5-

-

“●'■“Р’ ● I»' М1-

". .-.'.т™-; Г.ГГт^тге?^ . условию измеримости; Ьбу: (х v)6j{v)f Д для каждой пары альтепнятитг -т* nfiy ^

Выпишем аксиомы группового выбора
А.1. Число альтернатив

" единсгвенпо групповое

всех участников неF являются слабыми уподя™иям°и®"°°’'™™''
вукяцее групповое предпочтение о(/) также" являетсТслГбьГм^упоряда:

единогласия: /(F)cra(/) при любой ептуа-

А.4. Групповое предпочтение на паре альтернатив не зависит от пняи
видуальных предаочтении на других альтернативах, т. е  если на данр
альтернатив у^Х две ситуации /, g&F совпадают: Ни)П{(х%Т =
~g(v)f\{{x, у), (у, X)} для всех vGV, то при этих ситуациях н^этой даре

ал
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альтернатив совпадают и групповые предпочтения; а(/)П{(х, у), (у, д;)) =
=а(^)П{(а;, у), (у, а;)}. л ,

Отображеппе а: F-^'й, удовлетворяющее аксиомам А.1 —А.4, называ-
агре гн¬ется агрегирующей функцией Эрроу, или просто

РУ 10 щей функцией.
Определепие иерархии приведем сразу в алгебрапческих терминах.
Определение 5. Максимальной иерархией называется ульт

рафильтр алгебры 31, т. е. подмножество Н ее ненулевых элементов (коа
лиций) такое, что: а) из А^Н, А<=^В, ВШ следует б) жг А, В Н сле¬
дуют АПЯеЯ; в) для любого А^ либо А^Н, либо А=бЯ. Максимальная
иерархия Я называется решающей при агрегирующей фуньцпп сг, если
f{A)<=<3{f) при каждой ситуации f^F для каждой коалиции из и р р
хин Я.

В [8] доказана теорема о биекции.
Теорема 1. Если Н - максимальная иерархия accezt

вило' а(Л=и(/(А): АбЯ} 7гри каждой ситуации f^F определяет агрегивило, ^ ^ TnvnP соответствие между множеством
рующую функцию Эрроу о: "Г™ агрегирующих
максимальных иерархии {ультрафильтров) и л
функций Эрроу взаимно-однозначно.

МОДЕЛЕЙ ГР5ЛШ0В0Г0 ВЫБОРАВЛОЛСЕНИЯ
числа участ-понимать увеличение

образом модель с большим
какВ этом разделе определяется,

модели группового выбора, т. е. какимников в
числом участников согласовать с данной. «тлто группового вы-

Как и в [8], алгебраической алгебра коалиции
бора будем называть тройку (л, t, <з), .зодчество ситуаций при за
ла некотором множестве участнгаюв ; ;_^_„-„зру1ощая функция Эрроу,
данном множестве альтернатпв л, а о %,г)УПП0В0Г0 выбора (Si, г, я)

Определение 6. Алгебраическая ац^ескую модель группового
изоморф)но вкладывается в алгеор ,,пожества альтерцатив,
выбора (9(^, F' о'), определенную для ^ ^ что o{f)^o'{f) прп
если существует такой изоморфизм <р алг Р условию
каждых ситуациях т /на», то модели
для всех коалиций АШ. Если Ф изо. подалгеброй алгебры ,

называ-

ются изоморфными *. Если алгебра ® говорить, что первая модель
а ф — тождественный изоморфизм, то оуд
вложена во вторую. .„опттрго определения Н''’начае1ч что

РХзоморфпое вложение в смысле ^‘^^^^.„аненнем коалиционной ^РУ
множество участников первой ^второй модели, а
туры помещается во множество Прежде нем формулир
ситуаций пе меняет группового „дм что гомоморфизм Ф
это в виде строгого утверждения, ^ру иа множестве \
алгебры 51 на множестве V в булеву Г в «рожество  У если
руется поточечным отображением Ф Если, например,  ‘ J’
ф(Л)=ф“Ч^) для любого элемент ^ множестве V
совершенна (булева алгебра ^ ^рдфдльтр Я алгебры

со-
неко-

вершенной, если иаящыи ее У то каждый гомоь рф
точкой ибу, т. е. Н^{А^^-торои

fQF f^F', удовлетворяющих
. в этом случае о(/) = о'(/')

условию f (ф(А))=/(А) агрегируюЩ^ ^едовательно, о(/) =
H'<=W - ультрафильтры, лемме jogia .‘'^^ебовалось.ме 1 . По приводимой в этом раздь ! . ц чхи п е
= и{/(А): АбЯ}*и{/'(ф(А)): АбЯ}=и{/ {А).
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« в SI' множестве V' индуцируется поточечным отображениемна
[9, стр. 55].

Предложение 1. Пусть (SI, F, а) и (St', F', o') - две алгебраические
модели группового выбора, определенные для одного мподюества альтерна
тив и множеств участников V и V' соответственно. Если первая модель
изоморфно вкладывается во вторую, а изоморфизм ф из определения 6
индуцируется поточечным отображением мноэ!сества V' в V, то а(/) =

бсеж ситуациях f^F, f^F', удовлетворяющих условию
/(i{)(i? ))=/ \v ) для всех v'^V'. Наоборот, если существует отображение
^ множества V' в V, индуцирующее изоморфизм алгебры St в St', и такое,
что о(/) =а {/) при всех ситуациях f^F, f^F', удовлетворяющих условию
/{'Ф(^ ))=/ (и ) для всех v'^V', то первая модель изоморфно вкладывается
во вторую.

Пешла. Пусть (St, F, о) и (SI', F', а') — две алгебраические модели груп-
тюв^о выбора, определенные для одного мноохества альтернатив, и пусть
П<=Л и П<=.% — ультрафильтры, соответствующие агрегирующим функци
ям g и с по теореме 1. Для. того чтобы первая модель изоморфно вклады-
в^ась во вторую, необходимо и достаточно, чтобы существовал изомор-
физм ^ алгебры Я Г такой, что {ф(Л): АЪЩ^Н', Причем если гакк
нияб ^^^ сг/ы^естбует, то он совпадает с изоморфизмом из определе-

ся п"'”" вкладывает-

—”;Гор£;; i й’гяг"' ™
цжях ш/ер', удовлетворяющих условшо7гшГ4И=ЛдГ"“
коалиции Покажем, что тогда п ^
тивиое , т. е. что существует элемент и фМТ1я'
фильтр, то (ф(Л))'ея'. Определим две ситуации ж
ем альтернативы а:, убх и положим /(д) = {Т“' Гп /ели ’— i\l/i К если v^A'^’  S(^ ^ если v^A, f(u) =

-

если г;'б(ф(Л))“ Из Лб//и ^^ф(Д); f(u')={{y, а:)},
( и r)en'(i'\ гг (Ф(^))“6Я по теореме 1 следует (х г/и

dA?’ ^ Ф - изоморфизм, то (о(Л)Ф0 rrJ
Вт и, как легко убедиться, ситуации f и /' удолп^^ коалиции
деления 6, поэтому a(f)<=a'(f) i гттоАГ ^ удовлетворяют условию опре-

,! !?● ""
е//)с=/Г, а ситуации /6# и ^ к St^ что (ф(Л): Лб

для всех коалиций АЩ. Тогда в силуТеорТмьГ! сцл?^''' fU)=f'{q>(A))
соотношения: ц(/) =U (/(Л): ^бЯ}=и|/ЧфЛ))? следующие

откуда слея'}=а'(/о едует, что первая м^ль
во вторую. Достаточность установлена.

Лемма полностью доказана.
Доказательство пнелложрттгтет л г\г'

' ультрафильтры, соответствующие '
о и а'по теореме 1.

а из^Грфиэм
ем множества V' в V. Пусть ситуацвд отображени-
т(и'))

, и {/'(Л'): Л'е
изоморфно вкладывается

Я'с=51 через Я(=81 и
агрегирующим функциям Эрроу

=Г (.0, дяя всех Пока2™,^4о /огда 1’}Г=^<7Г^

непусто, поэтому /(^) =Л {/(г;^ Му')Ы}
и'е^(А)}=ГЫА)). Ca„Lbao' ио теор Г и

=и{/(4); лея}с=и{/'(ф(Л)),: лея c="V 1' ' !l' я"}=а'(/Г™ =

про

т, е. о(/)сг
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Чтобы доказать обратное включение, предположим, что (х,
для некоторых х, у^Х. В силу теоремы 1 тогда {х, у) [А') для некоторо
го элемента А'^Н'. Так как /' — ситуация, то по условию измеримости
B'={v'^V': {х, у)Щ'{у'))Ш', и поскольку Я'- ультрафильтр, а А'<^В',
то и В'^Н'. Так как / — ситуация, то по условию измеримости B={v^V‘.

у)Ч{^))^^‘ Легко убедиться, что если и только если v'^B\
поэтому ф(5)=-В', При этом (а:, y)^f(B) и В^Н (если бы это было не т^.
то поскольку Н “ ультрафильтр, выполнялось В‘^Н,  и по лемме <р (5®) =
—В'^^Н', что невозможно, так как В'^Н по доказанному), откуда {х, у)^
би{(/(^): АШ}=о{}), что и требовалось. Первое утверждение предло
жения 1 установлено. ^

Пусть ф - изоморфизм алгебры й и й', индуцированный таким отобра
жением ф множества V' в множество F, что
туациях f^F, f^F', удовлетворяющих условию /(ф{^^ )}~/ всех
v'^V'. В силу леммы для того, чтобы доказать ^у|Р”
вой модели во вторую, достаточно проверить, что (ф(Л). }  . до¬
кажем это включение от противного. Предположим, что существует ле

г;."» ■' tsz.
-,’w)Ln — г™

(z/По теореме 1 (а; , b асимметрично no A.2. Тем, y)^o(f) и
{х

требовалось. Второе утвержде-
, y)^o'{f), что невозможно, так как

самым доказано {(ф(Л): А^Н}^Н'

t

ние предложения 1 установлено.
Предложение 1 доказано полностью. ,^^„^„^„ение уточним понятие
Прежде чем формулировать следующее утвер Д ’

числа участников в модели группового выбора. « бесконечной
Модель группового выбора бУД®“ алгебра коалиций. Участ-

в зависимости от того, конечна или оесконе g ^ ^ число — числом
никами в конечной модели назовем атомы алг р ^ ^ такая, что пз
участников (атом — это «неделимая» коалпци ?
В<=Л, вея, 5ть0 следует В=Л) *. гпиппового выбора может

Предложение 2. Каокдая выбора, определе-и^
быть изоморфно влохсена в любую модель ^РУ-, числом участников
ную для того dice мноэ1сества альтернатив, с о
или бесконечную. г ^ олгебраическая модель груп-

Д оказательство. Пусть „альим число, а (91, , о )-
нового выбора с п участниками, где п uaiju альтернатив, с нг участни-
модель, определенная для того Я\в множеств

что и

J

... т» бесконечной модели группово-
* Определение кардинального числа за пределы ае

выбора является самостоятельной ' атомов алгебры
ты и достаточно сложной. Дело в том, что ‘ модели, поскольку ^ппе-
го

характорпзует множество участников в „джества участников, на Р
безатомные булевы алгебры. Число же точек ^^^орфцзмах модели и, „
делена алгебра коалиций, не сохраняется при пз^зморФ^^^^ Таким швариантои
но, не является ее инвариантом, пто весь интерпретация У®^Р ^ „gg-
является мощность множества ультрафо^ь ро пртьходится
как участников уязвима для критики, таь i гоупповос предпочтение ^
вованяем значительного числа не чем «видимые ‘
участников» [11], в общем слзгчае более мя плотпости стоуковского опкомп
Наиболее приемлемым представляется пока одного кратко обосновать это
та — наименьшей мощности всюду плотных ’

f

здесь невозможно.
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ками, где натуральное пъ>п, или бесконечная. Тогда существуют разбие
ния Т<==-% и из п элементов каждое *.

Пусть и — ультрафильтры, соответствующие агрегирую¬
щим функциям о и 0^ по теореме 1. Так как разбиения конечны, найдутся
такие элементы А^Т и А'^Т\ что А^Н и А'^Н'. Пусть  ф — взаимно-одно
значное отображение Т на Т', при котором ф(Л)=Л'. Так как Г —семей
ство образующих, то по теореме о продолжении до гомоморфизмов [9,
стр. 60] это отобрагкение продолжается до изоморфизма ф алгебры 21 в 21',
причем, очевидно, (ф(Л): ЛбЯ}сгЯ'. Тогда в силу леммы модель (21, Я, а)
изоморфно вкладывается в модель (21', F', а').

Предложение 2 доказано.
Определим теперь последовательные вложения моделей.
Определение 7. Пусть N — множество натуральных чисел. Индексиро

ванное множество {(2t„, о„);пбЯ} моделей группового выбора, опреде
ленных для одного множества альтернатив, будем называть последова
тельностью (изоморфно) вложенных моделей, если модель (21„, F
(изоморфно) вкладывается в модель (21

Привлечение теоремы о

о„)т»>

a„+i) для кая«дого n^N.
представлении булевых алгебр (использую-

щепакспому выбора) позволяет доказать следующее важное утверждение.
Предложение 3. Для любой последовательности {(21„, F

морфно вложенных моделей группового выбора, определенных для одного
множества альтернатив, существует последовательность {(21/, Я/, Оп^):пб
N] вложенных моделей группового выбора, определенных для 'того же

множества альтернатив, такая, что для каждого n^N модели (2t„, F
("п J i'n , On ) изоморфны.

Доказательство (основано

Fп + 1, n+lj

On): изо-nj

On) иnj

на построении индуктивного предела
последовательности моделей группового выбора). Для каждого n^N через
фп, п ооозначим тождественный изоморфизм алгебры 2(

определения 6) алгебры 21
пг, n^N, где т<.п, обозначим
фт, ети-1°фт+1, т+2® ● . ● ®фп—1, п

множество 21={Л:Лба„,‘
сти

па себя, через
в 21„+,, а для каждых

через фтп, п композицию изоморфизмов
— изоморфизм алгебры 2fm в 21^. Рассмотрим

.  и введем на нем отношение эквивалентно-
, полагая, уо элемент эквивалентен где т, пШ, если

^Ь1Ю если Фг. л(Л)-ф„,*(Я), к=тах{т, п). На фактор-множестве 2t'=
лёя следующим способом. Пусть А', В'Ш' и
А^Лт, а Лп, {т, n^N) - представители классов А' и В' соответственно Их

^ представителем ф„г..(А)и
3’ п «);пересечением- класс из 21' с предста¬

вителем Фт,л(И)Пф„ ^(Я)б2Г^, где /с=тах(т, гг), а дополнениями —
классы с представителями и  соответственно. По теоцеме о
представлении булевых алгебр [9, стр. 41], булева алгебра 21' может быть
зада^ на некотором множестве V'. Заметим, что для каждого пШ множе-

^ ^уедэтавнтелями из 2tn образует подалгебру алгеб
ры 2С, изоморфную алгебре Действительно, отображение /г„; которое
ставит каждому элементу АЩ„ в соответствие класс К{А)т', содержа
щий Аъ качестве своего представителя, как легко убедиться
изоморфизмом. ’

Теперь для каждого пт постропм модель (Я/, F„', о/), изоморфную
модели (4„, /'я, On). Множество ситуаций Я„' определим для данного мно
жества альтернатив, множества участников V' и алгебры коалиций 21„'.
Агрегирующую фушщию а„' определим, согласно теореме 1, по ультра
фильтру H'={hn\A): лбЯ„}<=0[/^ где Я„ — ультрафильтр алгебры 2С

ш

является

nj

* Семейство Т ненулевых элементов алгебры й называется разбиением, если эти
элементы попарно не пересекаются, а их объединение есть единица алгебры Я.
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соответствующий агрегирующей функции а„ по теореме 1. Тогда по лемме
модель (?!„', Fn, а„') изоморфна (Sin, Fn, а„).

Покажем, наконец, что для каждого n^N модель Fn\ Оп) вложена

Fn+u On+i). Из построения видно, что В силу леммы

Пусть Тогда из по-достаточно проверить включение
строения Нт1~'-{А')^Нп. Так как модель (^, Оп) изоморфно вложена в
(2^п+1, Fn^i, cj„+i) по условию, то из леммы ф„, По по
строению класс И"=Дл+1(ф„,„+1 (Л„"* (И'))) Но элементы [Л) и
Фп. п+1 ) эквивалентны, следовательно, определяют один класс из
Й', т. е. А"=А'', откуда , что и требовалось.

П+1 ●

Предлогкепие 3 доказано.
В заключение раздела сформулируем утверждевпе, вытекающее непо-

средствепно из предложений 2 и 3. ч слп
Предложение 4. Для любой лоследователъности {(21п» Fn, Оп)'^

печных моделей группового выбора с возрастающим числом участников и
определенных для одного мнооювства альтернатив существует последова
тельность USt,/, Fn' аг/):пШ вложенных моделей группового выбора,

что для као/сдо-определенпых для того же мноо1сества альтернатив, такая
го n^N модели (91„, Fn, о„) и {Ш/, Fn', о/) изоморфны.

1

СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ МОДЕЛЕЙ
ГРУППОВОГО ВЫБОРА

В этом разделе определяется, в каком смысле можно
мости последовательности изоморфно вложенных моделей гру
бора. Так как в силу предложений 3 и 4 изуленве
вательности сводится к изучению последовательности сходи-
лей (определенных на одном множестве для последова-
мости можно без ограничения общности сформулпро а за-
тельности моделей, определеппых на одном множестве у
тем распространить его и на общий случай. .,„г,лпятгнпе

0%еделе^е8. Пусть {(С F., ^ '“"ГДеленных
ство (последовательность) моделей группового^ вы  у ад^тернатив X. Бу-
одном множестве участпиков V для одного множест^ модели (2^, Л
дем говорить, что эта последовательность того же множества
ределенпой на том же множестве участников Д
альтернатив X, если: ^ ^ сходится к булевой

а) последовательность булевых алгеор i-^n- ^^^сства Л множества V
алгебре ^ в следующем смысле: для каждого ^g является элемен-
существует номер тШ такой, что А ^^‘’^^^^^.^gJcTBeHHO не является эле-
том SI, если и только если А является g 51:П{/4}=2^пП{^}'»
ментом всех алгебр для всех п>т, W у ' ^ {о„; сходится

б) последовательность агрегирующих для каждой ситуащи
агрегирующетг функции а в следующем с такой, что для всех
f^F и пары альтернатив х, у^Х существует ^gg f на альтернативах
п>т, n^N, если ситуация U^Fn совпадает с ^ v^V, то при
а;, у, т. е. /.(у)П{(а:, у), {у, совпадают и групповые пред
этих ситуациях на этой паре П((а: у), (У» ^)/-
почтения, т. е. о„(/„)Л{(а:, у), {У, ^)/ °Ч' даяется поточечной сходи-

Легко убедиться, что сходимость ^странстве подмножеств
мостью подмножеств 9l„ci7=2^, w«/v, в j Р ^ Гуодимость предпочтении
жества участников V с дискретной тополог

множе¬
на

оп-

к

МЕО-
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донимается как сходимость подмножеств в пространстве XXX с дискрет
ной топологией, а сходимость агрегируюгсрах фушщий — как поточечная
сходимость функций с той лишь оговоркой, что в силу А.4 «точкой» ока
зывается все множество ситуаций f^^Fn^F, n^N, совпадающих на фикси
рованной паре альтернатив.

Прокомментируем определение 8.
Моделям группового выбора с разным числом участников соответст

вуют разные алгебры коалиций п, следовательно, разные пространства
состояний — множества ситуаций. Возникает проблема: как исследовать

сходимость последовательность функций (в данном случае агрегирую-
щих функций Эрроу) с разными областями определения? Аналогичная
ситуация наблюдается при аппроксимации числовой функции значениями
в точках. Добавление новых точек уточняет аппроксимацию, на основа
нии чего делается вывод о «приближении» к истинной функции.

Обсудим эту аналогию подробнее. Как доказано в предложениях 3 и 4,
добавление новых участников эквивалентно добавлению новых коалиций.
Поэтому можно исходить как бы из заданного бесконечного
участников, которое последовательно расчленяется на все более мелкие
коалиции. При этом каждая ситуация из бесконечной модели «аппроксими
руется» ситуациями из конечных моделей — ступенчатыми функциями,
постоянными на каждом элементе разбиения. В силу сходимости алгебр
условия измеримости такая «аппроксимация» на каждой фиксированной
паре альтернатив оказывается «точной», начиная с некоторого шага (за
висящего от приближаемой сптуации и выбора пары альтернатив). Агре
гирующая функция —это функционал на множестве всех ситуаций (его
значениями являются предпочтения). Сходимость агрегирующих функций
фактически означает непрерывность этого функционала

на

множества

и

по последователь
ностям специального вида — ступенчатым «аппроксимирующим» ситуа
циям, причем эта непрерывность согласована с А.4.

Сформулир^м теперь основное утверждение настоящей работы.
Теорема Z. Каждая последовательность вложенных моделей группового

выбора с конечным^ возрастающим числом участников сходится к единст
венной бесконечной модели группового выбора со счетной булевой алгеб
рой коалиции. Наоборот, для каждой бесконечной модели группового вы
бора со счетной булевой алгеброй коалиций существует сходящаяся к ней
последовательность вложенных моделей
возрастающим числом участников.

Доказательство. Пусть
сг„): вложенных

группового выбора с конечным

дана последовательность
моделей группового выбора с конечным

возрастающим числом участников (атомов) на фиксированном множест-
г  множества альтернатив X. Построим бесконечную модель
«  Г 1 сходится данная последовательность моделей. Поло-

^ А}.^Легко убедиться, что ® является бесконечной счет
ной булевой алгеброй, содержащей все алгебры % п^, в качестве своих .
подалгебр, причем последовательность {91„: педг} сходится к Я в смысле
определения 8. Множество ситуаций F определим для данного множества
альтернатив X и построенной алгебры St. Определим агрегирующую функ
цию о на г. Для каждого n^N обозначим через ультрафильтр, со-
ответствую1^и агрегирующей функции а„ по теореме 1. Положим
Я=и{Яп: и проверим, что Я является ультрафильтром алгебры St.
Действительно, Я — непустое множество непустых элементов из Я. Пока
жем, что если А Я, ВШ, ЛсВ, то В^Н. В самом деле, найдутся номера г
n^N такие, что А^Нт и A^Stn. Пусть А:—тах(7?г, п). По лемме Н^<=.Н
поэтому A^Hh, а так как то B^h- Поскольку Яй — ультрафильтр,

B^Hk, откуда В^Н, что и требовалось. Покажем, что если А, В^Н,

сначала
тп, F

т,

то
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ТО А(\В^Н. В самом деле, найдутся номера т, n^N такие, что и
В^Нп. Пусть A:=max(m, п). Рассуждая аналогично, получим, что А, В^Н^
и, следовательно, A^B^Hk, откуда А^В^Н. Наконец, покажем, что если
АШ, то либо А^Н, лпбо В самом деле, найдется номер n^N такой,
что АШп, а так как Нп — ультрафильтр, то или П6Я„, или А^'^Н откудаЯ}

и следует требуемое.
Итак, проверено, что Н — ультрафильтр алгебры По теореме 1 ему

соответствует агрегирующая функция а; покажем, что последовательность
{Оп: агрегирующих функций сходится к ней в смысле определения 8.
Рассмотрим ситуацию f^F и пару альтернатив х, у^Х. По условию изме
римости A — {v^V: {х, В силу теоремы 1 {х, y)^o{f)
только если А^Н; это справедливо тогда и только тогда, когда существует
номер m^N такой, что А^Нп для всех п>т, n^N; последнее в си:^ тео
ремы 1 и А.4 имеет место, если п только если существует номер т А та

{х, у)^о„(/п) для всех п>т, n^N, при всех ситуациях /„ г
. Тем самым пока-

еслп п

шкои, что
совпадающих с ситуацией / на паре альтернатив х, у
зано, что данная последовательность {Оп: сходится  к о.

Итак, последовательность моделей {(91п; Fn, Ou): сходится
дели (St, F, о). Убедимся, что она не сходится ни  к какой модели
группового выбора. Если алгебра St' на V отличается от алгебр , то наи

дется подмножество А множества V такое, что 'с^^агреги-
ситуация f^F

и по-

к мо-

последовательность {Stn: n^N} не может сходиться
рующая функция на F, отличающаяся от а, то ●» л_//а
и пара альтернатив х, у^Х такие, что {(а:, у)}Па(/)=?^|{^1 У)! } L^rf^iri^p
этому последовательность {а„: тг^А} не может сходиться к
определения 8.

Первое утверждение теоремы 2 доказано.
Пусть теперь (St, F, а) — бесконечная модель ^РУ°^^®

^  выбора с конечным
. - (St, F, о),

подалгебр с воз-
алгебра St счетна.

к

выбора, оп-
X II

ределенная на множестве
пусть алгебра коалиций St счетна.
{(3t„, Fn, о„): вложенных моделей группового
возрастающим числом участников, сходящуюся к

Построим последовательность
растающим числом элементов, сходящуюся к -Д. ^ 2 ..}. Последова-
можио занумеровать ее элементы; пусть St={A.-. ^  ’ у^циц. Пусть Stj—
тельность булевых алгебр {SI„: n^N] построим п ц единицы ал-
двухэлемеитная подалгебра алгебры St, всех участников V).
гебры St (т. е. из пустого множества п миожес „дльных п^к для
Пусть конечные алгебры St„ построены для в ^ St„¥=Stn+i- Так как
некоторого натурального к и при этом номер* к такой, что Ai^ ^St,,.
алгебра SI^ конечна, найдется наименьший g алгебры St, содер-
Определим алгебру St^+i как ^^^^'^тт^далгебра Sti+t как порожден-
жащую все элементы из Э!^ и элемент Ai^ ● ^ д^-ом, очевидно, Stft'=^h+i и
ная конечной системой элементов "^ооепие не закончится ни на
8tft=#=Stft+i. Так как алгебра St бесконечна, . Действительно, по по-
каком конечном шаге. Покажем, что ^ ^ додает Afi^St^+i для ^’^^бого
строению г.< .. . <к< поэтому °“eiV}c=a и Я=и{Я„: пЩ
натурального к. Отсюда St=U{A/M ^ "последовательность алгебр
что и требовалось. Легко убедитьс ,
{St„: n^N} сходится к St. ,ттпжество ситуаций Fn ДЛЯ

Для каждого n^N определим мпожеы
множества альтернатив Z. ^„.nTTr.vTf)THvro функцию
Определим для каждого ?гбА агр „йды ^ соответствующий агре-

Пусть Я-ультрафильтр^алг „ед, положим Я„=

алгебры Я,

па множествеои

ситуации
гирующей функции а по теореме
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=ЯП31„ и проверим, что Яп является ультрафильтром алгебры Дейст
вительно, Яп есть непустое подмножество ненулевых элементов алгебры

(непустое потому, что заведомо содержит единицу алгебры SI
жество V). Покажем, что если ЛбЯ„, А^=В, то B^Ih.  В самом деле,
тогда Л^Н и а так как Я — ультрафильтр, то В^Н; в то же время

следовательно, Я6Я„, что и требовалось. Покажем, что если Л, В^Нп,
то ^ПЯ^Яп. В самом деле, тогда А, В^Н, а поскольку Я — ультрафильтр,
то .4ПЯ^Я; в то же время ЛЛЯб$1„, следовательно, ЛПЯ6Я„, что и требова
лось. Наконец, покажем, что если АШ„, то либо А^Нп, либо А^'^Нп. В са
мом деле тогда АШ, а так как Я — ультрафильтр, то пли А^Н, пли
Л“сЯ; в то же время А, следовательно, либо А^Нп, либо А'^^Нп, что
и требовалось. Итак, проверено, что Я„ — ультрафильтр алгебры для
каждого n^N. По теореме 1 каждому ультрафильтру Я„, n^N, соответ
ствует агрегирующая функция о„ на Я„. Так как по построению Нп^Н
для каждого n^N, то по лемме модель (31„, а„) вложена в модель

On+i) для каждого n^N. Следовательно, {(21„, а„): лбЛ^} —
последовательность вложенных моделей группового выбора
возрастающим числом участников. По первой части доказательства опа
сходится к модели (Щ, F, а).

Теорема 2 полностью доказана.
Обобщение теоремы 2

— мпо-

п+1

(St Я 71+1,П + 17

С конечным

^  на случай не только счетных, но и несчетных
последовательностей моделей может быть получено так же, как в fl2j.

Имея в виду предложение 4, можпо заклюпить, что всякая последова
тельность моделей группового выбора с конечным возраст^ощнмТнслом
нГГГпиТТобпл'' бесконечной моделн^Гс™й алгеТ
рои коалиции, и обратно, каждая коалиция может быть представлена че-

возраст'^ающГчГслом

ПЕРЕХОДЕ К БЕСКОНЕЧНОМУ
ЧИСЛУ УЧАСТНИКОВ в МОДЕЛИ ГРУППОВОГО ВЫБОРА

о суще™вот^аииГадпктатораТдля“ко^^^ выводами

Поскольку роль У^стни'ковТкГчГГмоде^^ГоГяГГтомы вве
дем определение «диктатора» как атома ятггр6т...т атомы, вве

лт является «диктатором» при агре^отуТшейТ,™ ’ коалиция
если ультрафильтр Я, cooTBeTCTBvmmwM^J ^ ^ функции а, если п только
ментом Л, т е. Я={ЯбГГс?Я^ ^ ° определяется эле-

определяется^некот^юЛТо^о ™t^b гатч'’пп’^^^ каждый ультрафильтр
при любой агрегирующей функ'пии счтол ™ модели группового выбора
ствует результату Эрроу [1]. в случя «диктатор», что соответ-
коалицпй бесконечна, существуют^лыоас11пльт™°^ модели, когда алгебра
которым соответствуют агрегирующие ilvmm густым пересечением,
ходим к результату Фишберп?[2Г ^ «Диктатора»,- мы прп-

По теореме 2 к каждой модели группового выбора со счетпой алгеброй
коалиции сходится последовательность конечных моделей, црх°чем в бес
конечной модели «диктатора» может не быть, тогда как в каждой коне^
НОИ модели он присутствует. Проследим на примере, как проис^одитТвьытеснепие диктатора». ^ i i ^<ьы
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Пример. Рассмотрим бесконечную модель группового выбора, в кото
рой множество участников — множество N натуральных чисел, а множе
ство коалиций задано булевой алгеброй 21, состоящей из конечных под
множеств N и дополнений к ним. Пусть X — произвольное множество аль
тернатив, содержащее не менее трех элементов, а множество ситуаций F
определено для данного X и булевой алгебры 21. Определим агрегирую
щую функцию о по ультрафильтру Н, состоящему из всех бесконечных
элементов алгебры 21, т. е. по правилу: a{f)=^{f{A): А^В} при каждой
ситуации f^^F. Построим последовательность {(2tn, <?п):
ных моделей группового выбора с конечным числом участников, сходя
щуюся к модели (2t, F, а). Для 1^аждого n^N определим подалгебру 21„
алгебры 21 как состоящую из всех подмножеств первых п—1 чисел и до
полнений к ним в

Легко убедиться, что для каждого n^N алгебра 21„ конечна, содержит
п атомов, и а последовательность (21п: сходится к алгебре 2t.
Для каждого n^N обозначим через Fn множество ситуаций, определенных
для множества альтернатив X и алгебры 2t„, а через Пп —^грегп^ющую
функцию на i^n, определепиую по ультрафильтру
Ап<=В}, где атом Ап={п, ?г+1, т. е. по правилу аЛ/п) х7п\.
5G//„}=U{/„(5): An^B}^U{An) при каждой ситуации

Следуя доказательству теоремы 2, можно проверить,
тельность {(Я„, F„, о„): «SiV} вложенных моделей
конечным возрастающим числом участников (в /г-и ^  ‘ ^  ,
сходился к модели (51. о). Так как П {А: ™ в мода- № f
не существует «диктатора»; в модели Гп, опЛ J^„oтrт7^тяPт лршаю-

ляется атом Л,.. Проследим, как функцию ^P^^octL его замещает,
щая максимальная иерархия , которая ^ пределе ^^л решение
Пусть в некоторой модели 2t,„ решение дикта-
«:г предпочтительнее, чем у» f f) где А - натуральное
тора» в том смысле, что ситуацию/,.,
число меньшее (при этом (х, ?/)^^«(/«))● ^"ассмо При
но в следующей (7г+1)-и моде.чи (2l„+i, гп+и ппрппочтительпее,
ситуации и в модели Fn+i, On+i) то же иерархии, а не
чем у» есть решение коалиции из максимальной р д^дяющаяся атомом
только «диктатора». Действительно, коалиция ^ в иерархию,
в алгебре 2(„, улш не является атомом в алгебре п-я модели
«возглавляемую диктатором» An+i^An. участников, один из

(/г+1)-й «диктатор» как бы расщепляется на д дод-ением 1).К

является е^Еотчпое влияние
П

которых «диктатором» уже не
ростая выклада^а иллюстрирует, как ^^егши числа участников,

«диктатора» на групповое предпочтение при у Зафиксируем х, у^Х и
Пусть X — конечное множество ^ на X, содержащих пару

обозначим через р отношение числа „ можно интерпретировать
(х, у), к числу всех предпочтений па л. ^ вероятном выборе предпоч-
как вероятность того, что при случайном „ Заметим, что величи-
тения альтернатива х окажется предпочти ^р^^ом предпочтений на а,
на р не зависит от г/, а определяется только число Р
т. е. в конечном счете количеством альтерн принимает «единоличное

Выразим вероятность того, что ^‘^^^^^^^^^^ернативу х альтернативе I/,
решение», т. е. «диктатор» предпочитает у_ Эту величину назо-
тогда как все прочие участники х не пред означает, что речь
вем частным влиянием «диктатора» (слов ^ вообще о выборе
идет о частных решениях — для пар р Дегко убедиться, что Р=
группового предпочтения) и обозначим чер ● _ гр* очевидно
=р(1—р)""‘, где и —число участников в Д

вложен-

!

I

i '
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то Р стремится к нулю вместе с ростом числа участников, т. е.
частное влияние «диктатора» убывает.

Аналогично выразим вероятность того, что предпочтение «диктатора»
отлично от предпочтений всех остальных участников. Пусть q — величина,
обратная числу предпочтений на X. Величина q соответствует вероятности
того, что данное предпочтение выбирается из их общего множества. Обо
значим через Q вероятность того, что предпочтение «диктатора» ые совпа
дает ни с одним из предпочтений остальных участников, и назовем ее
абсолютным влиянием «диктатора» (абсолютным в том смысле, что «дик
татор» детерминирует групповое предпочтение в целом). Легко убедиться,
что ?)"“*, где ?г —число участников. Так как 0<д<1, то Q стре¬
мится к нулю вместе с ростом тг, т. е. абсолютное влияние «диктатора»
убывает при увеличении числа участников.

Приведем числовые значения Pb.Q для числа участников ?г=2, 3, . . . , 10
в предположении, что число альтернатив | X \ =3. Пусть Х= {х, у, z). Тогда
19 бинарных отношений на X являются предпочтениями. Перечислим их:

■  ; Р2={(х, у)}; Рз={(д;, z)}; Р,={{у, д:)}; Р5={(у, z)); Pc={(z, х)};
P^={iz, у)}; Ръ={{х, у), {х, z)}\ Р^={{х, z), (у, z)}; Рю={{у, х), (у, z)};
^i={(y, х), (z, х)}-, P,2={(z, х), (г, у)}; Pi3={(z, у), (я:, у)}; Р,4=
= {(^, у), (у, 2), z)}; Pi5={(a:, z), (z, у), {x, у)}; Pis={(y, x), (x, z),
(y, z)}; P,7={(y, z), (z, x), (y, x)}; P,s={(z, ж), {x, у), (z, у)}; P,a=
= {(z, y), (y, x), (z, x)}.

Отсюда видно, что y=®/i9, a y=^/ig. Составим таблицу, подставляя эти
значения в формулы для Р uQ.

Р,=

Абсолютное
влияние

«динтатора»,
Q

Частное
влияние

«диктатора».
Р

Абсолютное
влияние

«диктатора»,

Частное
влияние

«диктатора».
Число

участни
ков, п

Число
участни

ков, 71 QР

0,050
0,047
0,045
0,042

0,216
0,148
0,101
0,069

2 6 0,047
0,032
0,022
0,015
0,010

0,040
0,038
0,036
0,034
0,032

3 7
4

9э
10
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