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экономических
всехВ данной заметке предлагается подход к анализу управляемых

потенцпадьных возможностей, т. е.
любых допустимых управленп-спстем, предназначеннып для оценки их

реализуемых результатов функцпонпрованпя прп т, тттч^-т
ях. Этот подход может оказаться полезен для прогнозирования р
планового анализа таких систем, оппсываемых лппепнымп попа
существующие в настоящее время методы анализа систем ° J ^ случае и

Основные его идеи будут изложены в статическом п дина ’ ^
проиллюстрированы несколькилш простыми примерами. гттгтем была начата
горитмами оценки потенциальных возможностей экономичеетшх „ г-1 91
в ВЦ АН СССР в 1970 г., некоторые полоясеппя высказывались ранее в ^J-

ВОЗМОЖНОСТЕЙ в СТАТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

лпнсйнымп методами типа

1. АНАЛИЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ

Рассмотрим экономическую систему, описываемую

Aiu=bi,

Aza=b2,

(1)

(2)

А. /1л —заданные матрицы;
где ц=(ц1, Ur)еЕ»--вектор переменных ’ ставленпе линейной стати-
Ъ и б2-заданные векторы. Соотпошенпя (1), (2) “РеД система m линейных
ческой эконо^шческои модели в общем виде. Пусть задана
показателей (3)

где /= (/i,... ^ бЕ"* - вектор показателей системы; F  заданная матрица, уста
отношению к системе показателей

реализуемых с точ1ш зрения

навливающая связь feu.
Множество Gj потенциальных возможностей по

(функционалов) / определим как совокупность сех
модели (1), (2) значений /

в

(4)
Gf={f:f=Fu, AiU^bi, ^2U=&2).

Выражение (4) задает множество Gf ^'’^осТроенпе ™мГвидТпможностей окопомическои системы будем понимать постр
его исследование *.

Соотношепия (1)-(3) задают многогранное „«пгттттгтвв Е
пространстве, являющемся декартовым произведением просып

7={{и, /} :/=Ев, Aiu^bu /4гН=М.

множество У '-+”‘-г+т-мерпоми Е”

(5)

тех и только тех точек
гг*бЕ’‘, такая, чтогде {ц, /} — элемент Е'‘+"'. По определению G/ состоит

f*GE^, для которых найдется по крайней мере одна
{и* /*)6У.

точ
из

ка
(6)

возможностей получи.чп и другое* В последнее время множества потенциальных
наименование — обобщенные множества достижимости.
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Таким образом, G/ — ортогональная проеющя Y в пространство показателей
п для построения G/ в явном виде достаточно уметь строить ортогональную проек
цию многогранного множества.

Известные методы построения проекции jmororpaHHLix множеств [3] дают воз
можность решать эту задачу прп малом числе переменных (1), (2). Модификации,
использующие отбрасывание несущественных п малосуществеппых ограничений
системы линейных неравенств [4, 5], позволяют эффективно строить проехщип для
достаточно больших моделей типа (1)-(3) (порядка нескольких десятков перемен
ных, ограничении и показателей). Следовательно, проблема построения Gf для моде
лей типа (1) —(3) во многих случаях практически разрешима, и это множество может
оыть представлено явно

Характерный вид Gj в двумерном случае приведен па рис. 1 п 2. Часть границы
G/, находящаяся между точками А -а. В, является множеством эффективных (не-
улучшаемы^ значений показателей (оптимальных по Парето относительно критерия
j—ifif /г))- Когда число критериев больше двух, на плоскости (в том числе на экра
не терминального устройства ЭВМ) могут быть двумерные сечения Gf и его проекции

(7)

■ма двумерные подпространства показателей. Таким образом, предлагаемый подход
дает возможность графически изобразить множество всех допустимых значении
показателей п, что осооенно важно, получить более наглядные результаты, чем при
пспользованпи обычных методов многокритериальной оптвлгазацпп, с помощью ко
торых строятся отдельные эффектавные точки в пространстве показателей и управ
лений, п0(Ж0льку даже в лнпендом случае множество эффективных значений
(кривая АВ) не выпукло и плохо представимо на основе отдельных точек.

В качестве примера рассмотрим результаты изучения роли внешней торговли
повышении конечного потреблепия,^     „ также связи между потреблением и харак¬

теристиками чистоты окружающей среды. Это исследование осуществлялось с при
менением лияеинои модели, описанной в [6]. На рис. 1 изображено мнои{ество воз
можных значении п а телеи. л — уровень потребления; к — сальдо внешней тор
говли; Kmai “ максимально возможное сальдо внешней торговли, кривая эффективных
вариантов этих показателей Atf-, получаемое при минимальном разумном сальдо
y.jTtiDf Аа ~ макспыальныи уровень потребления при отсутствии внешней торговли.

На рис. 2 приведено ^множество возможных значений показателей потребления
А и чистоты окружающей среды ^-загрязнение; F —ограничение иа
него сверху. Интересно отметить, что Атах достигается при сильно загрязненной
окруя^ающей среде Рв, ^ то время как при мало отличающемся от А
потребления Ас загрязнение окружающей среды Ре значительно меньше.

Проекции и сечения множества потенциальных  ”,
рис 4 и 2, могут быть использованы для лучшего понимания свойств изучаемых
систем.

в а

уровнеmax

возможностей, аналогичные



г
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2. АНАЛИЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ВОЗМОЖНОСТЕЙ
ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В ДИНАМИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

Пусть пзмепенпе вектора состояппн изучаемой экопомпческой системы описы
вается системой дифференциальных уравнений

х=А (f) х+В (i) и+а (t), (8)

где хбЯ" — вектор состояния системы; — вектор управлении; элементы матриц
A(t) н B(t), а также вектор а(г) ~ заданные фз’^шщпп времени. На состояние п
управление в каждый момент времени наложено ограничение

(9)(x(t), u(i)}ey(0,
Начальноегде y(i) — выпуклое, зависящее от времени мноячество пространства

состояние системы а:(0) принадлежит некоторому выпуклому множеству Г(0)«=£", т. е.

х(0)ег(0).
Рассмотрим специальный класс показателей для (8)-(10), а именно

(10)

(И)

где Г — некоторый момент времени, 7’>0. Множество их возмояхных значений в тео-
Обозначпм его че¬рни управления принято называть множеством достпяшмости.

рез Г(Г).
В случае, когда Г (У) уя?е построено, можно приблпн?енно получить

потенциальных возможностей G/ для системы произвольных линейных показателей,
ла которые влияет состояние системы (8) —(10) в момент времени Т

множество

(12)f=Fx(T).

Для этого заметим, что G/ неявно представимо в виде
(13)х(Г)еГ(Т)}.

Множество достижимости Г (Г) для выражений (8)-(10), как очевидно,
пуклоед^ поэтому его можно аппроксплшровать некоторым многогранным мнонче-
ством Г. Заменив в (13) выпуклое множество Г(Т’) на многогранное Г, придем
отношению, аналогичному (4), и с помощью методов, описанных в предыдущем
разделе, получим аппроксимацию множества G/ в явном виде. ^

Замечание. Если один или несколько линейных показателей, интересующих нас
при исследовании системы (8) —(10), являются интегральными, например.

вы-

к со-

виду (12) такой показа-
соотноше-где /ci(t) и A'2(t) - заданные вектор-фупкцнп времени, то Tnmvro

тель можно свести, введя фазовую переменную Хп+ь удовлетворяющу
нпям: x„+, = (/ci(t), x(t)) + (h(t), u(t)), x„+i(0)=0. Тогда возможностей

Таким образом, вопрос о построении множества потенциальных во
линейной диналшческой системы типа (8) - (10) может быть »
дующими операцияьга: построением множества достижимости 1  я пр w ^
его многогранным множеством Г и нахождением ортогональной
нахождения проекции описаны в предыдущем разделе, первые же д р ц
предлагается осуществлять так.

Заменим (8) одной из многошаговых систем следующего класса

к

(2.)(1) (14)Х{) +zBiUi+rai,Xi—Xi-i+T(aA{ Xi_i+(l-a)^i

аппроксимации A(t), B(t) и

класса многошаговых

(*) (2)
Ai ,где г=1,. . . , N; Bi, а,-- некоторые

a(i) па отрезке (i~l)T</<iT; число аб[0, 1]—параметр
систем. Соотношение (9) заменим

(15)

где Fi — многогранное множество, аппроксимирующее  У (О на отрезке и J .
рб[0, 1] - параметр. Начальное усповпе (10) заменим

ХобГо,

*'де Го — многогранное множество, аггароксиьгарующее Г(0).

(16)
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Можно показать, что множество достижимости для (14) —(16), которое обозна-
Ш1М II определим как множество всех точек, в которые можно перевести (14)-
(16) за N шагов, является многограипым. В [7] для частного, а затем в [8] для
общего случая многошаговых спстем типа (14) —(16) показано, что при выполнении
некоторых условий, естественных для экономических моделей, Гл- аппрокснмпруют
Г (Г) при стремящихся к нулю значениях величины т  п других параметров аппрок
симации. В [9] показано, что при ограниченном множестве Г(0) сходимость
к Г (У) имеет равномерный характер.

С^довательно, аппроксимирует Г (Г) п может быть использовано в каче
стве Г, так что вопрос свелся к проблеме построения множеств достижпмостп для
спстем типа (14) —(16). Обратим внимание на то, что экономическая модель часто
может быть с самого начала построена в виде (14)-(16), п тогда Fjv будет уже не
аппроксимацией, а точным множеством достпжпмости для изучаемой системы. Ме
тоды построенпя множеств достижимости для многошаговых спстем типа (14) — (16)
впервые были описаны в [7, 10]. Близкий по идее алгоритм указан в [11], а альтер-

■  -в [12]. В [5] описан метод приближеппого построенпя мпожеств дости
жимости для эконойшческпх спстем.

Предлагаемые в [7, 10, 11] подходы основываются на пошаговом построешш
множеств достижимости для систем типа (14)—(10). Пусть уже построспо множе
ство достижпмостп па шаге к\ обозначим его через Гл. Тогда (14) и (15) при i=/c+l,
а также задают >шогограиное множество Vh в 2?г+г-мернОлМ пространстве
{atft+i, Xk, Мл}. Множество достижимости Гл+i, как легко попять,- ортогональная про
екция Vk в пространстве состояний {а;л+1}. Таким образом, алгоритмы проектирова
ния многогранных множеств, о которых говорилось выше, являются средством по
строения множеств достижимости для многошаговых спсте.м. В случае необходи
мости используются методы приближеппого проектпроваппя [5]. Итак, можно счи
тать, что вопрос о построеппп множеств достижпмостп для лппеппых дипамичсски-х
моделей небольшой размерности (n<10) по крайней мере в принципе решен. Под
черкнем, что оп по своей сложности

нативЕыи

превосходит задачу оптимизации.
Как ун\е говорилось, после аппроксимации Г (Г) проблема приближеппого по

строения множества потенциальных возможностей Gj для j=x{T) оказывается ре
шенной, а для произвольных линейных показателей типа j=Fx{T) используется
проектирование многогранника {{/, д:(7’)}; f=Fx{T), а;(Г)бГ^} в пространство пока
зателей. Б качестве примера кратко опишем пзложеппую в [5] схему выбора ва
риантов программ для отраслей непропзподствеппой сферы в программно-целевом
подходе к планированию народного хозяйства. Основная идея этого подхода (см.,
например, состоит в планировании народного хозяйства от копечпых целей
развития страны, которые реализуются при помощи программ отраслей, произво
дящих предм^ы и услуга непроизводственного характера. Остальные отрасли слу
жат для обеспечения пстщопзводственноп сферы. Для каждой отрасли непроизвод
ственной сферы можно сформулировать ^ ^
Еости Программ могут быть
20 лет) из-за ограниченности

много вариантов целей, по не все совокуп-
осуществлены за некоторый конечный срок (в 15-
ресурсов. Выбор реализуемых совокупностей целей-

важнейший этап программно-целевого подхода к плаппрованшо пародпого хозяйства.
Для того чтооы сделать этот выбор более наглядным  и отсеять нереализуемые сово
купности копечпых целей и соответствующих программ, предлагается процедура,
основанная на приолижепной оценке потребностей программ в ресурсах в укрупнен
ной номенклатуре и выявлеппп потенциальных возможностей производства по обес
печению этих потребностей. г

Для оценки потребностей программ используется их представление в виде
графа работ потенциальные возможности производственной сферы характери
зуются балансовой дпнампческой моделью [15]. В качестве ее фазовых координат
приЕпмаются М01ЦН0СТП I отраслей производства и суммарное потребление q
продуктов отраслей и трудовых ресурсов вне производственной сферы. Множество
достижимости координат Гг проектируется в пространство сум
марных потреблении (5(у)}, в результате получается — множество потен¬
циальных возможиостеи производства по выделению ресурсов для непроизводствен
ной сферы. С помощью и,(г), описываемого как пересечение полупространств,
можно оценить возможность реализации большого числа сочетаний вариантов
отраслевых программ непроизводствепной сферы.

Этот подход был реализован на модельном примере с условной информацией [5]
(шесть отраслей производственной сферы, пять шагов по времепп — перпод в 15 лет
разбит на пять трехлетии, четыре отрасли непроизводственной сферы, шесть вариан
тов программ для каждой отрасли). Общее число вариантов совокупностей программ
для данного примера —1296. Множество достижимости строилось приближепно,
с заданным количеством огранпчпваюпщх его плоскостей — 25. Алгоритм приближен
ного построения множеств достижимости был сконструирован так, чтобы «точное»
MHOHtecTBO достижимости принадлежало приближепному. Оценки потребностей про-
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грамм давались по миЕшмуму. Применение БЭСМ-6 позволило построить Гг за 1 ч
машинного времени.

Проектируя мпожество достижимости в пространство из 1296 исходных
удалось выделить 216 реализуемых совокупностей. Надо подчеркнуть, что такая про
верка не является достаточной, так как, во-первых, рес^фсные возможности оцени
вались сверху, а потребности программ — снизу и, во-вторых, реализуемость «в це
лом» за весь период пе означает еще, что потребности совок^чшостп программ могут
быть удовлетворены в каждый конкретный момент. Тем не менее оценка дала
можность отбросить значительную часть нереализуемых совокупностей.

воз-
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