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лезБость любого допустимого плана отпосптельпо криторпя К% характсрпзустся сте
пенью достижения максимума К' этого критерия, оцененной по липсйпо!): шкале
на отрезке [О, 1].

Взапмпооднозиаяпое соответствие между значепиямп критерия 7С, и точками
отрезка [О, 1] можно установить, использовав следуюп;ш1 факт. Если крнтсрпп
Ki{x) определяет некоторое упорядочение множества допустимых планов xBv по
степени пх предпочтения, то крптерпй Qi{x)~piKi{x)+qi, где р;>0 и г;,- являются
константами, дает то же упорядочение. Пусть точке  О отрезка [О, 1] соответствует
мпппмальпое значение критерия + а точке 1 — максимальное
зпачеппе этого критерия. Таким образом, pi п можно определить, решая си
стему уравпешш; р;/-Сг+д,= 1, где Я,-.= min ЯДх), откуда р,=

xPv
= 1/ {Ki'-Ki,)>0.

в этом случае весовые коэффпцпснты определяются равенствами

Последняя задача системы (1) будет

Ki‘-Ki (х)

KC-IU,

а первые s задач имеют более сложный вид

i=l, .. . , S.

min у
агбо

(2)= У, i=l, . .., S,

К,-
max[±7fi (х)] = 1=1,..., S.

-К:.

Прп линейности частных критериев К({х) и ограничений указашнлс экстремаль
ные задачи являются задачами лппезгаого программирования.

Jc6«
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(Го1УЬКий)

1. Многие проблел1ы планирования и управления народным хозяпст1юм связаны
с необходимостью решать ^адачи дискретной оптимизации, или, иначе, це;гочислен-
ного программирования. Ооычно рассматриваются задачи линейного целочисленного
программирования с лпнеинои целевой функцией и линейными ограпичепиями. В то
же время многие постановки являются по существу нелинейными и требуют разра
ботки специальных методов решения. Ниже предлагается обобщение известных
алгоритмов отсечения на случаи выпуклого целочисленного программирования.

Введем следующие обозначения. Пусть D — поле вещественных чисел; Z — коль-
пп прлых чисел; [ct], - 1шибольшев число, по превосходящее а; Т)”* - «^-мерное
от>1-ттппво пространство над D; Z"* п Л’" - подмножества векторов пз с целочис-

ммп п пациональпыми компонептами соответственно; uGD"», и - всктор-столбеп;
ленны!^ Крдое дроизведенпе векторов Ь и и из D»";  - вектор-строка; е,- - век-

“о пт I я компонепта которого равна единице, i=l, . .., а остальные компо-
^от,’х,т.т нулю: г(5) -граница выпуклого замкнутого мпон1сства S из D"'-,

.иутренность множества S;
m

аДь Xi > О, t=i, ... ■Lа G D'^la =
t=i



г
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— вьшуклый конус, порожденный векторами fl i, аг, иб£)’"; /^(и) — вогнутая не
прерывно дифференцируемая функция; /j(u) — выпуклая непрерывно дифференци
руемая функция, gj{u) =grad fj(u), a^BD, /б{1,...  . л}.

Рассмотрим множество ■S={iz6/)'"(/j(u)^aj-, /=1, п]. Известно (см., напри
мер, [1]), что если 8^0, то 5 — выпуклое и замкнутое множество.

Рассмотрим задачу выпуклого целочисленного программирования (ЗВЦП):
найти sup.F(u), если uBSnZ^ и 5П2’"=?^0, или доказать, что

snz^=0.
с (1) связана задача выпуклого программирования (ЗВП): найти

sup/'(u) при uBS.

(1)

(2)

Для рсшеппя (1) в случае линейных F(u) и /=1, п, ррработаны спо¬
собы, базирующиеся на построении правпльных отсечений. Конечный алгоритм опи
сан в [2] для лпнейпых /j(h), /=1, . .., п, п вогнутой фупкцпп F{u)- Далее будет
рассмотрена ситуация, когда целевая фушщия лпнепиа, т. е. =

Задача такого типа, а именно: найти шах (с, и) при (aj, u)=bj, 1,.. . , л,
(li, и)^0, 7л, с№ п ue^nZ” где 5 - ограниченное подмножество из Z)"»,
была исследована в [3].

Нетрудно, следуя [3], распространить идею третьего (полностью целочислен
ного) алгоритма Гоморп на случай, когда среди ограничений, описывающих мно
жество S, содержатся такие лпнеппые неравенства (с,-, '^то век¬
торы С|,.. . , Cm линейно независимы и dBK, ci, ..., Cm^

Здесь предлагается способ полз^чения таких неравенств. Заметим, что в отлпчне
[3] доказательство конечлости, основанное на этом способе алгоритма (теоре

ма 3), пе требует ограниченпостп множества S. Кроме того, этот метод позволяет
использовать информацию о решении и° ЗВП (2) и начинать с двойственно допу
стимой точки vBZ^, в некотором смысле близкой к л® (ср. с [4]).

Определение. Неравенство (с, и) <7 назовем правильным
от множества iSnZ”‘, еслп (с, у)>7п (с, л) <7 для всех a65nZ"‘.

Легко привести пример того, что правильное отсечение не ^существз-ет, хотя
yfT(i5), поэтому пельзя воспользоваться теоремой  о разделяющей гиперплоскости
(ср. с [3]). ^ ^

2. Для лбГ(5^ найдем выпуклый конус ^n=.ff({^j(i') [/;(л)—аЛ). Пусть
а o6Z"», (а, *у) (BZ п Ь6Х„\{0}. Рассмотрим множества 5_i—{«651 (л, '^)'~-1-(
oi=s{u65[ (а, и) [ (а, л) ]+!} п числа р,= sup (6, «), f=l, -I*

uBSi
Теорема 1. Правильным, отсечением точкл г ог множества oflZ'" являются.
а) если Si=0, i—\, то i{a, л) <г[ (с, v) ]+min {0; г}»
б) если Pi<(6, л); i=l, -1, то {Ь, «)<тах {^i, p-i);
в) еслл р.= (6, и), р-,-<(Ь, и), 1=1, -1

(Р-1—Pi) ([ (а, у) ]+тах (0; /}) +(й, у), 1=1, —1. -
Утверждения а), б) очевидны, для доказательства в) потребуется следз-ощая

отсечение»! точки v

uffZ’",
а, у)]} и

л)<то

лемма.
д, 1. Если а) 5 — выпуклое замкнутое множество, Р ^

«)==6}sup(&, л)=а<'ж, в) для некоторого vBS(x, v)>6, то для всех
л6{лб5| (лг, л)<5} и всех Т1>тах {0; (у, у)-И.} справедливо неравенство

Ю~Ь){у, „)Ч-(р.-Ьт]-(у, v)){x, и)^{{х, у)-б)Х((у, у)-п) + (^1+^1-(г/. (3)

Доказательство. Если лб5 и (х, и)=б, то легко показать, что (3) верно.
Пусть теперь «65 и (х, л) <6. Предположим, что нашлась такая точка tye-b, что
(х, w)<6, а (3) пе верно. Положим Я=((х, ?)-б): (х, v—u>) п /■
трудно проворить, что 0<Я<1, iSS, (х, t)=6 и t не удовлетворяет (3). но по дока
занному ранее f должно удовлетворять (3). Лемма доказана. ..„„„„лт.

Доказательство утверждения в) теоремы 1. Пусть, например,
^=-i- Нетрудно проверить, что все «65_t удовлетворяют требуо.мому неравеи^ву,
а точка у—пет. Если в лемме 1 положить х=—а, у=Ь, б= —[(«, у)]-1, тогда р—pi.
Поскольку то найдется такая точка уо65, что (й, у) = (о, «о) п «о)—-
~1(^> ^)j- Пусть у=Уо, тогда из леммы 1 следует выпо.чнение неравенства для всех
«65i Так как 5nZ'"=5iU5_i, утверждение доказано.

Таким образом, если с помощью лишь теоремы 1 можно строить на каждом
шаге правильное отсечение, то нетрудно распространить первый алгоритм 1 омортг
на случай выпуклых множеств. Однако этот процесс может быть бесконечньпг.
Кроме того, легко построить пример, в котором возможность правил1>ного отсече
ния крайней точки у проблематлчна. При выст5шающей точке (определенпе см.
ниже) отсечение всегда можно построить, что и будет доказано ниже.



ЗАМЕТКИ И ПИСЬМА392

3. Определение. Назовем v выступающей точкой выпуклого замкнутого мно
жества S, если найдется такой вектор Ь из что (6, и)<(&, и) для всех иб5\{и).
Вектор Ь в этом случае назовем строго максимизпрующпм на v. Легко доказывается
следующая лемма.

Лемма 2. Если и — выступающая точка S и cStiK
щий на V вектор.

то с — строго максимизирую-«1

Следствие 1. Если у - выступающая точка 5, ббпА'ц, то для всякого
{а, y)SZ (6, tt)<max P-i} — правильное отсечение точки v от 5nZ"‘.

Далее получим такие неравенства (с<, i=l, m, что ci,..., Cm - базис
ь D^, d6riA, Cl, . .., Cm, II (Ci, правильное отсечение, i—1, . . ., m-1.

Теорема 2. Если v — выступающая точка замкнутого выпуклого множества S,
y€Z'"*, d6A„nZ'", d^O и множество (иб51 (d, ц—и)=0} ограничено, то можно построить
такой базис ci,..., Cm в и такие числа 'll,..., что выполняются утверждения:
1) (с<, i=l, m-1; 2) (с,-, для всех u6SnZ"*, i=l,..., m; 3) d6
6riA (Ci,..., Cm).

Доказательство. Если ранг равен 1, то d —строго максимизирующий
V вектор. Пусть d не является строго максимизирующим на v вектором, тогда

ранг Kv не меньше 2 и можно выбрать Ьбг1А„ так, чтобы Ь п d были лппепно ноза-
висимымп. Строим сначала вектор Ст и число Ym. Рассмотри.м множества S (i) —
= {u65](d, u) = [(d, y)]-i}, i=0,1. Положим rii=sup (d—Ь, u), i=0,1, выберем ●ri>

u&Si
>max {0; iio-t)i} и положим Cm=d-fe-i-(г|о—rii+T))d и '^т=Т|о+('По~Л1+'П) t
ограниченности множества {u65[(d, u—y)=0) следует ограниченность  5(i)
([5, cTp. 81]) II конечность чисел tii, i=0,1. Нетрудно проверить, что для всех uG
65(0) (cm, u) Пусть (d, u)'^[(d, y)]—1 и uGS, тогда из леммы 1 вытекает, что
(cm., поэтому (cm, к)^7т ДЛЯ всбх Найдсм наименьшее к так, чтобы
( е;„ у) 6Z. Если т=2, то ci=b, a=ek и 7i=max{8t, p_i}. Если т^З пли d6riA„, то
Si=ei при (е,-, y)GZ и Ui=ei+ek, если (е,-, y)6Z, Если d6riA„, то b=d п
найдем наименьшее I так, чтобы система векторов {6, а,, 1=^1} являлась базисом; до¬

на

Л1—I 7П—1

ложим ai=Si, Oj—2j+i, Z^i^Tn.—1, (a;, y) GZ H Cm,-fl j, еслиUm— —

i=l1 = 1
tn-l

L в противном случае. Если dbiK то ищем наименьшие I и р

так, чтобы система векторов {ст, Ь, й,-, была базисом. Полагаем

а г — а 1
1 = 1

С[ — di, i
тп—2m—2

fl i=ai+2, p-Ki^m~2, LOi = ai+i (a,-, v)GZna,-, еслиa-m—i— —

1=1m—2 1 = 1

£ Д j “ Л j в противном случае. Для pi=max Р-4;Om-l a=a.i вычислим
<—1

положим С1=((6, у)-р>, + Ь, Y,= (b, v) + {{b, i;)-B<)[(ai, v)], где i=l,...,m, если
d6r/ ii.i=l m-1, если dGriA,,. ' ^

Лпнс1шая независимость векторов ct,. . . , Cm следует из лииейной независимости
системы {ст, Ь, ат-з} (системы {d. ci,. . . , dm-i} для d6riA„) н условия ^'<
<(&, и) для всех L Утверждение 1) легко проверяется; утверждение 2) получается,
если сначала в лемме 1 положить для каждого i x=ai, y=b, 6=[(ai, y)li a затем
x^-Ui, y=y, 0— 4\-\. Доказательство утверждения 3) в случае, например,

m— 1

Z Of, достигается суммированием по i от 1 до m предварительноamкогда
1=1

умноженных па число ((Ь у) р )/((Ь, у)-р») равенств Ь=а-((Ь, у)-р')“г- Так как
ПРО /Л у) -В’>0, то den К (Си Cm).

^  ’ Если dGriKp, то и вектор удовлетворяют условиюСт И число 'fmЗамечание,
у) < V- -
Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2, то можно построить базис

* dm в Z'”' л целые числа at, . . . , Om, удовлетворяюпще утверждениям теоремы 2.
livcTb векторы ci,..., Cm и числа 'fi»--- , V получены по теореме 2. Опишем

ттпгтооепие вектора ар, /?<т, при условии, что предыдущие векторы ai,..., «p-i Уже
яйдены так что (л/, u)<ai, р-1-правильное отсечение точки у от 6nz ,

(с
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Р-1 >0, г=1, т-коэффп-система {at,. ,
циеиты разложения вектора d по пому. Пусть Ар-% - матрица перехода от исходного

Ср,..., Cm) — базис в Dт иар-1,● ?

/Ё (j/j, &1),где J/i-i-я строка матрицы По-

НЛП р = т пТП^

базиса к построенному, Др-1 —

г —1
р-1 /2[1рР, i=i,..., т, п V—minv,-, еслп (с

iJIO/KUM Vi = jO,^

р т
(Ci, и) - Ifi(fli, v)-CCi

)
, Vi| . . . ;Vmv=mm Vi

1 (Cm, y) - "f| (Cm, y)-Tm| m
: = 1

Vm=v, если (c,n, p<m; положим 8p'=®(mAp-i+v)/v, 8i'—v.-Sp', Пусть Qp
= {e=(ei,. . ., em)^6D”4ep>0, 0<£i<2vi£p}. Легко впдеть, что e вместе

отсюда следует, что) ш Ар—I,своей шаровой окрестностью радиусасо
J71

р  [ {Ар ., Cm - базис,-le', е<)], е<бЛр_1(? п, следовательно, <zi,..., Ор, Cp+i,..а Ру

1 = 1
Оставинюся

— коэффициенты разложения вектора d по нему.ц^р>0, i=l,. .. ,
утверждения теоремы легко проверяются. _ „„„„ ™.лпт-а

Пусть 5 и d таковы, что sup (d, u) = (d, и°), и -выступающ

т

Алгоритм yli. Если - решение (1), в
ствию 2 получаем векторы aj, . . . , п числа “> ● ● ● °ено то в Lo до-
={u6D«| (а,-, u)^di, i=l, т), если S пеогрэничено; если 5 „ яяхолпм
бавляются еще условия {d, u)^in£(d, к). По первому алгорит. у Р - -

y'=y” = arg {lex, шах {d, гг), ггGZnZ"^) и такой базис П7^^°Е«1П^5е5
1шлпсь условий: ^6/1(6,^ .., ад , (&Л и)<(Ы v^) ДЛя всех aeL.flZ . Еслп у

tn7П

L (bi’, V) - 1,{ ,.i, гг)<II б Ljто — решение (1), еслп пет, полагаем I<i+i =
1=1

задачи ЦЛП.
1=1

(b,J, т) II снова переходим к Р®“®®”^^„_,,лттгленную задачу
А лгоритм А,. Так же как в Аи v), dl,..., m;П решаем ее. Еслп точка то полагаем ^ \ ^ '
т т

ЗВП, заменив S на 5*. Если Sk^0, то по

лучаем оптимальную выступающую точку Если д^полагае1?1^Г+Т=
лет, то строим правильное отсечение (/^ ц)<е'‘ точки и от 5а

(bi^, у) — 1} и решаем

«
(i=l  '”)} ” переходим= {«6Lj| (f\ u)<e\ , u-v^)< - 1, (bi\ и

i = l

К решению задачи ЦЛП.
Теорема 3. Если а) S — выпуклое замкнутое множество

5nz™=7t0^ б) и)^ d^Z^, в) и'^ - выступающая точка

множество (иб5| (d, u-u®)=0) ограничено, то ■
Копечность алгоритма следует из конечпостп алгоритма

ограниченности множества {иб5| (d, и—«°)=0}.
Следствие 3. Если выполнены условия теоремы

ства S выступающие, то алгоритм Az конечен. ^ „ ,,«а.лтт гапапттт.
З

ичено, или
S, sup {d, u) = (d, и°)

ues
алгоритм А\ конечен. тттттт

^  решения задачи ЦЛП
и

и
3 и все крайние точки миоже-

амечание. Для решения задач ЦЛП можно использовать ^
рующий копечность п дающий псравепства — отсечения, определяющ Ц
ную точку.

S или огран
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МОДЕЛЬ РАВНОВЕСИЯ С УЧЕТОМ НАЛОГОВ НА ОБМЕН

ЕФИМОВ Б. А., ШАПОВАЛОВ А. С.

(Москва)

В ряде работ, например в [1—3], налог в моделях экономического равновесия
интерпретируется как отчисление доли дохода участника экономической системы
в пользу планирующего органа пли государства. Как правило, участппкп могут
свободно обмениваться товарами, пе затрачивая ничего на обмен [4]. Интересно
выяснить, как влияют дополнительные затраты (налог за обмен) па поведение
участнгосов обмена. Часто в качестве дополнительного участника вводплось «госу
дарство» илп некоторый центральный орган с собственным предпочтением, а налогп
использовались для производства общественных благ. Попытаемся рассмотреть
вопрос о затратах с другой стороны. При установлении обычного равновесия, в слу
чае когда модель удовлетворяет всем стандартным требованиям, каждый участншх
получает в обмен на свои начальные запасы набор равповеспых благ. Предполагает
ся, что он должен обладать полной информацией обо всем происходящем на рынке
и возможностями осуществлять любые сделки с другими партиерамп без ограниче
ний. Если число участников велико, то удовлетворение потребностей любого от
дельного ее участника без учета ограничений возможно в силу того, что его спрос
не сравним с суммарньгаи ресурсами экономики. В любом случае участншоа ничего
дополнительно не затрачивают при получении равновесных наборов. Это не совсем
реалистичное предположение.

Рассмотрим модель, в которой налоги зависят от объема сделок и от выбора
всеми участниками своих равновесных наборов. Экономический смысл налогов мо
жет быть совершенно различным в зависимости от интерпретации модели. Затраты
участников, необходимые для осуществления сделки, можно интерпретировать как
плату за информацию о наличии и дефиците благ, о возможности заключения
сделки; как транспортные расходы, связанные с доставкой товаров от одного потре
бителя к другому, как натуральпые налоги — доли отчислеппй от общего количества
продукта, взимаемые за право заключения сделки и т. д. Естественным выглядит
предположение, что если участник i выберет в качестве равновесного набора свой
начальньш запас со,, то ему ничего но надо будет платить. Если же выбран вектор х,-,
меньший, чем сОг, то затраты, возможно, неизбежны (например, па то, чтобы изба
виться от части своих запасов). Предположение, что при выборе Шг участнику ни
чего не надо платить, обеспечит непустоту бюджетных множеств нашей модели.
Будем считать, что если участник i выбрал больший набор товаров, то н заплатить
ему надо больше.

Допустим, кроме того, что как полезность участнпка i, так и величина налога
обмен его набора товаров зависят от выбора других участников. От этого выбора

будет зависеть и бюджетное множество участника i, представляющее  множество
наборов стоимость котооых плюс велпчипа налога на их обмен не превосходит
стоимости начального набора. Под равновесием будем понимать равновесную цену
и такой набор векторов из бюдже-^гх множеств участников (при равновесных це-

которые максимизируют их фзткции полезности на этих множествах.
Цель данной работы состоит в построении равновесной модели обмена с учетом

налогов, независи^^^^^я. п}-множество участншюв; Xj - непустой вы¬

пуклый компакт в (потребительское множество участнпка г), i^N, где Я'-про-

на

товаров (г-их число);Х = Д

тлпяппым Пространством; м,- : Х-»-Л+ непрерывная на X, вогнутая, монотон
на X фикция полезности участника и, Q>i6intXj-начальный запас участника г,

X,- произведение X,-, являющееся ры-
странство

ночпым
ная
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