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В настоящей статье приводятся некоторые npiiiMepbi реализации поня
тия и методов отыскания нормализованной точки равновесия (н.т.р.) во
гнутой игры многих лиц.

Многие задачи математического нрограммированпя, теории игр и ма
тематической теории экономических моделей тесно связаны с задачей оты
скания н.т.р. вогнутой игры МНОГИХ лиц. Это позволило применить для ре
шения указанных задач развитые в [1-3] численные методы отыскания
н.т.р. В разд. 1 для решения задачи выпуклого программироваиия, рассмат
риваемой как игра двух лиц, функции выигрышей которых определяются
функцией Лагранжа, используется метод, описанный  в [3, разд. 2]. Полу
чаемый таким образом сходящийся алгоритм оказывается близким по фор
ме методу «малого шага» [4]. Далее в разд. 1 исследуется классическая за
дача отыскания седловой точки выпукло-вогнутой функции, т. е. факти
чески рассматривается выпукло-вогнутая игра двух лиц, стратегии которых
выбираются 113 выпуклых компактов. Для решения этой задачи могут быть
применены методы, приведенные в [3, разд. 2—4]. Применительно к дап-
noii задаче конкретизируется один из алгоритдмов разд. 4 указанной работы.
Как уже отмечалось в [3], этот алгоритм является обобщением на случай
вогнутой игры многих ьчпц известного метода условного градиента [5, 6],
игровое происхождение которого обнаружил В. А. Волконский в [7]. Мы
указываем еще одну возможность получения метода условного градиента
путем применения игрового метода [7] к задаче выпуклого программиро
вания, трактуемой как некоторая игра двух лиц с нулевой суммой.

В разд. 2 устанавливается эквивалентность классической модели эко-
иомики Вальда [8, 9] некоторой вогнутой игре п лиц. Наличие такой связи
позволяет применить для отыскания равновесия в модели Вальда методы
[3, разд. 2, 3]. Конкретизация одного из этих методов приводит к алгорит
му отыскания равновесия в модели Вальда, который дает возможность на
ряду с равновесным вектором интенсивностей Х‘ построить соответствую
щий ему равновесный вектор v цен ресурсов. Зател! строится одна дина
мическая модель производства. Эквивалентность этой модели некоторой
вогнутой игре многих лиц позволила для отыскания оптимальной траекто
рии X'{t) модели применить алгоритмы
го из двух алгоритмов применительно к пашей модели дает метод отыска
ния траектории X’{t) и «динамических» цеп ресурсов, соответствую¬
щих этой траектории. Удается экономически проинтерпретировать исполь
зуемый в рассматриваемом методе прппцип максимума Л. С. Понтрягпна
J10]. В [11] В. Л. Макаров установил эквивалентность классической моде-

Эрроу —Дебре [12] некоторой вогнутой игре многих лиц. Р1спользуя
●аналогичные соображения, можно установить подобный факт относительно

[3, разд 4]. Конкретизация одно-113

ли



139ВОГНУТЫЕ ИГРЫ многих лиц

модели обмепа Б. Г. Питтеля [13]. Однако пепосредствепное применение
игровых методов [3] для отыскания равновесия в данных моделях певоз-
можпо.

1. ЗАДАЧА ВЫПУКЛОГО 11РОГРАММИРОВАНИЯ
И ВЫПУКЛО-ВОГНУТАЯ ИГРА ЛИЦ

1) Игровой метод решения задачи выпуклого программирования. При
меним шшсаннып в [3, разд. 2] алгоритм нанскорепшего спуска к задаче
выпуклого программирования, т. е. задаче отыскания

mm{fo{x) \ fj{x) <0, ] = 1, . . .

где все функции fj{x), ; = 0, 1, . . . , р, выпуклы  н дифферепцпруемы и мно
жество {x\fj{x) <0, / = 1, . . . ,р} удовлетворяет условию Слейтера. Как
известно (см., например, [14]), решение задачи (1) эквивалентно отыска-

р

нию седловой точки функции Лагранжа F{x^ у) = U{x) , У у > 0,

т. е. точки (х*, у), для которой min шах у) = max min F{x, у), так что
а: 1/>0 y>0 .-с

(1)

3=1

1Лх)+ Уу>0.
j=i

Другими словами, решение задачи выпуклого программирования эквива-
лептио отысканию и.т.р. (а:*, у) вогнутой игры двух лиц со следующими
функциями выигрышен игроков: (pi(x, у) =~F{x, у), <р2{х, у) ^F{x, у).
В этом случае вектор-функция g{x) имеет вид

dF{x,y)dF{x, у)
U,i/)= (g 1 ● ' ● ^ dxdx

Пусть числа ii Лг таковы, что ||a:*|l < Л,, |ly|!  ^ Лг. Наиболее тру
доемкая часть алгоритма [3, разд. 2], связанная с отысканием направле
ния «подъема» в данной игре двух лиц, значительно упрощается, так как
па вектор х не наложено никаких ограиичени!!, а вектор у удовлетворяет
лишь условию иеотрпцательности, т. о. hj{x, у) = Уз> 0, j = i, . .
неравенства определяют Q в н + р-мерном пространстве. В качестве исход
ного приближения берем вектор (a:®, у°) такой, что Ца:‘’11 < Ri, Яг ^ 0,

Яг. Пусть уже найдены приближения {х\ fi ),. {х^, у'"). Для оты-

пз точки {х'\ fi ) достаточно

р, II эти● 1

У
скапия направления движения

решить следующую задачу квадратичного программирования

min 11 g (х*, jf) + ^ i e J (y*. =

(2)

где ej означает n + р-мерный орт, n + j-я компонепта которого равна 1,
так как Vhjix^', y’^) *= (0, . . . , 0, . . . , a„+j, = 1, 0, . . . ,0). Как нетрудно убе-
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дыться, пабор чисел
-hW, еслиft +i

V;} о, если

является решением задачи (2) п
р

й+1

3=1

й+1^ [0. если
\fj{x^) — B остальных случаях.

Для отыскания нового прпблп/кеппя вычисляем сначала

■г+1>

уГ{ ):
/

«>оtk+i =тш 1

V
A + l = д;И полагаем х

у=1

.ft
ijf, если ?/j* < ?^ft+i,/j М < о,

I/j* -1- tk+Jj (д:*) — в остальных случаях.

ft+i
У]

Находим новое приближение
k-hlX если1

й+1Л + 1 XX R ||^'‘+м1>тг,если1

●й+1 еслиУ 1 2,
й + 1 Й+1У уR если

' [If+‘11 ’

Так как g(x, у) не удовлетворяет условию строгого убывания [3, (1.1)
то вопрос о сходимости приведенного алгоритма требует самостоятельного
изучения и решается следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть выполнены условия: 1) функции fi{x), / = 1, . . . ,
выпуклы и непрерывно дифференцируемы', 2) fo{x) строго выпукла’,
3) множество {x\ii{x) < 0, / = 1, . . . , р} удовлетворяет условию Слейтера.
Тогда последовательность {д:''} содерошт подпоследовательность {.т''.}, схо
дящуюся к решению х* задачи (1).

Доказательство. Предположим противное, т. е. что существует
е > о, для которого \lx'^ — ar*|l ^ с > 0. Имеем

—д;*|Р+ 1/ —

= h+г [- 2 ^V/o (д;*) + ^ {х^), X* — д:*) - V/q (д:^) +

 =X X у

г=1

+ ^ (х*) + ^2 ^ /i (х*) (уС — г//) —

.к 1(2 ft+1 -г/Т

Z Z/i (^*) (Уз" - У/‘) — ^*1-1— 2 f^4x^)~
yj^<4+v *<>■*+!./ (.х^)>0
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р

k\
Yj frм] >2гл«[- (v/o м +

I
— ^k+l — X

J=1
k+1}

p

у^/Л^-‘)(г//-г/Л -
I

y/<x*+i.//.v*K0
j=l

V

> 2i^4-i — (v/o ^ (x''), a;* — X>‘^
I
i

V

^  . /.Му/ ●Xj/^M(y/-y/) +_L

в соответствии со сделанным выше предположением о строгой выпук
лости функции F{х, у) существует ц > О такое, что

F{x\ y)-F{x^, У’)

В силу выпуклости функции F(a:, у'')

j=i

(3)ц>0.

рр

«) + ^/Дх‘) (у--уП>

> F (х\ у") - F {х\ y’‘) + F {х\ fi )-F {х\ /г ) =

= F (х\ y-)-F {х\ у') = F {х\ y)-F {Х-, fi ) + F {х\

-Fix', y'')>F{f,f)-F{x\ /, )

— X

J=1

ц > 0. (4)

^  - У‘\\-> \U/^' - r\\\ a так-
*/, получим для достаточпо больших к неравенство
^''+'-а:-||“+11у'‘-гГ-|1у'“'^-у11"^цг^.+ь из которого еле-

СО

дует, что ряд 2 сходится. Но из самого выбора шага tk следует, что ряд
■» к—1

2 ih расходится. Таким образом, получено противоречие, доказывающее

теорему.
2) Седловая точка выпукло-вогнутой функции. Тесная связь между

вогнутыми играми и задачей выпуклого программирования особенно ярко
проявляется в задаче отыскания седловой точки выпукло-вогнутой (функ
ции ф(а:, у), т. е. отыскания точки (д:*, у), для которой

<р(х, у) у) <ф(э:% у), У{х, у)

где ф(а:, у) — вогнутая по д: б Q,. с: д выпуклая по г/ ^ Qy с: Е’' (функция,
●а и Q„ — выпук.'1ые компакты.

Как известно (см., например, [15]), прп перечпелеппых условиях сед
ловая точка существует. Для решеппя задачи (5) в [7] имеется метод,
являющийся обобщением известного метода Брауна — Робинсон решения
матричной игры двух лиц. Вариант метода [7] заключается в построении
●пары послодователыюстей {у'‘} из условий

= x’^ + Xk+i{Q>{Xk) —.т"), y’"^^ = 0Д?/'),

A + IУчитывая
же (3)

— X’X— Х‘

(4)и

к=1

(5)У1

(1+1 (6)X
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где 0i(.r'‘) II 02(г/'‘) определяются в результате решения следующих задан
выпуклого программирования: cp(0i(-^")), г/f, = max {гр(д:, у") |a:0Q.t},

02(г/^)) = тш{ф(ж'‘+', у) \ у ^ Qj,}, а неотрицательная последователь
ность {л/,} выбирается из условпп

(7)Xh О, Х„ = оо.
ft=l

Приметшм этот процесс к задаче выпуклого программирования, предва
рительно сведя ее к игре двух лиц с пулевой суммой. Пусть требуется оты
скать

f(x') = max{/(a:) |а: 0 Q}, (8)

где f{x) — вогнутая и гладкая функция, а Q —выпуклый компакт в
Поскольку f{x) = min{f{y) + (V/(^), х — у)}, то задача (8) эквивалепт-

на отысканию х' п у’, для которых

f(y')-\-{^f{y'),x’ -y') = m&x.min{f{y)-\-{Vf{y),x-y)},
160 V6Q

причем если Q строго выпукло, то х‘ — у\ Легко заметить, что

maxmin{/(!/) + (V/(j/), д:- f/)} = minmax{/(^) + (V/(z/),;c-?/)} ,
i/60 X60,t6q i/eo

(9)
T. e. решение задачи (8) эквивалентно отысканию седловой точки фупкщш
ф(-2:, у) = Цу) + (V/(y), х — у). Используем для решения последней игры
метод (6). Получим пару последовательностей

= + Лй+1 (01 (д:") —х’‘)

где 0i(x") определяется при решении следующей задачи:
©((дг") — х“) = тах{(7/(д:"), д: — д;") |а; б Q}, т. е. последовательность {д:"}
совпадает с последовательностью приближен1П1 к вектору Х’, получающей
ся в результате прпмепеппя к задаче (7) метода условного градиента.

Таким образом, применение игрового метода [7] к задаче выпуклого
программирования (8), трактуемой как игра (9), позволило получить из
вестный метод условного градиента [5, 6], отличительной особенностью ко
торого является выбор величины шага пз (7). Оказалось [3], что такого
рода метод, примененный к игре многих лиц, позволяет построить после
довательность, сходящуюся к иормалпзоваппой точке равновесия ж*.

Используем теперь указанный метод для отыскания седловой точки вы
пукло-вогнутой функции. Заметим предварительно, что задача отыскапия
н.т.р. для рассматриваемой игры двух лиц заключается по определению п
отыскании такой точки {х\ у‘), для которой тах(Ф(д^*, х, у) \ (х, у) &
G Q} = ф(д:*, у; х‘, у), т. е.

тах{ф,(дг, у‘) +<р2{х% у)\ {х, у) 0 Q} = тах{ф, (д:, ^*) |д; 6 Q,} Ч-

-|-тах{ф,(х-, у) \у 0 =ф,(д:-, у) +фг(з:*, у) = 0.

Как уже от.мечалось в [3, разд. 1, п. 1], н.т.р. (х*, у) является такжо
обычной точкой равновесия, т. е. для (д;*, у*) имеют место равенства

ф(х', у) = ф1(х*. у) =тах{ф1(д:, у) \ {х, у) 0 Q}  = тах{ф(д:, ?/●) 1^ ^

./1+1 Л + 1 л+« (-10)X у — X

(Vf{x’‘),

(И)

(12>
-фСд;-, у) =ф2(х', у') =тах{ф2(д:*, у)\{х-, у) 0 Q} =

= шах{—ф(д:-, i/) |y6Qj = —тш{ф(д:^, y) |y0Q„},.
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т. е. для вектора (д;‘, у') имеем (p(x,
V(o;, у) б Q„. Таким образом, каждая п.т.р., являясь точкой равновесия
рассматриваемой игры двух лиц, есть . также седловая точка функции-
ф(гс, у) па Q. Аналогично убеждаемся, что каждая седловая точка функции
ф(д;, у) па Q — точка равновесия рассматриваемой игры двух лиц, а сле
довательно, II п.т.р., так что задача отыскания седловой точки выпукло-вог
нутой функции эквивалентна отысканию нормалпзоваппо!! точки равно
весия некоторой вогнутой пгры двух лиц. В рассматриваемой игре двух лиц
роль вектор-функцип g{x) (см. [3]) играет вектор g{x, у) = (У.хф1(х, у),,

у)).
Применение метода условного градиента [3] с шагом, выонраемым из-

(7), приводит к паре последовательностей
h+l

у) < ф(х%у) < ф(д:', у),

(13>= / + ^J,+ l(02(l/'‘) - у'),

где 0(а:'‘, y'^) = (0,(д;'‘), В,(у'*))—решение следугогцей задачи выпуклого
программирования: max{(V.-c(pi(a:\ у'‘), х — х’')  + (УиФгСх, у), у — у'‘) |
у) 6Q='Q,XQJ

iit+i
(9, (а:") -х^‘), у= х’^ + }X '●A-f 1

т. е.

-x'‘) |x6Q,),у"), 0,(а:'‘) - х’') = шах{(У.ф,(а:\ у")
(У„ф2(х\ у"), ВгСу") -у’') fi ), у~у'‘) \у^

X

Из [3, теорема 4] следует, что последовательности {а:’'} п {у } содержат-
сходящиеся к х' и у подпоследовательности. Таким образом, примепепие

выбираемым из (7), к задаче (5)метода условного градиента с шагом,
позволяет вместо решения на каждом шаге двух задач выпук.чого неграм

заключающихся в отыскании тах{ф(а:, у ) [а: ^-2.Л Iмироваиня, I

min{cp(x'‘+‘, у) |у б сделать лишь один шаг метода условного градиента
в соответствующих задачах выпуклого программирования, как это имеет
место в процессе (13).

2. ВОГНУТАЯ ИГРА п ЛИЦ II МОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВА ВАЛЬДА

1) Эквивалентность модели Вальда BornyToii игре п лиц. Рассмотрим
сле-

классическуго модель производства Вальда [8, 9], заключающуюся в
дующем. Пусть в некоторой экономике производится  п продуктов и исполь
зуется 7- ресурсов, имеющихся в количествах соответственно ал, . . . ,Ur. Ве
личина aij, i = 1, , тг; / = 1, . . . , г, указывает затраты /-го ресурса, необ
ходимые для производства единицы i-ro продукта. Однако в отлично от
классической задачи о максимальной рентабельности предприятий [16],
цепы производимых продуктов не постоянны, а зависят от количеств про
изведенных продуктов. Пусть функция fi{x) = fi{xi, . . .  , х„) указывает
цену единицы г-го продукта при условии, что продукты произведены в ко-

В [8] Вальд при некоторых предположенияхлпчествах Xi, . . . , Xi, . . . , х п*

что множество Qo *= (л: | ^ a,jX, < аотносительно функций fi{x) н того,

у == ^ ^ ^ д.. ^ Q ^ 1 является многогранником, установил су¬

?-

ществование неотрицательного вектора продуктов х’  = {х\‘, . . . , xf и не
отрицательного вектора оценок ресурсов v = {vr, . . .  , Гг’) таких, что

J

V ед* >/((ж*),
3=1

£ / = 1,. . ● 1

т>«1

( gj- г;/ (14>= 0,
●i=t
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(Е aiPi' = 0, п.● )
j=i

В [9] Г. Кун, считая Qo лгаогограннпком, а функции fi{x) неотрпцатель-
-пымн и непрерывными па Qo, доказал существоваппе вектора продуктов
■X' б Qo. являющегося регпенпем задачи Л1ше11ного программирования

п

(15)max
i=l 1 = 1

Существование векторов х* п v, удовлетворяющих (14), есть простое
■следствие (15) и теорем двойственности линейного программирования. Ока
зывается, что вектор X', устанавливающий равновесие в модели производ
ства Вальда, является н.т.р. вогнутой игры п лиц,  в которой функции выиг

рышей имеют вид 9i (xi, . .
о

= 1, . . . ,п, при условии, что игроки в качестве своих стратепп! выбрали
●соответственно зиаченпя Xi, . . , , х„ . . . , х„, где  х = (х, ,

Л

т. е., положив Ф(х, у) ● ● ● , . ,х„), получим для равновес-

щого вектора х*

■ ● J ^н) j* fi (xi, . .., , х„) dt. iX,-*5 ●● 1

. .,х„) 6QX,-, . о>

i=i

n

Ф(х*,х*)=^ ф,(х‘)
issi

п

I ̂  Ф' (^1*, . . - , Uh - ■., ^/) I (р„ ... , р,- . .,p„)6Qoj. (16)= max
5 »

1=1

Точнее, имеет место следующая
Теорема 2. Если каждая функция /,(х), г = 1,. . ., п, непрерывна тьо со

вокупности переменных и не возрастает по соответствующей переменной х,
■ U Йо — многогранник, то для того, чтобы точка х* была решением задачи
(15), необходимо и достаточно, чтобы эта

■ни (16).
Необходимость. Прежде всего заметим, хцо е(х) = У„Ф(х ц) 1н=

= (/i(^), . ● . ,/;(л:), . . . ,/п(х)). Пусть

точка была решением зада-

X-- решеппе задачи (15), т. е.П П

б Qo} = 2 X-)>max X так что
г=^i=l

max{(^(x*), X-X-) |x 6 Qo} = q. (15')

Из условия невозрастания /,(х,, . . . , ji i, . . . , Хп) по у,-, г = 1, . . . , п, вы
текает вогнутость функции ф,( х„. . . , х„) по у,. Следовательно,
Ф (^ 1 и) вогнута по у. Таким образом, (15^) означает, что для вектора
выполняется критерий оптимальности в задаче отыскания max {Ф(х*, у) \
|y6Qn}, являющейся задачей выпуклого программирования, т. е.
max {Ф(х*, у) I у б QoJ =Ф(х*, X*) п вектор х’— решение задачи (1G).

Достаточность. Пусть х* — peuieiiire задачи (16), т. е. max {Ф(х*, у) \
I  /у б Йо} =ф(д:*^ а;*). Тогда для х* долящн выполняться критерий опти

мальности в предыдущей задаче выпуклого программирования max {(^(^*)»

X*



145ВОГНУТЫЕ ИГРЫ многих лиц

X — X*) X б Q{|} = 0. Следовательно,

max
i=:l{=1

ЧТО И требовалось доказать.
Теорема справедлива, если лшогограннпк Йо заменить ограниченным

замкнутым выпуклым множеством Й.
2) Алгоритм для отыскания равновесия в модели производства Вальда.

Рассмотрим теперь применительно к модели Вальда алгоритм, описанный

ai~ Х<
п

2  Я;}, J{x) =[3, разд. 2]. Обозначим 7{х, I) = {;в
i=l

{/ [ ClijXi ttj}, 1{х) = {i 1 Xi^O},I{x,

§{^) = (/i(^), U{x)), Aj=(aij, a„j), e,-— Гб-мериыи орт, i-я ком-
поггента которого равна 1.

В качестве исходного приближения возьмем произвольную точку х° б
б йо. Пусть уже проделано к шагов алгоритма п получены приближения

ж’’,.. . , ^ б Qo. Для отыскания к 4- 1-го прпблпл^енпя
1. Решаем задачу квадратичного програмдшрования

Я) = {г I О Xi < Я},
г=1

min I g (х*)

fe+lg. ^== —

Если 1Л/г+1 ]> О, ТО полагаем = g (х^) —
Xfe+i)

+ u

И переходим к действию 2. При p^+i = О повторяем действие 1, но вместо
J{x’\ Я/и-i), ^{x^ Я,,+!) берем /{х'^), Если снова |.4+t=0, то х" —рав¬
новесный вектор продуктов. В случае же ph+i > О переходим к действию 2.

2. Новое приближение вычисляем по формуле х''"’’’  = х'' + tk+iZ

Xi* \

ip
Если Йо содержит внутренние точки и для вектор-фупкцип ^(х) =

= (/i(x),. . ., /п(х)) условие строгого убывания выполнено, то существу
ют подпоследовательности х\ и сходящиеся соответственно к рав¬
новесному вектору продуктов х* и к равновесным оценкам ресурсов и*.

3) Одна динамическая модель производства. Рассмотрим экономику
[17], в которой используется г производственных способов и затрачивается
(выпускается) п видов ресурсов, в дальнейшем расходуемых для произ
водства п видов продуктов. Пусть величины bih{t),  i = 1, . . . , п\ Л: = 1, . ● ●
..., г, указывают затраты Ьл{Ь) < О либо выпуск bn,{t) > О ресурса г-го
вида при пспользованип к-то производственного способа с единичной

au(i) л с.-Дг), г = п; / = 1,.. ., п,-соответственно
1 о Экономика II математические методы, JA 1

fc+i где

aj (Aj, х^)
>0, >0 .tk+i = min Я*+1,

\

ин¬
тенсивностью;
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расходы i-ro ресурса, необходимые для производства единицы /-го продук
та и увеличения на единицу скорости роста /-го продукта в год iz(i) =
=={ui{t), . .. , Кг(i))—интенсивности использования производствепных
способов; x{t) = Xn{t)) —выпуски продуктов; x{t) =
. . Xn{t)) — скорости роста продукта каждого вида в год t. Пусть в мо
мент времени запас продуктов определяется вектором х{и) = Хо. Будем
считать, что рассматриваемая эконолшка описывается следующей систе
мой дпффереициальиьге уравнений: + A{t)x{i) =
x{to) =Xq. Предположим далее, что \C{t) | О, Vi б [О, Г], тогда эту си
стему можно переписать в виде

x{t) =A{t)x{t) + B{t)u{t), x{U) = xq^ (17)

гдe/l(^) —C ^ {t)A{t), B{t) =C Будем считать, что вектор управ¬
ления гг (if) = (ггI(^), . . ., lгr(^)) может выбираться из некоторого множест-'
ва и <=£”■, причем (17) и мноялество U таковы, что

1. Множество достижимости

x{T)\x{T)=Y{T) +1 Y-^{t)B{t)u{t)dtYvi{t)^u'^
^2'

ограничено, замкнуто и строго вьшукло. Здесь 7(i)  — фундаментальная
матрица системы (17),т. e.Y{t) =A{t)Y{t), 7(0) =Е.

2. Решение системы x{t) и производная этого решения а:(if) неотрица
тельны для ’^u{t) ^ и.

Пусть, как и в модели Вальда, функции /,- {Xi, . . ., Xi, . .,, х„), i = i,...
. . п, определяют цены продуктов.

Рассмотрим задачу отыскания такого уравнения и* (t) = (ui* (t),. ..
● ● ●, (О) > которого траектория х* (t) = (xt* (t),. . .  , а:,,* (t)) системы
(17) в момент времени t = Т определяет точку, реализующую

*1

{ S fi{x*{T))xi \ x^Qt) S fi{^*{T))Xi*{T). Другимиmax словами.
t=i i=l

ищется некоторое управление экономикой, которое приводит в мо¬
мент времени i = T к производству таких количеств хГ{Т), i = 1, . . . , п,
продуктов, что при ценах, определенных для этпх количеств, вектор х*{Т)
максимизирует стоимость произведенной продукции. Для отыскания век
тора а:*, существоваппе которого следует из существования пормализован-
ной точки равновесия соответствующей вогнутой игры п лиц, моя^ет быть
использован любой из приведенных в [3, разд. 4]
каждом шаге этих алгоритмов решается лппеиыая задача оптимального
управления [10], состоящая в
на мпоя{естве
из них.

алгоритмов, причем на

отыскании максимума линейной функции
концов траектории Qx- Остановимся подробнее иа первом

В качестве исходного приблиячения выбираем вектор х^ (Т) = гго Пусть
уже построены приближения х‘(Т), . .., Для отыскания очередно-
ГО приолпжепия поступаем так

1. Решаем систему

(*)dt

с начальными условиями
Ф/ЧГ) ),/ = !, . . п.● ?

2. ОтыскпваехМ вектор и'‘(Т) из условия, чтобы в любо!!
пи /^[0, Т] имело место равенство (\p''(if), B{t)u}^{t))
B{t)u) \ii^U), т. е. вектор u^'{t) находится на основании

= m
момепт време-

W (0,ax
припщша мак-
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спмума А. С. Понтрягина [10].

3. Определяем х’‘{Т) = 7 (Г) (а:о +

4. Новое приближение находим по формуле =х'‘(Т) +

)dt).
о

+  — х'‘(Г)), где а) 0 < Лй < 1, Ха 0; б) S

Y-4t)B{t)u’4t

= оо

*=-1

Вопрос о сходимости приведенного алгоритма решается в [3, теорема
7, п. 1], согласно которой последовательность {х'‘(7)} содержит сходящую
ся к X* (Т) подпоследовательность.

Остановимся вкратце на экономическом смысле полученных результа
тов. Компоненты вектора фЧО = являющегося реше¬
нием системы (*) с начальными условиями ‘\\>{Т) =/(.т’(7)), можно трак
товать как «динамические» цены продуктов. В этих условиях принцип
максимума трансформируется в следующий принцип оптимального функ
ционирования экономики, описываемой (17). Для того чтобы экономика
функционировала оптимально, необходимо в каждый момент времени
t^[0, Т] выбирать интенсивности использования производственных
собов таким образом, чтобы стоимость в динамических ценах ф* {t) ресур
сов, вкладываемых в развитие экономики, была максимальной. Выбирае
мое из у1<азанного принципа управление порождает jaKyio

для которой в
веденных продуктов в ценах максимальна.
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