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Пусть имеются матричные игры Ti, Гг Г„ с матрицами выигрышей
. . , Ап, причем матрица Ау =At, А

X Kv, V = 1, 2, . .., п.
Симметричной суммой матричных игр Fi, Гг, , Г„ будем называть

игру Г, в которой множества чистых стратегий игроков I и II (обозначим
их соответственно через / и /) являются некоторыми множествами набо
ров i = (и, in) п / = (/i, где U и /v — некоторые чистые стра¬
тегия первого II второго игроков в игре Fv, iv = 1, . . .  , Шу; jy = 1,. . .,
●V = 1, . . ., я, а выигрыш dij игрока I в ситуации (г, /) определяется следу-

11 игры Fv имеет размеры ту X2 , .

1  I 2 I , П
ющпм образом:

Примерами игр такого рода могут служить игровые задачи распреде
ления ресурсов, математической моделью которых являются игры Блотто
[1]. В таких играх множества / и / состоят пз наборов целых неотрица
тельных чисел i = (ti, . . ., и / = (/i, удовлетворяюш.их условп-

dii = а,

= 5. Если имеются матричные игры Fj, Гг, , Г.V' Zv" Аям
v=lv=i

такие, что матрица выигрышей Av игры Fv имеет размеры ШуХ1, v = 1, . . .
. .., п, то суммой матричных игр Fi, Гг, ..., Г^ относительно игрока I бу
дем называть такую игру Г, в которой множество I чистых стратегий игро
ка I является некоторым множеством наборов i= (U, ..., in), iv = l, . . .
. .., Шу] -V = J, . . ., n; игрок II имеет I чистых стратегий, которые обозна
чим 1, . . . , I, а выигрыш игрока I в ситуации (г, /) определяется так:

= a|,j + aui + . . . + allj. Если матричные игры Fi, . .., Г
матрица выигрышей Av игры Fv имеет размеры m X Яу, v = 1.. . , я, то
аналогичным образом определяется сумма матричных игр относительно
игрока II.

Очевидно, симметричную сумму Г матритаых игр Fi, Гг,..., Г„ можно
рассматривать как сумму матричных игр Fi, Гг,... , Г„ относительно игро
ка I (соответственно II), где матрица выигрышей Av игры fv имеет разме

ры ШуХ |/| (соответственно |/| Хпу), а выигрыш

CLij таковы, что

_v
(соот-  jа,- v'v

_ V V  .
=  i ).v'v ' Здесь l/[ и I/|—число элементов множествветствонно

/и/.
Далее пас будет интересовать структура оптимальных стратегий игро

ков в суммах матричных игр. Так как структура оптимальных стратегий
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игрока I пе будет зависеть от того, является ли рассматриваемая игра сум
мой игр отпосптельно игрока I или симметричной суммой, то рассмотрим
только суммы игр относительно игрока I и назовем их просто суммами
матричных игр. Аналогичную структуру имеют оптимальные стратегии
второго игрока в суммах матричных игр относительно игрока II и опти
мальные стратегии обоих игроков в симметричных суммах матричных игр.

Лемма 1. В матричной игре Г с матрицей Л = ||aij|l, i = 1, . . . , т; / =
для любого е > О существуют е-оптимальная стратегия игро~

ка I, число а® и вектор у® = (i/i®,. . ., уг®) такие, что для i = 1, . . ., т име
ет место

I

уX,® = а® ехр
i=i

С помощью леммы 1 непосредственно доказывается
Теорема 1. В игре Г, являющейся сушюй матричных игр Fi, Гг, . . ●

. . . , Гп, для любого б > О существуют г-оптималъная стратегия ж®, число а®
и смешанные стратегии х'’ первого игрока в играх Гу, у = 1, , п, такие,
что для всех i б 1 ильеет место

«у

ilv (1)= 1.Xi^ = а
v=l t =1

Отсюда, в частности, следует такое представление для значения сум
мы матричных игр

п

Xj «ij п 4у
ie.1 v=lval Г = sup mm nn J

Ki3 Пigl Фо}

Для оптимальных стратегий в суммах матричных игр представление
в виде (1), вообще говоря, имеет место не для всех г б/, а только для i ^
б h, где h — множество чистых стратегий i игрока  I в игре Г, для которых
существует оптимальная стратегия х^ такая, что Xi  > 0. Справедливы

Лемма 2. В матричной игре Г с матрицей А = llffijil, г = 1, . . . , гп] ; =
= 1, . . . , I, существуют оптимальная стратегия х игрока I, число а и век-I

I

S ад:)-т'ор У = (Уь . . . , yi) такие, что для i б / имеет место Xi = а ехр

Теорема 2. В игре Г, являющейся сумлюй матричных игр Г,, Гг,. . ●, Г
существуют оптимальная стратегия х игрока I, число а и смешанные стра
тегии х'' первого игрока в играх Гу, v = 1,. .., п, такие, что для ъ б Ii имеет

7»,

место Xi = (X
V = 1

Эти утверждения мы приводим без доказательства. Они содержатся в
[2] пли пепосредствепно следуют из [2].

В том случае, когда не существует оптимальной стратегии, представи
мой в виде (1), и множество 7i неизвестно, оптимальную стратегию нель-

достаточио точно приблизить е-оптимальными стратегиями, представи
мым в виде (1), так как lim a® — <». В связи с этим вызывает инте-е-»0
рес вопрос, каким условиям должно удовлетворять множество /, для того

зя
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чтобы независимо от множества стратегий игрока II  и матриц Ai, . . . , А„
в игре-сумме существовала оптимальная стратегия вида (1)? Теорема 3
дает соответствующее необходимое и достаточное условие.

Будем называть множество I полным, если при любом множестве чис
тых стратегий игрока II п при любых матрицах At,.. .  , А„ в сумме мат
ричных игр Г существует оптимальная стратегия игрока I, представимая
в виде (1).

Каждой чистой стратегии I игрока I поставим в соответствпс век
тор у' — V = 1, . . . , п; |v = 1, ... , m-v, определенный так

1, если iv = Iv,

о — в противном случае,
У-

Векторы у' б где m = 2
V=I

Пусть L — аффинное многообразие, порожденное спстемой векторов

т. е. Z/ —мнонщство векторов у впда: у = 2 3^ = 1- Это
iei ier

множество может быть представлено в виде пересечения конечного числа
гиперплоскостей [3].

Обозначим через М пересечение аффинного многообразия с неотрица
тельным ортантом, а через /V — выпуклую оболочку множества

Теорема 3. Для того чтобы мнооюество I было полным, необходимо и
достаточно, чтобы М = N.

Лемма 3. Пусть система уравнений
Ах = Ъ (2)

имеет решения, но не имеет неотрицательных решений. Тогда существу
ет такое решение этой системы и вектор и, что иА  ё 0, < 0, и если
х° > о, то uA.j — о (A.j — j-й столбец матрицы А).

Доказательство. Так как система (2) не имеет неотрицательных
решений, то линейная форма иЬ является неограниченной сверху на мно
жестве {н|ггЛ^0}. Поэтому существует такой базис  * 5, например, 5 =
= {Ал, . . . , ^.4, и такое базисное решение х = (xi,..., 0,..., 0), что

К

Ъ= 2'^>4 ц для некоторого/о (К/о ̂  А;) будет Xj,  < 0 и коэффициент
_  3 = 1
Xj^i при A.i, в разложении любого вектора A.i Z = 1,..., тг, по базису являет
ся неотрицательным. Такой базис можно построить, например, с помощью
двойственного симплекс-метода, используя какой-либо способ устранения
зацикливания.

Рассмотрим систему уравнений

= 0,7 = 1, ..., к; 7^7о,

uA.i, = \. (3)

Эта система имеет решение, поскольку В — базис. Обозначим через м
какое-либо решение этой системы. Тогда х и и образуют пару векторов,
существование которых утверждается в лемме. Действительно, х — реше-

Под базисом мы понимаем такую систему ninieiiiro пезависимы.х вектор-столб
цов матрицы А, что все остальные вектор-столбцы матрицы А и вектор Ь являются
линейпымп комбинациями векторов этой системы.
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ние системы (2), иА.^ < О для / = 1,. .., /с,
k k

uA.i —u к + 1,
3=1 3=1

39^3'e

{uA.j) + 5;j„ (u^.J =Таким образом uA 0, ub = u
3=13=1
3V3a

= — %>0, II если $j>0, TO UA.j = 0. Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Необходшюсть. Пусть множество I

является полным. Предположим, что М Ф N. Очевидно, М '^ N. Возьмем у
такое, что у 6 М, ио y^N. Тогда система уравнении

»6Г
(4)

Z Я. = 1
<6Г

имеет решение, по не имеет пеотрпцательпого решения. Следовате.льио.п

=S число V и решение X этой сп

по

лемме существует вектор и^Е

стемы, для которых
{и, у‘) - 13 < о для i б /, {щ у) -v>0,n если > 0,

то (и, у') — 13 = 0.
Отсюда следует, что найдется стратегия U б I, для которой выполняет

ся Я;п < о II (и, у'«) — г; < о, ибо в противном случае пе может быть
(^1 у) — 13 > 0.

Обозначим множество тех i б/, для которых li > 0, через 7+. Рассмот
рим следующие матричные игры А/, Л2^ . . . , А/. Игрок II в каждой

7П т
●1=1

(5)

из
п

стратегий. Эти стратегии будем разбиэтих игр имеет m = 2 mv чистых
v=l

вать на п групп таким образом, что р-я группа содерзкит гпр стратегии,
группе р обозначим через (р^). Игрок 1^в игре

стратегий. Определим матрицу выигрышей В'’ =
Стратегию с номером q в
Av' имеет т-, чистых '
— 11&^(Р<?)11 пгры A'v

Uvi^ + б, если V = р, и = q,

г,т) ~~ I _ в остальных случаях.
Число б выбирается из условия 0 < б <

матрице В'' столбцы, соответствующие стратегиям игрока II, не содержа
щимся в группе V, являются одинаковыми, а столбцы подматрицы, соот
ветствующей стратегиям игрока П из группы v, отличаются от всех осталь
ных столбцов тем, что к д-му элементу столбца с номером q из этой груп
пы добавлено чпело 6,1 g ^ ^v.

Определим игру А', являющуюся суммой матричных игр
.. ., А'п, причем множеством чистых стратегий игрока I в игре А' является
множество 1. Нетрудно видеть, что выигрыш игрока  I в ситуации (i, (Р?))
в игре А' определяется

Ы

— (и, т/^). Таким образом, в13

А'„ А'2, ● ●

{и, 7/0+6,
(и, У'),

ip=q,если
b,-{pq) если i Я-
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Как следует пз (5), для числа Ьцрд) могут быть равиыми либо v,
либо у + б.

Рассхмотрим игру А, которая отличается от игры Л' тем, что в пей от
сутствуют те стратегии (рд) игрока II, для которых Ьцрд) = v при всех
i б /■*■. Игра А является суммой игр Ai, Аг, . .., А„, которые получаются со
ответствующей редукцией игр A'i, А'г, .. . , А'„. val А > и, так как равно
вероятный выбор стратегий пз I'*' гарантирует игроку I ожидаемый выиг
рыш больший, чем v. Так как множество / полно, то существует оптималь
ная стратегия х — представпмая в виде (1). Ввиду выбора б страте-

Д^</ = 0.гпя io домпнируется стратегпямп из 1'^ и, следовательно, а:,-, = а
V=I

Пусть xf^ — 0. Для уменьшения в дальнейшем количества индексов
рд = 1, Я,‘о < о и ^рд ^ о, то пз (4) следует.обозначим ip° через д. Так как у

что найдется ii б 7+ такая, что = 1, т. е. ip’- = д. Следовательно, страте
гия (рд) игрока II в игре А присутствует.

Достаточность. Пусть М = N. Представим L в виде пересечения конеч-
Как следует из (1) и пз того, что = 0, для всякой стратегии гбД

для которой ip = д, имеет место а;, = 0. А так как при ip^ д будет Ъцрд) =
= (^5 у') ^ то значение пгры А не может быть больше v. Это находится
в противоречии с ул{е доказанным утвержденпем. Следовательно, М = N.
пого числа гиперплоскостей. Таким образом, М состоит из векторов у,
удовлетворяющих условиям

,1о

у) = у., S = 1, 2, . . . , г,
У^О.

(6)

Отсюда следует, что для г б /

(7)
V=1

Возьмем е > о и рассмотрим е-оптимальную стратегию х игрока I в игре
Г, представимую в виде (1):
последовательности {а'} п

1) а“ = а.

пI
где все Xi > 0. РГсследуем

определенные следующим образом:

2) если а‘ и у- определены, то выбираем s' —

индекс, на котором достигается шах | (с“, у') -у,[, и определяем

бхр {~Ху$0, где Я — единственный корень

Xi = laXi

{у^}
. . X.iч ● П у

yv<\. — >

= yvi^exp(XcJi^),
/+1

y^v
1+1 Iа = а

f
уравнения (с

Как следует из [4], последовательность {у'} сходится к у*, удовлетво
ряющему (6), т. е. у б М, и максимизирующему на множестве М функцию

V 12 -y^i ln yv.-^+yv.-^ln XiJ).
\=l i =1

Кроме того, в соответствии с (7) для всех г и г б  / имеет место;

Xi = а уii,y2ij. . . Уп<^~

Для любого г б / множестве М существует вектор у, у которого yvj^ >
> о для всех V == 1, . . . , п (например, вектор у’).

в

Тогда легко показать
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(аналогично лемме в [2]), что Поэтому существует Иш. а'= а* и

= ^VlUVk ● ● ● y*u„.
Таким образом, для любого е > О найдутся

х^, число а® и вектор у® 6 iV такие, что для всех  i 61

Поэтому

е-оптпмальиая стратегия

хг = а'уич ●

<6/ v=l

(8)val Г = sup miu
V6W )

ЕП
iei v=i

IТак как для у ^ N хотя бы для одного i будет >0 то
П V=1

тш V ТТ i/vi >0.
veff J-i

Ш

Следовательно, супремум в (8) достигается при не-
 v=i

котором у ^N, а
п

X ={xJiei при .Ti = а
VS:1

(Lft-.)" будет оптимальной стратегией игрока I, предста-где а =
1б/ V=1

вимой в виде (1). Теорема доказана.
Пример 1. Пусть множество I состоит из всевозможных наборов i =

— (и, hj. . ., in), где iv = 1,.. ., Wv для v = 1,., ., п. Это множество явля
ется полным, так как

}M = N = - у ^ ?/vi,= l(v =
i =1

Пример 2. Рассмотрим игру Г, являющуюся суммой матричных игр
Г1, Га, , Г„, в каждой из которых игрок I имеет п чистых стратегий.
Пусть мпожество I состоит из тех наборов i = (i,,..., tn), в которых все

Частный случай такой игры рассматривается в [5]. Здесьiv различны,
каждый из у* представляет собой матрицу подстановок. Очевидно, мно
жество М в данном случае — это множество всех бпстохастических матриц
и, следовательно, по теореме Биркгофа — фон Неймана является выпуклой
оболочкой матриц подстановок, а значит совпадает  с N. Поэтому для та
кой игры всегда существует оптимальная стратегия, представимая в
виде (1).

В заключение отметим, что такое представление возможно не только
для оптимальных стратегий. 'В случае полноты множества I для любой
смешанной стратегии х игрока I существует эквивалентная стратегия х,
которую можно представить в виде (1). При этом под эквивалентными
нимаются такие стратегии, которые дают игроку I одинаковый выигрыш
при любой чистой стратегии игрока II.

по-
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