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В МОДЕЛИ МЕЯШРОДУКТОБОГО БАЛАНСА

Л. М. ДУДКПИ, в. А. ХОМЯКОВ, Б. Л. ЩЕННИКОВ

(Москва)

Статистика как наука имеет дело с исследованием различных усреднен
ных показателей, появляющихся вследствие укрупнения исходной детали
зированной информации. Оперируя такими укрупненными показателями,
необходимо уметь оценивать возможные ошибки при усреднении, а так
же определять условия,
ки зрения того или иного критерия. Теория классического агрегирования
дает аналитические приемы исследования потери информации, возникаю
щей при формировании моделей, построенных в укрупненных показа
телях.

при которых ошибки минимальны с точ-

В данной статье приведен конспективный обзор основных результатов,
полученных в работах по классическому агрегированию, существенно уточ
нены некоторые положения и доказательства и описаны новые резуль
таты.

I. Модель межяродуктового баланса имеет вид
q=i

= 1,. . ., н, где — валовый выпуск продукции ^-го вида; Xg^ — затраты
продукции g-ro вида па производство всей продукции q-то вида; yg —
данный конечный выпуск (конечное потребление) продукции ^-го вида;
п — число продуктов детализированной номенклатуры. Эту модель можно

записать следующим образом: а:

за-

{Xgq/Xq)Xg “Н l/g, g ИЛИ,3 —

определив

(1)g,q = l,...,n,—

получить

"Ь уд^ g (2)= 1, . . .,rj.Хд =
q=l

как видно из ее определения,— количество продукцш!
^-го вида, идущее на производство единицы продукции q-то вида. Такие
показатели называют в экономике нормативами затрат, а в экономико-ма
тематической литературе — коэффициентами прямых затрат. Нормативы
затрат по предполон^еппю не зависят от объема производства.

Укрупненная модель межпродуктового баланса, пли так называемый
менютраслевой баланс, составляется из сложения всех показателей вало-

Величина а«9?
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вых и конечных выпусков и затрат продуктов одного вида на другой, отне
сенных к одной отрасли

(3)Xgi

вб-Vfi

yg, i = (4)
g6Af/

(5)Xii

fiBAff дбЛГ/

где Mi — множество продуктов детализированной номенклатуры, произво
димых в i-й отрасли; т —число отраслей в укрупненной модели; а;,-* —вы
пуск всей продукции i-й отрасли, т. е. выпуск всех производимых в i-й
отрасли продуктов в совокупности; Pi* —заданный конечный выпуск (ко
нечное потребление) всей продукции i-й отрасли; л.-j* — затраты всей про
дукции i-й отрасли на производство всей продукции /-й отрасли *.

Модель межотраслевого баланса, являющаяся укрупненной моделью
т

межпрод^^ктового баланса, имеет вид
)~1

по-прежнему является моделью «затраты —выпуск», по в отличие от де
тализированной модели определяет равновесие в межотраслевом, а не

m

межпродуктовом разрезе. Перепишем ее в виде Xi‘= 2

+ р.‘, i == 1,..., m, или

i = 1,. . ., m. Она

в
7=>1

тп

«оV + Уи i= (G)Xi

}^1

где нормативы затрат межотраслевого баланса вследствие (5) П’)
равны ^ (1)и

ЕЕ- ЕЕ dgqXq

g&il. q6M. $ем ЯбМ.
Xij

dij

Е ЕXh Xh

h^M.

X^E E (7)dgq,

E>76.W вел/,Xui

лем^

ШИЙ*Р?2^?^ предполагается, что все конкретные продукты одной отрасли имеют об-
па пяч излгерения. Однако сказанное может быть обобщено и па случай ког-
этого продукты даже одной отрасли имеют разные едипицы изморепия! Для
Monermf 5 ввести коаффицпепты перехода от специфических единиц из-

для

J
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Величина называется удельным весом q-voРя = ̂ я
Л6ЛГ .

продукта в совокупном продукте отрасли /, j = 1, . . .  , т.
Решение походной межпродуктовой модели является решением модели

межотраслевого баланса, т. е. если
(8= S= ^1, ^

— решение задачи межпродуктового баланса (2) при заданных yi = yi, ●●●

●●●, Уп = Уп, то =

пп

— решение задачи межотрас-Sg, Xjji

Действительно,yg-

56Mi

левого баланса (6) прп у^" — Z ygj Ут
/?6М,

т

5бМ

Складывая все уравнения
т

пусть Xi = ^1, Хп = х
системы (2), отнесенные к одной и той же отрасли, последовательно для

У1 = Уи-‘-,Уп = Уп-п>

п

ЕЕвсех отраслей, получим
ебМ|

X dgqXgg —
q=l

m

E^'‘+EE E yg, i =X

E geMih^M.g^M^ 3=1
\

h6My

При этом ввиду (7) и (8)

ЕЕ
qi-M. eGMj X^ (9>Е

дёХТ/
Е i,/ = 1, .. т.dgq — 0,Ц f ● 1

Е Е вблг/Хл X/,

лем. ЛбДГ

что И требовалось доказать.
Решение исходной детализированной модели межпродуктового

невозможно получить из-за чрезвычайно большой ее размерности. Поэтому
вместо этой модели решают задачу межотраслевого баланса, чтобьт полу
чить хотя бы объемы выпуска продукции отраслей производства. Но
решения задачи межотраслевого баланса (6) необходимо, вообще ’

нса

знать коэффициенты прямых затрат (9), которые в свою очередь
от результата задачи межпродуктового баланса. В практике расчетов
отраслевого балапса коэффициенты прямых затрат определяют л
ми условными методами, например, принимают на плановый
фициенты, получающиеся при изучеиип их изменения во временш

^  итоге как формиро-в конечномвсе эти методы можно интерпретировать весов

бала

вание коэффициентов а,/ из agq п некоторых условных удельных

●'7Е (0)
q б Mj,X X/i f

fievj

(0)
(10)EXg-E ^gg:a,i

E (0) gGMдем. Xh
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(0)
где Xq — ориентировочные размеры производства продукции д-го вида,
5 = 1, . . . , п. Если вместо действительных значений x.j = х, в нормативах
затрат модели межотраслевого баланса приняты ориентировочные значе
ния Xq = x^q , ТО решение этой модели отличается от решения, которое по
лучается, если нормативы затрат сформированы исходя из действительного
решенпя Xq. Задача, связанная с выяснением этой разницы, является весь
ма существенной.

Итак, дана модель ыежпродуктового баланса (2), которую можно запп-
●сать в матричных обозначениях как

х= {1 — А)-^у, (11)
где X = {xg) i” — вектор-столбец валового вьшуска; у = {yg) j" — вектор-стол
бец конечного потребления; А ~ —матрица коэффициентов прямых
затрат.

Для решения задачи межотраслевого баланса строится
-с (6), (4) II (10) агрегированная система

в соответствии

(12)
где

У'-Ту,

А* = ТАР{х^'^'>).

●Здесь введены следующие обозначения:

Т = [^.д] 1,1 — агрегирующая матрица

Г1 . . .10
о. . .0 1 . . .1 о О

О
Г =

(13)
(14)

П

о  о 1 . . . 1_
продукты, отнесенные к i-й отрасли,i я строка которой характеризует

1, дбМ,-,г.-r 9 = 1, . .g п, г= 1, . . т:о, 9 ^ М,, ● 7 ● ?

рЬ) = \РяЛу)]п, m
1,1 — весовая матрица

r^i(Y) о
Тг (y)P(y) =

0]^ I?:: РгпШ
у которой

рЛу) = двМ,
9 — 1, ...,^,Y/.Ря:(у) = /— 1,. . ., т.

/iGAf.

о. 9 ^

* Предполагается, ЧТО продукты расположены в порядке их объединения- про-
дукты с номерами от 1 до si — в первой отрасли, с номерами от + 1 до + ^2—

т

s<, ^ =
во второй и т. д., так что количество продуктов i-ii отрасли равпо п.

»=1

I
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Иными словами, Р,(7) — вектор-столбец размерности Si, i — i, . . . , т*;
Т = (Тз) i" “ вектор-столбец, удовлетворяющий условиям

(15)у, ^ О, g = 1,. . ., п,

(16)т● 5

qm.

(вектор-столбец ориентировочных размеров производства, очевидно,
соответствует этим условиям).

Ошибка агрегирования Д может быть определена как разность между
решением агрегированной модели (12) — (14) п точным агрегатом детали-
зированпого решения модели межпроду1<тового баланса (И), т. е.

А=х'-Тх= (1-А^)-у-Т{1-А)-^у =
= [ (/- .4’)-‘Г - Г (7 - Л)-Ч У = Vy, (17)

гдeУ=(7-Л■)-‘7’-Г(/-Л)-^ г^г4-^* +
Раскладывая обратные матрицы в (17) в ряд, получим Д — L О у

-\-А'^-\-. . .)Т-Т(1-{-А^А^-\-. . .)]у = [(А*Т-ТА) + (Л*^Г - 7’ЛО +
+ . . .]у. Ошибка агрегирования первого порядка Ai может быть определе
на по формуле Д1 = {А'Т — ТА)у = Viy, где Vi =А'Т  — ТА.

В теории классического агрегирования сформулированы следующие ус
ловия точного агрегирования п условия, при которых ошибка агрегпрова-

(0) _

= {1-А)х'-°\ то агрегирование является точным. Это сформулировано
п обосновано, например, в [1, стр. 200; 2, стр. 120] **.

2. Ошибка агрегирования первого порядка равна пулю, если выполня
ется условие [2, стр. 119]

ния первого порядка равна нулю.
1. Если вектор конечного потребления у пропорционален вектору у

(18)г,/= 1, .. . , ттг.
дблг, seM-j

3. Если (18) удовлетворяется для у = то ошибка агрегирования
первого порядка равна пулю для векторов конечного потребления, состав
ляющие которых пропорциональны соответствующим составляющим век
тора у<°^ в пределах каждой отрасли [2, стр. 120].

4. Если структура конечного потребления внутри каждой отрасли та ж
самая, что и соответствующая структура валового вьшуска, ориеитировоч

по принятого па плановый период, т. е. если Уч =

то ошибка агрегароваипя первого порядка равна пулю [3, стр.
5. Для того чтобы агрегпрованпе было точным при

потреблении, необходимо и достаточно, чтобы матрица коэфф д
удовлетворяла условию А*Т = ТА [4].

веса
* Поскольку в дальнейшем не всегда у = введена зависимость удельно

PqOT Y-Рч —P<iiy)- ИЗ которых назы-
*● В литературе обычно рассматривают два ^арпапта первый из удобно,

вается «базисным» или «отчетным», второй — «плановым». учитывать
так как в задачах, связаппых с отчетным и плановым периодами, пу ^ _
одновремеппо изменения не только конечного потребления, но и нор < i
мых затрат.
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В [2] утверждениям 2 и 3 дана статистическая интерпретация, суть
которой состоит в следующем. Поскольку

h&M .

Vi' =

Uij

86ЛГ^

yh
/=1,.. .,7тг,

ftgAf J-

S6Mj

Е (●.-£■-)

= 0, г, / = 1, . . т,● >

то

Уя =
евм■гед/,

●)(
Уя

■)’
dgq dij i,j= 1, . .yj т

Рд{х^’^^)
● J

q&M. g6M.

интерпретировано в [2] как корреляционные моменты между двумя слу

чайными величинами, принимающими значения соответственно dgq

seUi

И Уя^Рд(^^°^) С вероятностью pq(x^°^),^q^Mi. Условия (18) в этом случае
означают отсутствие таких корреляций.

Следует, однако, отметить, что указанная интерпретация
корректна, так как корреляционные моменты выражаются через двумер
ные распределения вероятностей. Например, если р

такое распределение (З /’.q = Рг S
^ QGMj г6М| ^ /

пе совсем

гем. q е М},—TQ1

,  г,/ =

то соответствующие корреляционные моменты имеют вид

^ ̂  ) (
Ут

УзрЛхП
ГбМ{ g6.Vy SGAfj

В [2, стр. 116] сформулированы «правила средних взвешенных» для
матрицы V: V {I ~ А)Р {х^°'>) =0. Сущность правил средних взвешенных
заключается в том, что любой вектор, являющийся линейной комбинаци
ей вектор-столбцов матрицы {I — А)Р{х'-'^'^), принадлея^ит ядру преобразо-

которое задается матрицей V *. Поскольку все т столбцов матрицы
), очевидно, линейно независимы, а преобразование, задаваемое мат

рицей 1~А, невырожденное, размерность этого подпространства равна т.
Из сказанного следует

6, Если вектор конечного потребления у принадлежит
пространству Y = {у\ {I — А)Р )z=^y, z>b)
ся точным.

Лепш видеть, что подпространство Y содержит все векторы, пропорцио
нальные вектору у^°'> = {1-А)х^°\ так что утверждение 1 является част
ным случаем утверждения 6.

Аналогично

7Ц-мерному под-
то агрегирование являет-

из правил средних взвешенных для матрицы F, Г 2
стр. 118]: ViP{x^^^) = Q, следует вывод

* Ядром лреобразопадия, задаваемого пекоторой матрицей С
страпство N{C) = [х \ Сх — Qi) (см., например, [5, стр. 746]). ’

называется подпро-
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7. Если вектор конечного потребленпя у принадлежит ??г-мерному под
пространству Y' — {y\P{x'''^'')z = y, 2^0), то ошибка агрегирования перво
го порядка равна нулю.

Очевидно, утверждение 4 является частным случаем 7, которое само
является частным случаем 2. В самом деле, левую часть в  (18) можно

i,/ = 1, ...,т. Поэтомупредставить в виде аVqOii - gq^

q^M. дещ

прп уд = ZjPq{x^°^), q ^ Mj, J = i, . .. , система равенств (18) имеет место.
Таким образом, если для построения матрпцы коэффициентов межот

раслевого баланса использовать вектор валового выпуска, полученный
в результате решения модели межпродуктового баланса, то межотраслевой
баланс оппсывается укрупненной моделью межпродуктового баланса. Если
же для построения матрпцы коэффхщиептов взять произвольный вектор у,
удовлетворяюпгий условиям (15) и (16), то получается некоторая агреги
рованная система х* = (/ —Л*)~‘у*, где у' = Ту, А" = ТАР (у). Когда век
тор у совпадает с вектором ориентировочных размеров производства на
плановый период, не обязательно являютцпмся решением модели межпро
дуктового баланса, то при определенных условиях (см. утверждения 1—7)
агрегированная модель' позволяет определить объем вьшуска агрегпрован-
ной продукции на плановый период.

Исследование агрегированной модели для определения агрегированных
размеров производства полезно также и в том сл^'чае, когда вектор у вооб
ще не является вектором валового выпуска: доказательства, помещеппые
в соответствующих местах ц11тпрова[1цой литературы, справедливы и в том
случае, если всюду в ппх вектор заменить вектором  у произвольной
экономической природы, удовлетворяющим условиям (15) и (16).

II. Утверждение 5 занимает особое место в силу того, что прп его со
блюдении агрегирование является точным пезавпспмо от величины состав
ляющих вектора конечного потребления. Следует, однако, отметить, что
доказательство необходимости условия А'Т = ТА в [4] проведено не кор
ректно. В самом деле, поскольку

ЗбМ.

(19){1 — А)х = у
и

(20)(1-А^)х* = у\

где у* = Ту, имеем А*х’ — ТАх = х' — Тх. Так как х* = Тх для любого ри
тора конечного потреблештя, получается тождество относительно у ^

{A‘T-TA)x = i).

Поскольку элементы матрицы {I — А)~' положительны, пространство
Q = {z\ (/ —Л)-'у = 2, очевидно, является собственным подпрост¬
ранством пространства Я = {х: л: ^ 0} , и поэтому неясно, по какой причине
(21) можно считать тождеством относительно х"^ 0, как это сделано в [■ч].

Условие А^Т — ТА [4] можно доказать следующим образом. Вследствие
того что X == (/ — А)~^у, (21) можно записать в виде

{А*Т - ТА) {1 - А)-'у = 0.

Матрица {I — A)-' неособенная, следовательно, размерность простран
ства Q равна п. Тогда из (22) вытекает, что ранг матрицы А'Т — ТА дол
жен быть равен нулю, т, е. А'Т = ТА. Достаточность условия Хатапака до
казана, например, в [2, стр. 119]. В [6, стр. 260] отмечено свойство мат
риц коэффициентов прямых затрат межпродуктового баланса, удовлетво
ряющих условию Хатанака.

(21)

(22)
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Пусть — подматрица матрицы Л, каждый элемент которой располо
жен на пересечении ^^-п строки и д-то столбца матрицы Л, Mi, q б
Размерность подматрицы Ац, как легко видеть, равна si X Sj. Тогда условие
А*Т = ТА выполняется в том и только в том случае, если суммы всех эле
ментов каждого из столбцов подматрицы Aij, г, / = 1,. ..  , т, равны между
собой. Необходимость этого утверждения очевидна.

Достаточность. Обозначим через Ci вектор-строку, состоящую из s

единиц. Поскольку, с одной стороны, ^ не зависит от

то 6iAi} = aijej, i, j = 1, ..., m; c другой стороны, aif ^ ^ P? (v) Yj

— aij. Последние два соотношения означают, что А*Т = 2'А.-

ат —
g6M.

Y
Таким образом, предполагая вектор конечного потребления любым,,
вынуждены, чтобы агрегирование было точным, наложить неестест

венные с экономической тотап зрения ограничения на матрицу коэффици
ентов. Однако, как отмечалось в [4], если матрица коэффициентов удов
летворяет условию Хатанака приближенно, нет никаких оснований ожи
дать больших погрешностей агрегирования. И действительно, доказано-
[7, стр. 100—101], что малость элементов матрицы А'Т ~ ТА влечет за со
бой малые погрешности агрегирования. Получим, апалогичпо тому, как
это было сделано в [7], верхшою оценку ошибки агрегирования. Опреде
лим норму ЦСИ произвольной матрицы С как

мы

IICi!= max
e=i

Отсюда норма \\z\\ некоторого вектора z равна

Е' Zg\.

е=1

Ввиду того, что

ЦВСЦ^ЦВЦЦСЦ,

л  *

IIAII^l, IM1K1,
— произвольные матрицы, можно записатьB,CuA<'‘\k = i, 2, .

11Л11 = Ь'-Та:11=^11Уу11^Ч(/-Л-‘Т-Т(/~А)-Ч1 [|у[| =
где

= 11(/^А1-'(АГ-ТА)(/~А)“‘II llyll ^

^11/ + А' + А'^ + . . .Ч IIA'T-TAII ll/ + A+A^ + . .J ll^ll <

(1 + M’ll + M'iP + . . (1 + IMII + IUF.+.. .) Il^ll =
11АГ-ТА11

Ill/ll. (23)
(l-IUII)(l-ll^*il)

Верхняя оценка пропорциопальпа норме матрицы А*Т  — Т’Л, что п тре
бовалось доказать.

J
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Если наложить ограничения па часть составляющих вектора конечного
потребления, то могут быть получены практически важные результаты.
В [3, стр. 122—123] рассмотрена следующая постановка задачи. Пусть
часть продуктов не объединена ни с какими другпмп продуктами. Требу
ется определить точность агрегирования, если вектор конечного потребле
ния отличается от вектора у
ответствуют неагрегпрованыьш продуктам*. Остановимся подробнее на

(0) TO.TLKO теми составляющимтг, которые со-

этом вопросе.
Пусть в межотраслевом балансе /г-й п g-u продукты не агрегированы.

= \, . . .,п, g^h, q\ Ун = yf + AijH, Аун =^0; у, =
(0)<0)у = Х

~уТ + Ду<7» Ауд =5^ 0. в [3] показано, что прп этих условиях
'^ ye = yg 1 8

(24)VrAy={A’T~TA)Ay = 0,

где Ау = у-г/°К
Поскольку у = х^^\ а х^°^ по определеншо — решение межпродуктового

баланса, соответствующее вектору то Д‘“^ = Уу^°^=0 (см. п. I).
Следовательно,

(25)A = Vy==V{y-y^’^^)=VAy.

Отсюда делается вывод, что

(26)’Ai = У.у = V,Ay = (А‘Т - ТА)Ау,

и вследствие (24) Ai = 0. На основанпи этого формулируется следующее
утвернщение (см. [3, стр. 122, теорема 2]): если некоторые продукты не
агрегированы п вектор конечного потребления отличается от вектора у^°'’
только темп составляющими, которые соответствуют неагрегированным
продуктам, то ошибка агрегирования первого порядка всегда равна нулю
независпмо от способа объединения остальных продуктов.

Однако второе равенство (26) (Viy — ViAy) не следует из (25). Вместо
этого пз (24) можно получить А, = Fiy = =Ai°\ Кроме того, ес.ли
у = ^ где А =5^ о — скаляр, а все составляющие вектор-столбца Ау

может быть, h-ж и q-й, равны нулю, то Fiy = Viky^●°'^-^за исключением,
+ F,Ay-A'F,y'°’.

Таким образом, окончательно теорема сформулируется следующим об
разом: пусть вектор конечного потребления пропорционален вектору у^°^
{за исключением, возможно, компонент, которые не агрегированы), при
чем коэффициент пропорциональности отличен от нуля. Тогда ошибка
агрегирования является ошибкой второго порядка в том и только в том
случае, если при данном агрегировании ошибка Fiy^°’ = 0.

Заметим, что в последнем варианте теоремы уже не обязательно у =
(0)= X
III. Б [7, стр. 103—105] исследована опгабка агрегирования в случае,

Когда конечное потребление продуктов пропорционально соответствующим
составляющим вектора у'"’ в пределах каждой отрасли, а 'f = **● Сфор¬
мулированное при этом утверждение не совсем точно.

* В [3] псследованпе проводится с использованием попяттг «базисного», пли
«планового», периода (см. споску па стр. 235). Кроме того, в [3] продукту соответ
ствует сектор, а отрасли — гибридный сектор.

** В [71 продукту соответствует отрасль, а отрасли — укруппспнап отрасль. Кро
ме того, обтаем валовых выпусков п копечпого потроб.ленпя, орпептпровочпо пропя
тый па плаповьп! период, рассматривается как выпуск п потреблеппо «базиспого»^
Илп «отчотпого», года (см. споску па стр. 235). Со1'ласпо атому, связь выпуска п по
требления соответственно с выпуском п потреблением, ориентировочно принятыми
Ли плаиовы!! период, Щ1е.тставляется как «темпы роста» производства п потребления.
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Пусть все продукты могут быть разбпты на группы так, нто конечное
.потребление продуктов пропорционально соответствующим составляющим
вектора в пределах каждой группы. Тогда утверждается, что при у —
=  сумма 1жадратов опслонений

т    2

(27)

равна нулю, если в каждую отрасль объединить только те продукты, кото
рые входят в одну и ту же группу. Таким образом, сформулированное пра-

объедпнения продуктов выступает как критерий точного агрегиро-

i=i

вило
вания.

В качестве иллюстрации приводится пример

ГЗОП:0 0 Г1201,4 0,3 0,2
о о 0,5 0,4
0 0 о 0,3
0 0 0 о _

8020
У =А = 16080

20 40

Согласно правилу агрегирования, следует объединить первый продукт
-со вторым п третий с четвертым. Действительно, поскольку

р,б о -
0,4 о ,
о  0,8 ’
,0 0,2_

110 0'
0 0 11 , Р{2/о)) =Т =

получается, что
= 252, аг2 = 182, Х1~\-Хг = Ш, a;i*=434

Хз := 172, Xi. = 40, Xs-^Xi = 212, Xz* = 212,
Xi

т. e. сумма квадратов (27) равна нулю.
Если же проводить агрегирование по схеме 1 + 4 и  2 + 3, то получает

ся худший результат *:

-о 0,2 0,4 0,3“
0 0 0 о '1100'
о 0,4 о 0,5 0 0 11Л =

о 0,3 о о _

“0,6 о -|
0,4 О
о  0,2

0,8_
Xi~^ Х2 — 292, Xi‘ — 374,

xs + Xi — 354, хг' = 576 **.

В [7, стр. 103] приводится следующее обоснование такого способа
регирования. Решение межотраслевого баланса имеет вид

аз>

m

' = ̂  ys\ г=1,...,лг, (28)Xi

г=1

* При проведении агрегирования по второй схеме продукты расположепы
рядке 1, 4, 2, 3.

В [7, стр. 105] допущена ошибка в вычислениях: xi* = 241, хг* = 511it А

в по
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где [6.-;] = Ц-А')
ланса —

—1
, а точный агрегат решения Ь1е>кпродуктового оа-

71

^тУа (29)i = 1. .. ● ?

q=iг

где = (/-Л)-‘.
Подстановка (28) н (29) в (27) дает

’» П ш . 7.

£ ( £«. - Е £ - Е *”) £ »●] ■ »>
д&М.ВбМ.

Вариация кооффпцпоптов 1),^' вызывается только тем, что объемы про
дукции пе пропорциональны объемам продукции, ориентировочно приня
тым на плановый период. Поэтому если =Р(у), то значение {27)
равно пулю. Совершенно очевидно, что это условие эквивалентно треоо-
вашио пропорциональности элементов конечного потребления.

По этому обоснованию можно сделать следующее замечание. Прежде
всего, если подставить (28) и (29) в (27), получим вместо (30)

j=i q&M .;

nmm

£(£>.■».'-££
i=i j=l q = ‘

m  ni ^ ,2

£(£v£..-£££‘«.)
.=^1 j=l q&M. J=l 96-Wj.

?n Ч

£[£(‘-- £»-^£'-£ “■■)
i=i ,= i y6*f_j qC-m. fi-.W;

771 771 , _

-£{£ £'● ‘"'-£*
" i=l - У6М.

T ■» 2

(31)ея

Отсутствие вариации коэффициентов 6,; не является достаточным ус
ловием равелства иу.лю квадратичной формы (31).

Можно также привести пример, когда применение сформулированного
правила пе даст лучшего результата. Так, если изменить численные зка-
чеиия в матрице коэффициентов приведенного выше примера

Г0,1 0,4 0,3 0,2
0,2 0,2 0,1 0,3
0,3 0,1 0,2 0,2

0,3 0,1 0,2 0,2

получим при агрегировании по первой схеме

= 772,
= 713, X, = 593, хз + = 1306, .То' = 12о0,

. = 604, т, +,.Тц =■ 1376. т,‘ = 12.50.ТоX 1I

Хз

а по BTOpoiir
1365, .т,’ = 1365,

+ а:, = 1317, .То'= 1317.
●Ti Н’ X

Хз

Экономика U математические методы, Л*» 24
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Таким образом, применение правила объединения продуктов, предло
женного в [7], не обеспечивает точного агрегирования п пе минимизирует
квадратичную форму (27). Тем не менее можно сформулировать следую
щую теорему.

Теорема. Пусть у *. Если составляющие вектора, конечного по
требления пропорциональны соответствующим составляющим вектора у
в пределах каждой отрасли, то ошибка агрегирования первого порядка,
равна нулю.

Доказательство. В условиях теоремы вектор конечного потребле
ния, очевидно, является линейной комбинацией векторов-столбцов весовой
матрицы, и доказательство следует из утверждения  7 (п. I).

Заметим, что пз теоремы следует = 0 при у = у^^^^\ видно также,,
что способ агрегирования, предложенный в [7], дает хорошпе результаты.

Авторы благодарят В. В. Коссова за цепные замечания при обсуждении:
данной работы.
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* На
практике возможен случай, при котором вся продукция какой-либо от-

= 0. Тогда в качестве ве-\-Л (0)промежуточным продуктом, т. е.
расли является

произвольные неотрпцатольпые числа так, чтобы»личпп Уу, q б Л/j, следует взять

Е 7-7^0
«С-М/
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