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Для отраслей, состоящих из систем территориально-разобщенных
предприятий, весьма важным является вопрос о размещении запасных
частей, так как от этого во лшогом зависит их количество. В этом слу
чае сосредоточение запаса в одном месте может существенно уменьшить
его величину, так как выход из строя отдельных механизмов и деталей
не совпадает во времени. Однако хранение запасных частей вне пред
приятия связано с транспортными издержками по их доставке
замены и убытками от простоя оборудования во время доставки с цент-
ральпого склада. Следовательно, можно поставить задачу на определение

оптимального размещения объема запасных ча-

к месту

оптимальных величин и
стой, соответствующее минимуму суммарных затрат.

Рассмотрим ее применительно к оборудованию электрических
входящих в энергосистему. Пусть в энергосистеме (включающей отдель
ные предприятия электрических сетей) установлено некоторое количест
во единиц какого-либо вида оборудования, в ходе эксплуатации которого

сетей.

отдельные детали выходят из строя.
Для большинства видов оборудования, установленного в электриче

ских сетях, выход из строя хорошо аппроксимируется простейшим пото
ком (Пуассона) [1]. Поэтому вероятность замены деталей на данной
территории X в течение времени t равна

(1)-и
Px{t) е

XI

где X — интенсивность замены деталей рассматриваемого вида.
Пусть к началу какого-то планового периода имеется к запасных ча

стей. Пронумеруем все единицы от 1 до А:, г = 1, 2, . . ., А:. Определим, в те-
с начала планового периода не будет надобности

(предполагается, что замена происходит начиная с 1-го номе-

т. е.

чение какого времени
в единице г '
ра). Очевидно, это случайная величина.

Обозначим через Fr{t) интегральную функцию распределения
вероятность использования г-й единицы в течение t (т. е. |г < t)

г-1

Fr{b<t) = ̂' Px{t)=i-Y^Px{t). (2)
Х=т

Математическое ожидание |г

tdFr{t) = \tF/{t)dt. (3)Milr)==

7  Экономика и математические методы, 2

i.
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Нетрудно доказать, что при интенспвностп %

(4)X

Когда рассматриваемый вид оборудования отнесен к оборотным сред
ствам предприятия, издержки на закупку и хранение единицы оборудо
вания в единицу времени могут быть определены

К. п, д.
100

где Ц — цена единицы запаса; К.п.д. — % платы за фонды; Т — длптель-
интервала планирования (год). Во всех дальнейших расчетах при

нимается, что запас не пополняется в течение планового периода Т.
Поскольку издержки от закупки и хранения единицы запаса в едини

цу времени равны и и общие издержки хранения пропорциопальиы вре
мени хранения, то математическое ожидание издержек от храпения к
единиц

)■
14 (5)и =

ность

2 к к{кЛ-\)
) (6)и = и

X X 2Х
Г = 1

Пусть по условиям ооеспеченпя надежности энергоспабжспня требу
ется, чтобы все заявш! на замену оборудования удовлетворялись с веро
ятностью, не меньшей, чем Р. Тогда, если на начало планового периода
имеется к единиц запаса и .запас будет пополнен не ранее, чем через пе
риод Т, для того, чтобы все возникающие в это время заявки были удов
летворены с вероятностью Р, необходимо и достаточно соблюделпе
неравенства

Y,Pr{T)^p. (7)
г=0

Обозначим

п
/(Ь)=^А(Г)=^ г!

где Ъ — математическое ожидание числа единиц оборудования заменяе
мых за рассматриваемый период Ъ = ХТ. Левая часть (7) - убывающая
функция от Ъ. Поэтому можно определить максимальное значеппе Ь при
котором (для фиксированных к и Р) приведенное неравенство было бы
справедливо. Для определения Ъ достаточно
схема решить уравиеппе: Р=ЦЬ),

решения которого па ЭВМ следующая: для заданных к  п Р л про-
SnWrM'S п т, при /(&) <Р-уменьшаем величину
при/(Ь) >Р-увеличиваем. Расчет ведется до тех пор, пока очередное

предыдущего (но имеющего противопо
ложный знак неравенства) на ве.тачину, меньшую установленной по
грешности Д. Далее рассчитываем Ь для другого значения к и т. д. В ре-
зу.льтатс может быть получена таблица значений ц(/с), где и (/с) =Ь.

Ьсли математическое ожидание количества замен в
Т равно Ь, а запас на начало периода равен к,

течение временЕг
то математическое ожида-

к(к+ 1)
пие издержек от хранения к единиц оборудования будет иТ и26



291РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНОГО ОБЪЕМА ЗАПАСНЫХ ЧАСТЕЙ.

fc (7c + l)
при Р = 0.95 и 5Г = 1Siia'jeniie ц (7с) п 2р (7с)

21^ {.к) 2V- (/О
kik + i)
2U (/с)

к(к+\)И(А)H(ft) ft ft H(ft)ft ft 2|J- (Л-)

0,35 12,58
13,17
13,74
14,30
14,93

1 3,28 6,40 6,92 9,54 16 10,812,.S5 6 11
0,81 3,99 7,69 10,142 7 7,01 17 11,62

12,44
13,28
14,06

3,69 12
8,48 10,733 1,36 8 4,69 7,68 13 184,42
9,241,97 5,41 11,364 5,09 9 8,31 14 19
10,022,625 10 8,91 11,985,73 6,17 15 20

npn 6 < ц,(/с) — запаса хватит, a при 6>p,(/c)—не хватит. Значения

приведены в таблице, где максимальная велп-
/с(,/с+1)

р,(/с) и функции
2ц (/с)

чина к = 20.
Оценку издержек (убытка) из-за выхода из строя оборудования энерго

системы можно провести исходя из следующих соображений. Рассматри-
ваелгые виды оборудования могут быть установлены па двух видах сетей —
замкнутых или распределительных. Для первого вида выход единицы
оборудования из строя пе связан с перерывами электроснабжения. Для
Ш1Х появятся дополнительные потери, пропорциональные передаваемой
мощности и времепп замены оборудования. При выходе из строя обору
дования распределительных сетей энергия будет отпущена не полностью.
Поскольку энергоспстеыа за это должна выплачивать штраф (равный
восьмикратной стоимости недоотпущенной энергии), то убыток пропор
ционален отключаемой мощности п времени замены оборудования.

Возможный убыток потребителя от недоотпуска энергии учтен в зна
чении коэффициепта штрафа — ^Гшт. Средние издержки предприятия из-за
выхода из строя любого оборудоваппя в единицу времепп могут быть оп
ределены

KmtC2Cl
(8)а =

T12Hi

где Cl — стоимость (для энергосистемы) единицы потерь мощности;
ДРд — дополнительные потери мощности при выходе из строя q-и едини
цы оборудования в замкнутых сетях; .ff, —средний коэффициент исполь
зования мощности для единицы оборудования; Р^. — отключаемые мощ
ности при выходе из строя v-ii единицы оборудования распределитель
ных сетей; Ку, — средний коэффициент использования установленной
мощности для V-H единицы оборудования; Cz — тариф на электроэнергию
для сельских потребителей; ЛГшт — коэффициент штрафа; Ui и тгз — общее
количество данного вида единиц оборудования, установленное соответст
венно в замкнутых п распределительных сетях данного предприятия.

Особо подчеркнем, что рассматривается задача для определенного пе
риода врсменп Т. К началу этого периода на склады поступило некоторое
количество единиц оборудования и до конца его пополнение по произво
дится. Нужно определить, в каких пунктах должны быть организованы
склады II как при этом прикрепить предприятия к складам, чтобы с за
данной вероятностью Р заявка каждого предприятия была удовлетворе
на. При этом необходимо минимизировать издержки от храпения иа всех
складах и убыток от несвоевременной доставки оборудования. Практика
снабжения конкретных энергосистем показала, что издержками по до
ставке оборудования с центрального склада, а также затратами па орга
низацию складов в отдельных пунктах можно пренебречь.

7*
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Пусть ?г —число предприятий в энергосистеме; т. —число пунктов
возможного размещения запасов; bj — математическое ожидание числа
заявок на замену оборудования, поступающих от /-го предприятия в рас
сматриваемый период времени Г, / = 1, 2, . . . , ?г; У,- — математическое
ожидание числа заявок, поступающих от предприятий, прикрепленных
к i-му складу в период Т, t = 1, 2, . . . , т\ Xi, — математическое  ожида
ние числа заявок, поступающих к г-му складу от /-го предприятия в рас
сматриваемом периоде Т\ Уг п д:,; — неизвестные переменпые задачи.
(Не исключено, что часть своих заявок предприятие может направлять
на один склад, часть — на другой, поэтому не требуется, чтобы хц = bj,
если известно, что /-е предприятие прикреплено к i-му складу. Это равен
ство будет иметь место лишь в случае полного прикрепления /-го пред
приятия к г-му складу.)

Очевидна связь переменных хц и У.

ZУ,= (9)
3=1

и  максимально возможное количество единиц запаса  в г-м складе на на
чало периода Т\ —время доставки единицы оборудования от г-го скла
да до /-ГО предприятия; — величина убытка при отсутствии в случае
необходимости на /-м предприятии требуемой единицы оборудования
единицу времени; X, — количество единиц оборудования, которое долж
но находится в виде запаса в г-м складе на иача.ло рассматриваемого пе
риода Т\ fi(XiYi) убыток от хранения на г-м складе Xi единиц обору*
дования

в

О при Xi =Yi = 0,

XiiXi-\-i)
f(XiYi) = (10)

иТ Yi¥^0.при2У,-

Число заявок па замену оборудования, поступающих па г-й склад за
время Т, есть случайная величина, имеющая, как нами было принято,
распределение Пуассона. Это значит, что данная случайная величина
может быть полностью охарактеризована своим математическим ожида
нием У,'. Число |х(/с) (см. таблицу) показывает, какое максимальное ма
тематическое ожидание должна иметь эта случайная величина, чтобы с
вероятностью Р все эти заявки были удовлетворены, если па начало пе
риода 1 на складе было к единиц оборудования, т. е. чтобы гараптнро-

вероятпостыо Р удовлетворение каждой заявки, поступающей па
нужно потребовать выполнения неравенства ц (X,-)  > У,-.

Математическая задача размещения запаса на территории энергоси-
состопт в том, чтобы найти

вать с

стемы на период Т Xiтакие значения
Xij ^ о при условиях

, Уи

т

^ (И)
1=«

Xu=Yi, (12)
}=i

Yi<li{Xi), (13)

40, 1 /,} (14)
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при которых минимизируется значение функционала
m т

Yd,F =
1=1 j=i

где F — математическое ожиданпе затрат, связанных  с реалпзацпей пла
на размещения запасов оборудования на территории энергосистемы, опре
деляемого числами Xi, У{, Xi}. Первое слагаемое функционала F при уве
личении количества складов убывает и при полной децентрализации рав
но нулю. Второе, наоборот, при увелпченпп общего числа складов возра
стает. Минимальное значение второе слагаемое может иметь лишь при
полной централизации.

Полученная модель только видом функций /(Z.-, У<) отличается от
обычных одпопродуктовых моделей размещения. Специфика этой мо
дели состоит в том, что функции f{Xi, Yi) при фиксированном X,- выпук
лы вниз 1г при убывапип У, от значения ц(Х.) возрастают, тогда как в
обычных моделях размещения функции У;) выпуклы вверх и с
убыванием Yi убывают. Как известно, очень многие задачи размещения
могут быть сведены к виду [2]: найтц числа Zi, Хц>0, чтобы минимизи
ровать функционал

<=1

У,Ф.(2,)CijXij + (15)

при условиях

^i} = dj, (16)
I

(17)
1

j

где
}Zi б {flfl, я,2, . . .

(Pi — некоторые заданные функцпп одной перемеппой; {а,-
заданное количество неотрицательных чисел, соответствующее индексу i
(интерпретируются как возйгожные варианты мощностей поставщика i)J

dj — неотрицательное число (интерпретируется как потребность потреби
теля /). Экономическая пптерпретация это11 задачи широко известна [3].

К сожалепшо, задача размещения запаса ввиду указанпой выше осо
бенности не может быть приведена к виду (15) — (18). Однако в пред.ла-
гаемом нин{е эвристическом методе решение задачи размещения запаса
может быть получено после решения ряда задач вида (15) —(18), где
(17) записано как строгое равенство

(18)а,1Г

. ● , Н,г}а.2, .'1>

I

Хц = Zi. (17')

Для задач вида (15) — (17'), (18), которые назовем вспомогательны
ми, имеется точный метод решения и программа па ЭВМ «Мписк-22»

[4]. Во вспомогательных задачах существенно рг^веиство

так как

1.

j
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Для задачи размещения запаса, очевидно, не обязательно выполнение

равенства а^^^ (Х^)
;  i 3 i I i

силу (13). Однако при оптимальном размещении запаса разность
bj ^ о, по-види.мо.му, не должпа быть очень большой (оче-

i  j

видно, для любого допустимого варианта опа пеотрпцательпа). Поэтому
будем рассматривать только те варианты, для которых имеет место нера
венство

в

(19)j<e,

j

где Е —заданное по.чожительное число. Так как значений р.(Х)
ное множество (функция задана таблицей), то коночным будет мпоже-

конеч-

т

если рассматривать суммы, удов-ство всевозможных сумм

т

летворяющпо условию (19). Все суммы У |.i(X,), удовлетворяющие (19),
1 = 1

можно записать в виде конечной числовой возрастающей последователь
ности 2i, 2г,. . ., каждому чпелу пз которой поставим в соответствие неко
торое подмножество допустимых вариантов основной задачи по правилу: 2,

т

соответствуют допустимые варианты Mi, для которых (Xi)
i=l

т

соответствуют допустимые варианты М2 при р (Х0 = 2з
г=1

Mi, М2 — обозначения соответствующих подмножеств допустимых
антов.

= 2:; 2,

и  т. д.;

варп-

На первом этапе решается вспомогательная задача 2i:
;^0, i = 1, ..., т-, j = О, 1, п, чтобы минимизировать функционал

~

найти Ш1сла

пт  71 т

+  ( z ZПри X\jC

г»

■^i) ;6{0,■—-ijXfj 1»

t=l 3=0i=l 3=0 г=1

. . . ,^(/l)}.
71

Z^60 = 2 C,-o = 0, Cij — При / ¥= 0,где 1 л

l=i

(  о. если Zi = о
Ф.(^,) =

ii^4zdhr'{z<)+i]иТ ,  если Zi Ф 0.2Zi

^Здесь р“‘ обозначает обратную функцию табличной; р, [р(Х)=У,
р-‘(К)=Х]; — значение функционала для оптимального решения
задачи; 2i — оценка снизу для F, рассматриваемого ira мпожестве Л/,.
Из оптимальпого варпапта задачи 2i находится допустимый вариант ос-
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новной задачп по формулам: Yi = Zi — Xia, Xi = \i~^{Zi); Xi-, i = 1,. . ., m,
/ = 1, . . . , n,— TO же самое, что п в решении задачи Si. Значение функ
ционала для этого варианта обозначим через Fi. Чтобы его подсчитать,

m

У'/KXF.). Оче-нуяшо в функционале Q вместо взять
г=1i=l

видно, полученный вариант (назовем его первым) может и не быть оп
тимальным на множестве Mi, в смысле основной задачи. Однако извест
но, что 011 отличается от этого оптимального не более чем на Ai = (Fi — <20 ●
Аналогичным образом составляем вспомогательную задачу S2, положив

Ьо = 2=-^ Ь:.
Решение ее позволит получить второй варпант, ко-

j=i

торый является уже представителем множества М2', F2 — будет значением
функционала для этого варианта; (2г —нпжней оценкой оптпмального в
смысле ocHOBHoii задачи варианта па множестве Л/а  и Аз = ̂ 2 — Qz- Далее
составляются и решаются вспомогательные задачп S3, S/. и т. д. Для по
следовательности решаемых задач будет иметь место соотиошенпе

Ai < Аз < Лз < ..
так как для задачп Si разность [S/i(X,T,)^ Scpi(Z,) ] будет меньше, чем

II т. д. из-за специфики за-

(20)● У

для задачи Sa; для Sa —меньше, чем для S3,

I

дачи размещения запаса и того, что Si — Zb, < Sa  — Zbj < S3 — S&j < . . . .
Соотношение (20) дает возможность закончить процесс решеппя зада-

получнм значение функционала боль-
^  js+i. Из по.лучснных вариантов в результате решенпя за-
. . . выбираем вариант с минимальным значением F. Пусть это

чей Ss, если известно, что для S
шее, т. е. Qs < Q
дач Si, Sa ■
будет некоторый к-и вариант, к — 1, 2,.. ., который можно считать оп
тимальным с погрешностью А*. Если же все задачп, удовлетворяющие  ус
ловию (19), решены, а последовательность Qi, Qz . .  . остается убывающей,
то уве.лнчим е п продолжим процесс решенпя вспомогательных задач,
удовлетворяющих условию (19). Вначале рекомендуется брать е = 0,5 и в
случае падобностп увеличивать на 0,5. Чтобы проиллюстрировать метод
решенпя, рассмотрим числовой пример. Пусть имеется три предприятия

заявок на замену оборудования:

S+1

с математическим ожиданием числа

I

bi = Ъг — Ьз = 0,35 п матрицей времени проезда
I  II Ш

О  50 100
II 50 о 200
III 100 200 о

I

на всех предприятияхПусть убыток от песвоевремешюй
= 1, 7 = 1, 2, 3, в единицу времени. Издержки от хранения единицы

оборудования па складе в единпцу времени и — 20,  а период Т = 1.
В данном периоде требуется, чтобы заявка на замену удовлетворялась с
вероятностью Р = 0,95. Таким образом, таблица задает функцию ц(А)

за^гепы

Oj

для данного примера.
Подсчитаем S6j = 3-0,35 = 1,05. Возьмем 8=0,5, ищем все суммы,

(19), записанному в данном случае как:удовлетворяющие условию
1,05^2i^(-^0 <1,55. Таких сумм в данном примере в соответствпп с

приведенной выше таблицей только четыре; Si — 1,05, S2 — 1,16, S
= 1,51. Si — соответствует вариантам, когда во всех складах пмоется по

одной единице оборудования; S2 —когда в одном складе одна единица, а

= 1,36,
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В другом — две единицы; 2з — когда весь запас в одном складе; 2. — в двух
складах —по одной единице, а в третьем —две единицы запаса. Очсвпдтю,
этими суммами описывается все множество вариантов, удовлетворяющих
условию (19).

Составим задачу 2 1

bi=0,35
Си = О
С21 — 50
Сз1 = 100

0,35;

Ьг = 0,35
С12 = 50
с-22 = о
Сз2 = 200

0,81:

&з=0,35
С]з = 100
С23 — 200
сзз = о

1.36},

&о = 0

CJO = о
С20 = о
Сзо = о

Zi
Z-2
2з

Исходя из вышеприведенных данных для |Х(, и и = 20, получим следу
ющие значения ф для Zi

t = l, 2, 3.

Zi о  0,35 0,81 1,36
о  57,0 73,8 88,4.Фг (Zi)

Решив задачу по алгоритму [4] получим,
для нее будет вариант Zi = Z3 = 2з = 0,35, = 0:22  = д;зз = 0,35, осталь¬

что оптимальным планом

ные Xii = 0. Соответствующий этой задаче допустимый план размещения
запаса: =Хз = Хз = 1, 7* = П = Уз = 0,35, /я(ХУ0  = и F,=
= (?1 = 171,Д.=0. . ^ ^ ^

Далее решаем задачу 2г

=0,35 62 = 0,35 6з = 0 ,35 6о=0,11
Zi о 50 100 о
Z2 50 о 200 о
Z3 100 200 О о
Zi^{0\ 0,35; 0,81; 1,36)

О  0,35 0,81 1,36

О  57,0 73,8 88,4

Zi

Фг (ZiO

(Оптимальным для нее будет план: Zi=0,81, Zo = 0, Z3 = 0.35: Ха =
— 0,35, а:«2 = 0,35, Хю —0,11, а:зз = 0,35,
Х0,35 +57,0+ 73,8 = 148,3.

Соответствующий этой второй задаче вариант размещения запаса бу
дет: X, = 2, Хг = О, Хз = 1, У, = 0,70, Уз = 0,35,

хц = 0, (?, = 50Хостальные

20 X 3 X 2
UXiYi) 85,7,2X0,70

/з(ХзУз) =фз(Zз) =57,0:

F2 = 17,5 + 85,7 + 57,0 = 160,2, — 11,9.

Теперь решаем задачу 2з

6j = 0,35 62 = 0,35 63 = 0,35 60 = 0,35
Zi О 50 100 о
Z2 50 О 200 О
Z3 100 200 О О

Оптимальным
Д^и=Л12 = д:15 = 0,35,

планом для этой задачи будет: Zi = 1,36, Z. =Zs = 0,
(?3 = i00-0,35 +Xio — 0,31, остальные
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+ 50-0,35 + 88,4 = 140,9. Соответствующий этой третьей задаче вариант
размещения запаса

Х,=3, Х. = Хз = 0, У, = 1,05, Уг = Уз = 0,

4-3
/.(Х.,У0 = 20 114,3,

2 -1,05

F, = 35,0 + 17,5 + 114,3 = 166,8, Дз = 25,9.

Из данного примера видно, что для решения задачи значение функ
ционала Q не может быть меньше ^ = 171, п тем более (?з < <?;, поэтому
оптимальный вариант выбирается на основании только трех решенных за
дач 2i, 2а, 2з: Рг, ^з} = Р^.

Таким образом, оптимальным будет второй вариант с Рг = 160,2. По
грешность оптимума равна
Да/^а = 6%.

В настоящее время по описанной методике ре)паются задачи примени
тельно к конкретным энергосистемам.

Да = 11,9. Отпосительная погрешность
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