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Обычно для анализа экстремальных задач используется
ский аппарат непрерывных величии. На этом пути получено
ресных и глубоких результатов. В то же время для анализа
кретных (экстремальных) комбтшаторных задач естественно
идеи и аппарат дискретной математики, в частности, математической логи
ки. Ниже предлагается общая алгебро-лошческая схема решения экстре
мальных задач на конечных множествах. Задачи такого сорта

математиче

многих дпс

часто воз

-
мпого инте-

-
пспользовать

-
нигчают в математической экономике, теории автоматов, теории вычисли
тельных машин и теории управления. Идея предлагаемой
в установлении связи между задачей поиска допустимого (локально
экстремального) объекта в конечной области и нахождением характери
стической булевой функции этих объектов и ее минимального
яия [1, 2].

Задачи на конечных множествах можно рассматривать  и как задачи
дискретного программирования с булевыми переменпыми. Но их большая
размерность и часто нелинейность порождают значительные трудности
при решении известными методами. Кроме того, к поиску всех локально-
экстремальных объектов методы дискретного программирования
вило, не приспособлены. ’

1. Пусть задано конечное множество элементов Е ~ {ci . . . ei,}
ство Р, которым обладают некоторые подмножества из Е, называемые
(в этом случае) Р-миожествами. Часто удобнее говорить пе о’подмиожест-
ве Т ^ Е, а о его характери^пчсском векторе х'^ ~ (xt, . . ., Xh), где = 1
если €i Q Т, ж Xi = О, ес.ли е,- б Т. Очевидно, Т  и х^ однозначно определяют

друг друга, причем ^ = (J л:,е,.

схемы состоит

представле-

как пра-

и свой-

Определепие 1. /^-множество Т^Е назовем минимальным (макси-
мальпым), если в ием не содержится (его пе содержит) никакое nnvroe/-'-множество.

Определение 2. -Р-множество Т^Е назовем абсолютно
(максимальным), если не существует Р-мпожества
числом элементов, чем в Т.

Очевидце, абсолютно

минимальным
с мепьшпм (большим)

(максимальное) Р-миожество
ляется одновременно минимальным (максимальным) Р-множеством.

2. Пусть далее свойство Р - булево и позитивно, т. е. множество обла
дает с^иством Р тогда и только тогда, когда его характеристический век
тор X —■ {xi, . . . , Xh) удовлетворяет системе позитивных (не содержащих
отрицаний перемеыиых) булевых уравнений [2] ф,(л:) = 1, i = 1, . . .

минимальное яв-
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плп, что то же самое, одному позптивпому булеву уравиенпю

ф(^)= Л fPiU)= 1. (1)
1

Тогда, очевидно, еслп Т — Р-множество, то таковым будет п любое
множество, содержащее Т. Поэтому естественно возникает задача о на-
хождеппи всех минимальных (в частности, абсолютно мпипмалъпых)
Р-мпожеств пз Е.

Теорема I. фСа:") = 1 тогда и только тогда, когда То = \]x,^ei

ся Р-мнооюеством.
Доказательство очевидно, поскольку уравнение (1) равносильно си

стеме уравнений гр, (а:) = 1, i = 1, . . ., 5.
Следствие. Совокупность всех Р-множеств пз Е совпадает с клас

сом всех множеств Тх, характерпстпческпе векторы которых являются
решеннямп уравнения (1).

Итак, для пахож'денпя Р-мпожеств надо уметь решать уравпошге (1).
Поэтому естественно, чтобы функция ф(а;), являющаяся монотонной, бы
ла записана (представлена) в достаточно удобной и простой форме. Тако
вой является ее минимальная дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ)

(1). Пусть ф.и(а:) — минимальная ДНФ для ср(а;), т. е. ipyi{x)= \/ Ki,

являет-
I

1

где Ki = XuXi, . . . Очевидно, (1) равноспльио уравнению

Ф.м(;г)= (2)

Определение 3. Решение уравнения (2) назовем минимальным,
если в (2) найдется такая элементарная конъюнкция Ki, что

1, еслп / 6 {iiJa,.. ., ih{i)},

О-в противном случае,

II будем говорить, что a;" соответствует конъюнкции Ki.
Определение 4. Минимальное решение а:° уравнения (2) назовем абсо

лютно минимальным, еслп, каково бы ни было мнппмальное решение а:*,

^ ПXj — (3)

кк
I т. е. число единичных компонентимеет место перавспство XiI  1

в х'^ наименьшее по сравнению с другпмп мпнпмальнымп решениями.
Лемма 1. Вектор является абсолютно минимальным решением (2)

тогда и только тогда, когда соответствующая ему элементарная конъюнк
ция Ка имеет наименьшую длину среди остальных в (2).

Доказательство. Действительно, если минимальное решение а:”
и элементарная конъюнкция Ко. соответствуют друг другу, то

{Uxi^ = i) = {Hxi^K^],

отсюда, используя определение 4, легко полу^хаем утверждение леммы.
Следующая теорема раскрывает смысл введения фаг (а:).
Теорема 2. Вектор ж" является минимальным решением уравнения (2)

минимальное Р-множество.
к

тогда и только тогда, когда =
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Доказательство, а) Пусть — минимальное решение уравне
ния (2) п Ki — соответствующая ему элементарная конъюнкция. Покажем,

it-

что J’o = и — минимальное Р-мпожество. В сплу теоремы 1 Го являет¬

ся Р-мпожеством. Допустим, что оно не MiiHHMavTbHoe, т. е. пмеется такое-
Р-множество Г чтоь

Г.с=Го. (4)

Пусть ж* = (д;!*, . . . , а:*’) “ характеристический вектор для 1\, т. е.

Тогда из (4) имеемГ, = и
{]!х> = 1} с= {//а;/ = 1}. (5)

Поскольку г, — Р-мпожество, то по теореме 1 вектор а:* является ре
шением уравнения (1) и, следовательно, (2). Поэтому в
элементарная конъюнкция К
Это означает, что

(2) uaiщeтcя
которая при а; = а:‘ принимает значение 1.о,

{]/ Xj^K^) S {//а;/ = 1}.

Так как и Ki соответствуют друг другу, то пз (5)  п (6) получаем
{] / К^} <^ {] / Xj'= \) = {j / К], а это означает, что Ka^Ki
следовательно, в мпнпмальном ДНФ ф.\/(а:^) возможно поглощение, что
противоречит определению мппималыюи ДНФ. Поэтому предположение
о пемппимальиостп Го неверно, т. е. Го — минимальное Р-миожество.

а х" — его характе-
рпстическыи вектор. Покажем, что х° — минимальное решеипо уравпенпя
(2). Так как Го — Р-мпожество, то по теореме 1 х°  — решоипе уравпе-
нпя (1), а значит п (2). Поэтому в (2) найдется эломептарпая конъюнкция
Ki, которая прп X = х° принимает зпачеине 1. Это означает,

{;■ / Xj^ Ki} ^ {] / xf = 1}.

(6)

IT

б) Пусть теперь Го — мынимальиое Р-мношество,

что

(7)

Если эти два множества индексов совпадают, то X — миипма.чьпое ре
шение и доказательство теоремы завершено. Если же  в (7) имеет место
строгое включение, то рассмотрим вектор х\ где

1, если Xj б Ki\

— в противном случае.О{ (8)Xi

h

Очевпдыо, множество Ti = \jxj^ej сплу (7) и (8) является истиннымв

подмножеством Го, т. е. Ti <=То. Согласно (8) вектор х' является решенп-
ем уравнения (2), а следовательно, и (1). Тогда в силу теоремы 1 Г, яв
ляется Р-миожеством, откуда в силу Ti с Го получаем,
мальное Р-множество вопреки условию. Полученное
шает доказательство теоремы.

Следствие. Формулируемые ниже утверждения эквивалентны;
а) вектор х° — абсолютно минимальное решение уравнения (2); б) конъ
юнкция Ка, соответствующая вектору х\ имеет наименьшую длину среди

что Го не мпип-
цротпворечпе завер-

лъиых в (2); в) Р-мпожество Та = \]x°ei. соответствующее векто-

с”, абсолютно минимальное.
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Доказательство непосредственно вытекает пз леммы 1, теоремы 2,

Еопределеипй 1—4 н того факта, что число элементов  в Го равно Xi°.

Теорема 2 п ее следствие дают метод решения задачи о нахождении
всех минимальных (в частности, абсолютно минимальных) Г-множеств
из Е. Для этого надо по свойству Р построить его характеристическую
функцию cp(x), затем найти ее минимальную ДНФ срлг(а^). Элементарные
конъюнкции Ко. пз фм(а^) однозначно определят все мпнпмальные реше
ния (2) п, следовательно, все минимальные Р-множества. Элементарные
конъюнкции из фм (д;) наименьшей дл1шы определят все абсолютно мини
мальные Р-множества, число элементов в которых будет, естественно,
одно и то же.

В качестве примера приведем одну пз наиболее известных задач
рии граф)ов, имеющую различные приложения. Пусть задана сеть Е пунк
тов Vi, г = 1, . . . , к, между которыми имеются ориентированные связи —
коммуникации (дороги, телесвязь, отношение подчинения, информацион
ная связь п т. д.). Эти связи удобно задавать матрицей ац, где

тео-

1, если из Vi в Vj есть связь,

О-в противном случае.{
Математический моделью такой сети со связями будет конечный ориенти
рованный граф G={V, U), где У-множество вершин (пунктов),
а С/ — множество дуг Пц (связей), причем дуга щ идет из Vi в Vj, если в
сети Е имеется «связь» пз Vi в Uj. Предположим, что мы хотим выбрать
такое «базовое» подмножество пунктов Г, чтобы в сети имелась «связь»
из Т во все оставшиеся пункты Е \ Т. Естественно желание найти все та
кие подмножества и flauie минимальные по числу пунктов. В связи
для графа G возникает задача нахождения таких мноя^еств Г вершин,
чтобы в любую, пе входящую в Г вершину, шла дуга пз Г. В теории гра
фов эти подмножества вершин называются домпнирующпмп пли покры
тиями. Итак, роль Р-множеств у пас будут играть покрытия графа G.
Очевидно, для пахолщення всех покрытий графа достаточно найти все его
мипнмальиые (в смысле определеппя 1) покрытия. Для прпмеиенпя на
шей схемы остается установить вид функции ф(а^). Легко впдеть, что
множество вершин Г будет покрытием тогда и только тогда, когда его ха
рактеристический вектор = \хи . . . , хл) удовлетворяет условию: если
^3 = О, то найдется такое i, что ац = .т,- = 1.

Очевидно, сформулированное условие равносильно следующему:

V (V ar,Xi) = 1 для каждого / = 1 к. Последнее уравнение удобнее

с этим

i=l

записать п виде
йц, если i /,

если i = /.

Итак, система булевых уравнений, описывающих покрытие графа G,

имеет вид ф^ (х) = W o-i/Xi = 1, а (1) соответственно: ф {х)= /\ V
i=l i=l

{где а.-/ =V Cli/Xi — 1, 1,(=1

3. Пусть теперь Р-множество булево и негативно, т. е. его характери
стический вектор х= (х', . . . , Xh) удовлетворяет системе негативных (со-

иеремсипых) уравнений ф,(х) =1, г = 1,держащих только отрицания
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.. ., S, плп, что то же самое, одному пегатпвподму булеву уравиешно

ф(^)= Л ф.-(^)= 1. (П

Тогда, очевндпо, если Т — Р-мыожество, то таковым будет и любое под
множество из Т. Поэтому естественно возникает задача о пахождеипп
всех максимальных (в частности, абсолютно максимальных) Р-мпожеств
из Е. Прп этом оказывается, что для каждого утверждения (определения)
нз п.2 о минимальных Р-множествах можно сформулирова'гь ц доказать
соответствующее аналогичное утверждение (определение)
пых Р-мпожествах, которые иногда ие будут в силу ясиостн приводиться
II будут называться, например, теоремой 1', уравнением (Р) н т. д., где
штрих означает «аналог».

Очевндпо, в нашем случае минимальная ДНФ для ф(д:)

(рм(а:)= V где /С, ==

о максималь-

пмест вид

. Xi
‘/.(О ●

приведем некоторые определения н утверждения
Р-мпожествах.

Определение 3^ Решение уравнения {2') назовем
если в (2') найдется такая элементарная конъюнкция К

О, если

1 —в противном случае.

о

{

 максимальных

максимальным^
., что

(2')

и будем говорить, что х° соответствует конъюнкции Ki.
Определение 4'. Максимальное решение х уравнения (2') назовем

абсолютно максимальным, если число единичных компонент в х° наиболь
шее по сравнению с другими максимальными решениями.

Лемма 1 . Вектор х° является абсолютно максимальным решением
(2 ) тогда и только тогда, когда соответствующая ему элементарная
юнкция Ка имеет наименьшую длину среди остальных  в {2')

Теорема 2 . Вектор х^ является максимальным решением уравнения

максимальное Р-множество.

копъ-

{2') тогда и только тогда, когда = у

Из теоремы 2' и ее следствия вытекает общи11 метод
о пахождеипп всех максимальных (в частности, абсолютно максималь-

/ДтожестГ^”® описанному в п.2 для минимальных

решения задачи

4. Ниже
в качестве примеров приводятся известные задачи на конеч-

я? "О предложенной схеме, и в каж-
Д0П)ПЗ них выписьпиется (без вывода) вид соответствующей функции

вершшРа " матрицей смежности
вершин ац и ац — a.j V где б ,^ - символ Кроиеккера.

оадача 1. В графе G найти все минимальные внешне устончивые мно-

Ф(.т) = л V а,/жества. Здесь Е = V,

Задача 2. В графе G naiiTH все максимальные
множества. Здесь Е = V, Ф (^) = Л ● (л;.- V Xj).

внутренне устойчивые

ij/a ■=1ij
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Задача 3. В графе G найти все максимальные клпкп. Здесь

ф(а:)= Л {xiVxj).

Задача 4. В графе G = (У, R) с матрицей смежностп ребер bij пайтп
максимальные паросочетанпя. Здесь Е = R, (р{х) =

Задача 5. В двудольном графе G= (У, У; U), где 1У| = к, |У| =
ft '

ф(х)=Л W
i=l j—I

Отметим также, что по этой же схеме решается известная задача о си
стемах представителей, задача о раскраске вершин (ребер) графа, а не
большая модификация схемы позволяет решить и следуюш;пе [2] за
дачи: а) в графе G найти все элементарные контуры; б) в графе G найти
минимальное количество дуг п сами дуги, после удаления которых из G
получается граф без контуров; все такие минимальные множества дуг в G.
Интересно отметить, что [3] решение задачи б) совпадает с решением
задачи: по графу G найти минимальное количество дуг и сами дуги,
изменение ориентации которых превраитает G в граф без контуров, а так
же все такие мпппмальпые множества дуг.

п

найти все мииимальные накрытия [2]. Здесь Е = V,
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