
1973

том IX, выи. 2
ЭКОНОМ Н к А
II Л1 А Т Е 31 А Т II Ч Б С К И Б МЕТОДЫ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЗАДАЧ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Г. А. К АПЛАИ

(Сумгаит)

Как известно [1], все задачи целочисленного программирования могут
●быть разбиты на два класса по отношению к стандартным методам реше
ния соответствующих задач линейного программирования.

1. Класс задач, каждый опорный план которых является целочислен
ным. Для решения задач этого класса можно применять методы решения
соответствующих задач липейного программирования, например симплекс-
метод, так как оптимальный план такой задачи линейного программирова
ния будет заведомо целочисленным.

2. Класс задач, не все опорные планы которых являются целочислен
ными. При решении задач этого класса с помощью того же симплекс-ме
тода приходится каким-либо образом ликвидировать возможность появле
ния иецелочислениого оптимального плапа (папример, методом отсоченпя
Гомори). Среди задач последнего класса существуют  п такие [2] (обозна-

через S), решение которых можно проводить па основечим их миожество
симплекс-метода, дополнив его лишь условием целочисленпости каждого
следующего базиса.

Пусть многогранник условий некоторой задачи (назовем ее 5-задачои)
таков, что множество ребер выпуклой оболочки целочисленных опорных
штанов является
ВПП. Другими словами, предполагаем, что любое ребро выпуклой оболочки

целочисленных опорных планов является ребром миогограи-

подмножеством множества ребер миогогранпика усло-

множества
пика условий.

Так как целевая функция монотонна на рассматриваемой выпуклой
оболочке, ее локальный оптпмум совпадает с глобальным и, начиная с не- ●
которого целочисленного плана, можно достигнуть оптимума движенцем

многограннику условий лишь вдоль ребер выпуклой оболочки мпоже-
целочисленных опорных планов. Ведь разложепие небазисиых векто

ров по векторам базиса, определяющего некоторый фиксированный опор-
дает возможпость перехода к любому соседнему опорному пла

ну; среди опорных планов, соседних с данным целочисленным опорным
планом па мпогограпнике условий, будут все целочисленные опорные пла
ны, соседние с ним па выпуклой оболочке целочисленных опорных n.JiauoB.
Тогда измепепный симплексный алгоритм (т. е. упрощенный алгоритм
Голюрп, пли, как мы его будем называть, ^-алгоритм) состоит в следую
щем: 1) определение kfzk — сл = тах{2^— Cj}; 2) осуществление перехода

по
ства

пыи плац

опорному плану, если он целочислеи; 3) определенпо
= max{zj — Cj}, если план, рассмотренный в 2),—псцолочпслеп-

к новому
Л-, / Zh Ch.

НЫН, II т. д.
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В качестве примера модели задачи, принадлежащей множеству S,
МОЖНО указать систему ограничении

(1)

(2)1 = 1, . .., п,

i = 1,. . ., п.

i7 = 1, . . . , n, ^j,

(3)7 = 1, . . n.. ,

Эта модель описана в [3], где в предиоложеипи целочислеппости всех
опорных планов сделан вывод о возможности получения оптимального це
лочисленного плана путем сравпенпя соседних целочисленных опорных
планов. Несмотря па неточность исходной предпосылки, этот вывод совер-
шеппо справедлив, так как рассматриваемая задача принадлежит множе
ству S. Прежде всего заметим, что каждое ребро выпуклой оболочки мно
жества целочисленных планов задачи (1) —(3) соединяет две целочислен
ные точки множества ненулевых компонентов, которые отличаются не
более чем одним элементом. Тогда можно сказать, что количества fc i и /сз
ненулевых компонептов вида xjj в двух соседних крайних х' и х^ рассмат
риваемых точках выпук.чон оболочки должны представляться по форму
лам

(4)kz=S + S2,/Cf ~s + Si,

где s — количество одинаковых для обеих точек отличных от пуля компо
нент внда Xjj‘, Si и 52 пезавпспмо друг от друга прпппмают значения О
или 1, а количество ненулевых компонептов вида Xij, i=^j, в этих же точ
ках представляется в виде

(5)~ ki = I + h, n — k2 = l + h.п

где I, h, Iz определены аналогично s, Si, 5г, причем

Si + 52 + ^1 + ^2 = 2. (6)

Прежде всего покажем, что всякий допустимый целочисленный план
подсчитаем количество соотпогаепии видаявляется опорным, для чего

(1)-(3), пезавпспмо обращающихся в равенство при подстановке в них
некоторого допустимого целочпелепного плана, содержащего п ненулевых
компонент. При этом получим: п независимых равенств вида (1) (так как

бы допустимым); — л независимых равенствиначе илап пе являлся
вида (3) (так как в допустимом цолочпелепном плане отличны от нуля п
из общего числа гг переменных) и, наконец, п-к независимых соотноше-
впй вида (2) (так как обращение в равенство соотношения при хц О,
Xii = О есть следствие этих двух равенств, и пезавпспмыми будут лишь те
равенства вида (2), которые достигаются при Xij = l, которых будет

отличных от пуля компонент вида хц, т. е.
составляет:столько же, сколько

— к). Таким образом, общее число независимых равенств
п  п'^ — п п — к == п- + п — к > Следовательно [1], все целочпелен
ные планы задачи (1)-(3) являются ее опорными планами [2, 4], при
чем кроме плана

п

1 , ь = 7,
XiJ

10, i=^j.

Все остальные планы вырожденные. Покажем, что всякое ребро выпуклой
оболочки множества целочисленных планов есть ребро множества всех

10 Экономика и математические методы, Js'j 2
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планов задачи (1) —(3). С этой целью рассмотрим выпуклую линейную
комбпиацпю двух целочисленных опорных планов

Xij = ax'ij-\- (1 — а)х\з,

где х^ п X- — суть две соседние (па выпуклой оболочке множества целочис
ленных планов) точки, содержащие, как и прежде, соответственно ki и
/сг ненулевых компонент впда Xjj, причем эти опорные планы имеют s об
щих ненулевых компонент вида Хц и I общих ненулевых компонент впда
Хц, Тогда план обращает в равенство независимо друг от друга
п соотношений вида (1}

(7)

в силу' (6), — (s + Z + 2)— (s + -{- S2 + ^ + h) ИЛИ

соотношений вида (3) п, наконец, I соотношений вида (2). Заметим, что,
как и при подсчете независимых равенств для доказательства опорности
целочисленных планов, здесь учитываются лишь те равенства впда (2),
которые достигаются при отличных от пуля значениях переменных.

Как известно [4], выпуклая линейная комбинация опорных планов
задачи (1) —(3) будет независимым ребром, если количество R линейных
соотношений типа равенства удовлетворяет неравенству ^ ттг — 1, где
т — количество переменных. В данном случае т = п^\ в.=п^ Л- п — 5 — 2.
Но в силу очевидного неравенства 5 < ?г — 1, получим: пЛ-тг — 5 — 2^5 +
+ \-\-n- — 5 — 2 = /г“ — 1. Отсюда, точки ж* и х^ соединены ребром множе
ства планов задачи (1) —(3). Следовательно, любые две целочпс.чениые
точки, являющиеся соседними крайними точками выпуклой оболочки мно
жества целочисленных планов задачи (1) —(3), являются соседшпш край
ними точками множества всех планов задачи (1) — (3).

Таким образом, показано, что задача оптимизации линейного функцио
нала при ограпичепиях (1) — (3) является iS'-задачеп. Заметим, что отличие
рассматриваемой задачи от iS-задачи, описапиой в [2]
ограничения (1)—сугубо частные по отношению к ограничениям, рас
смотренным в [2], в то время как ограничения (2) имеют специфический
впд, пе принадлежащий классу ограипчептш [2].

состоит в том, что
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