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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ
МЕЖДУ ПРОГРАММАМИ РАЗВИТИЯ БОЛЬШИХ СИСТЕМ

Д. в. Б А к У Р А Д 3 Е, А. П. к О 3 л о В Ц Е в, А. л. М А Л Ы Ш Е В
В. И. ЧЕРНЕЦКИЙ

(Моспва, Jlenumpai))

В [1—4] и других работах рассматривается лишь прямая задача распродслепия,
т. е. задача миппмпзацин ресурсов за весь период плаиировашш при задашюй эф
фективности. Одпако практически пптересна и обратная задача, когда расход ре
сурсов па весь порпод строго задай. В даппо11 статье исследуется большая система,
Программа развития itoTopoii включает ряд частных программ.

Пусть процесс развития большой системы разбивается па к периодов, к = 0, 1,
2, 3, К. Считается, что с точки зрепия впешпей системы определепы:

1) множество программ развития большой системы с полгерами i = 1, 2,
3, ..., т\

2) степень достижепля целп Bceii системы, которая выражается расположеппы-
мп в определеппом порядке величинами

bih+ и bih ,

являющимися соотвотствеппо верхним желаехшм и мшшмальпо необходимым
ним уровнями вьшоллепия программы в периоде к. Предполагается, что этот поря
док задается коэффициентами важности jXi%;

3) множество средств Nj,
могут быть вьшолпепы;

4) матрица состоялпи средств Цуг^вИ, характеризующая возможность применения
/-Г0 средства для выполпенпя г-й программы в периоде к. Номер состояшш s = 1,
2, ..., о,

(1)

нпж-

/ — 1, 2, . . ., п, с помощью которых эти программы

в

yijhs — !● (2)
8—i

При этом средство /, паходившееся в периоде к — 1 состояния S, может в пе
риоде к лиоо остаться в этом же состояшш, либо nepeiiTii в следующее S 1, т. е.

\ijhs = yijhs = 1, (3)если
пли

Y.jA(8+i) = ■YoAfs + i) = 1-если

Рассматриваются только три состояния средств, т. е. 5 = 3, а функция y^s
принимает следующие значения: у,;*! = 1 = у.^^^ = о, если поисковые работы
по примепепию /-го средства для Hi программы не
— Уам — о если поисковые работы окончены
торские работы (ОКР);
начинать (ведется) производство;'
программе в пщшципо невозможно.

Значения функции Vij/is можно определить из соотпошеппя

А—1 3

Ъ'А (s-1) ^ yijgq^ijKg ^i}K’
8=Q g=i

я npoTiranoM случае, где

Uijh3 достаточно большое число. Выражение (4) фактически отражает длитель
ность ипвестициопиого периода и определяет динамику развития в сфере научных
исследовании.

окончены; у,л2 = 1, Уш1 =
и можно начинать олытно-копструк-

Уил1 = у%]к2 = 0 — если ОКР окопчеиы и могкпо
Yijfte = 0 — если применение /-го средства по i-u

1, если и.
(4iijks

о — = о,

_ 'J
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Предпололчим, что к началу периода к все средства, необходимые для выпол
нения программы в этом перподе, произведены. Обозначим число средств /-го типа,
которые пулчпо пропзвестп в периоде к для выполнения i-ii программы в периоде
к -{- 1, через y/jh, число средств /-го типа, функционирующих в периоде к по t-ii про
грамме — через yijh, причем

л-1

£ (5)уик = Ут-1) +
fi=0

где
1

(6)ym-i) —
Ziih

Здесь Zijh — известная стоимость производства единицы средства / по i-ii программе
в период к. При расчетах необходимо учитывать следующие ограпиченпя:

1) по каппталовложеииям в иаучные исследования для каждого периода, кото
рые определяются возможиостями научно-исследовательских учреждений

т

(7)S = 1, 2;

j=l Х=1

2) по возможностям производства по выпуску средств /-го типа

171

£ (8)
>=●1

Каждое средство характеризуется пекоторь(М сроком жизни. Этот срок опреде
ляет число периодов планирования, в теченпе которых средство может выполнить
программу. Возможность использования средства, произведенного в предшествую
щих периодах, задается матрицей lip.-jftei!, где

1, если средство /, пролзведошюо по программе i
в период g, можно использовать в период к.
О, если средство /, произиедениое по программе i

в период g, нельзя использовать в период к.

При разработке плапа развития программ задастся доп^хтимый расход ресурсов
в каждом перподе па развитие всех программ. Таким образом, общие расходы

ресурсов в научных псследоваинях, производстве и эксплуатации не должны пре
вышать допустимые, т. е.

iikg

т1П

££"*+££Ck =

(9)j=l i=lJ=1

A-27П

£££ y<jkg^iih^i}hg ^ Cft®,
+

i-1 g=0

где — расходы ресурса па эксплуатацию средства / по программе i в период к;
расходы па эксплуатацию средства /, произведеииого в перподе g, по про

грамме i в период к. Функция Л'л, оценивающая уровень выполпеппя программы i
в перподе к в зависимости от числа yijk средств, выполняющих эту программу, мо
жет быть оппсапа зависимостью, которая считается извсстпой

^ik ~ ^ik
i =1,2 т

/■ = 1.2. . . .
/0 = 1,2 К

(10)п
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Предполагая, что функцию Fik можно линеаризовать, получим лппейпую форму
П

FiK = (11)O’ijbyijk}

i=i

где OijTi—эффективность выполнения программы i средством / в периоде к.
Б соответствии с (1) должно выполняться основное ограпичепие

(12)

Для рассматриваемой задачи, когда ресурсы строго заданы, в качестве оценки
оптимальности плана можно попользовать следующий критерий; мпппмальпая сте
пень выполнения всех важных программ должна быть папбольшсп при условии
обеспечения нижнего уровня по остальным программам. Этот критерии наиболее бли
зок к паилучшему прпблпнленпю всех важных программ к желаемым уровням раз
вития. Исходя из этого, сформулируем задачу: для системы, состояние которой в
период 1с устапавлнвается н^авепствами (4), а число фушщиоплрующпх средств
определяется из (5), (6), необходимо найти такие матрицы ||х{^||;,, чтобы максимизи
ровать степень выполнения программы, степень которой — минимальная среди всех
важных программ, т. е.

Fik — bik
max min pis
ll*f/llK i.h

(13)
bih'^ — bikI

где

1 — для важных в периоде к программ,

= О — для остальных программ при условии

(12) II ограничениях (7)—(9).

Искомое распределение ресурсов по программам определяется как
I

П п А-2п

Xijk + yij(h-i)Cijk -Ь
9

yiSS^iihgCijlig- '  (14)С,ift —

j=i j=i g~o

Сформулироваипую задачу можно интерпретировать как задачу паилучшего при
ближения к программной траектории. Действительно, программная траектория счи
тается заданной в ипде набора уровней выполнения программы i в периоде К, т. е.
*i7i+ и bik~, а критерием качества управления выступает требование, чтобы макси
мальное отклопепие уровня выполнения программы от 6,т,+ средп всех i по всем
периодам к было минимальным для всех важных программ, а для остальных не ме-
пее bik~ при задаппых ограппчеппях.

Рассмотрим методы решения этой задачи. Покажем, что ее мояшо свести к про
стой задаче мшшмпзацнп. Прежде всего заменим max min на min max

Fik — bik — {Fik — bik.-)
(15)max minpih

i.h
mm max p,,*
W^ijWH i.h

Введем переменную F, которая должна удовлетворять ограничениям

bih'^ — bik bik"^ — bik

Fik — bik

(16)Pih = V, / = 1,2, ...,nm,● 1
— bill

И форму G — V. Очевидно,’ минимальное значение формы G всегда равно max у^.
Следовательно, задача (13) эквивалентна мшшмизации G = V, т. е. пеобходпмо найти
minG при ограпнчениях (7) —(9), (12) и дополнениях (16).

Введем добавочные переменные Un, Uhs, Uik и перейдем от системы
неравенств к системе равенств. Тогда неравенства (12) запишутся в следующем виде;
Fik — Ьц{^ = G,b+, i = 1, 2, . . . . m, Fik — ЬцГ = Ui,r, /с = 1, 2, ..., K-, условие (9),

n m m m A—2n

El1 EL yii{k-i)Cijk "b EEE VUgk^iihifiiikg — C
Xijk + = Uk\h

j=l <.= 1 j=l f=i ^=0
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условие (7)
т

LL 2  5;('ki —

3=1 i=l

условие (8) .
tn

I J/ijh — — Uhl',

» = 1

Fik — bift
i = 1, 2,. .., m,Uhuусловие (16): У +

— bik

В качестве формы G можио выбрать любое из последпих уравнений, например
Fu — &11~

при ]iii = 1. Сформулированная задача мпнимиза-
f

G = V = Uii — р.ц
,ij+ —

цип G относится к классу задач динамического программирования при дискретном
времени и сведена к задаче линейного программирования, которая может быть ре
шена известными методами [3—6]. Ввиду большой размерности задачи и характера
сграпггчепш! возможно прпмепение методов декомпозиции. Поскольку, как, правило,
средства определсппого типа мошпо применять только в одной определенной про
грамме, матрица ограиичепый легко приводится к блочно-дпагональному виду пли во
всяком случае к матрице с большим числом нулевых элементов, что облегчает прп-
мепеиие декомпозпщш. В качестве приближенного метода решения, основывающе
гося па декомпозиции и методе последовательных уступок [7], можно предложить
следующий: _

1) для каждо11 i-ii программы рассчитывается наиболее оптимальная программа
'  минимизации С(ч по (14) при условии Fik — bki'^ —развития, т. е. решается задача

для важных программ, Fia = bik" — для остальных;
2) проверяется условие (9);
3) если условпе выполняется, то задача решена;
4) если условие не выполняется, то все

нально с«1>* Л '

''гк п

т. е. пз условия

уменьшаются пропорцио-о

а) . . ● ~ ^(1) /7(1) ,
т

б) =
i=l

(2)
F(Cik) . При этом распределение ресурсов принимается5) определяются р,^ =

bik'^

пропорциональиым
6) все i располагаются в порядке уменьшения Р.> п находится среднее по i зна-

’™) со всех L у которых Pik>Pk снимаем ДС,^, чтобы сделать = Рл, п рас
пределяем полуденную сумму ДС.„ пропорционально С.„/Р,^ среди t, для которых

8) если получеппое после этого зпачеппе ^ . то задача решена.
В противном случае повторяем действия, начиная с п. 5 для .
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О ЛШНИМАЛЬНОМ ЧИСЛЕ ФАКТОРОВ В МОДЕЛИ
ФАКТОРНОГО АНАЛИЗА

М. А. Б У Т и Н А

(Моспва)

Пусть zt. Z2, .... z„—слз^аипьте, нормально распределеппые величппы. На про
тяжении всей работы будем считать их приведенными (т. е. центрпроваппыми и нор
мированными). Пусть

1  Г12 . .

● ^2ПГ21

Л =

. .1 /^п1 ^П2 ■

— матрица пх взаимных корреляций (r,j = Tj,- —коэффициеит
ных величин Zi п Zj).

Задача факторного анализа, зная Л, найти представление случайных величин
Zi, ..., Zn в виде

корреляции случап-

zi — ацР1 -f- ● . ● 4" + biUi,
Z2 = о.'пРi “)-●●● + diiFi -f- bzUz, (1)

z-n — dniF aniFi b„Uni

где Fi, Fz, -‘ч Un центрцровапные, пормпроваппые  и взаимно пе-
завпсимыо нормально распределенные случайные величины- а - п Ъ- i = i п
7 = 1, . . ., г — действительные числа; Fu Fi~ общие факторы; ul Uz, 'u„ —
индиппдуальпые.

Модель (1) факторного апалпза давно используется  в психологии п в последнее
время все большее п])имепепие находит в экопомпко (см., например Г1 стр 7])

Очевидло, модель (1) тем проще, чем меньше I, поэтому >  » ● ●ппо строить ео
при млппмальпом возможпом I.

Миппмальпое количество общих факторов, как легко

естсстве

видеть, по определяется
п случайных величии, а зависит для данного п от вида корреляциоппо1г мат

рицы Л (например, если zi = гг = ,.. = z„, то при любом п в (1) можно обойтись
одним общим фактором, а если zi, .. . , z„ взаимно пезавпспмы то не пужпо пп одпо-
го). Имея это в ви^, естествеппо поставить такой вопрос: каким миппмальпым коли
чеством т общих факторов можпо обойтись паверпяка, строя модель Г1) для п слу
чайных величии с пропзвольпой корреляциоппой матрицей. Этот вопрос — одни пз
важнейших в факторном анализе. Он рассматривается

числом

в Частности, в [1], где утвер-

(2тг -(-1) — У8н -|- 1
ждается, что т равно мппимальполгу целому числу, большему

при п = 2 т ^ и я = 3. т = 1 п т. д. [1 стр. 70] и, следовательно, при п > 2,
т <п — \. Это, однако, певсрпо. В настоящей работе Доказывается что т = п--\
и объясняется ошибка, допущенная в [1].

Сначала покажем, что н —1 обпщго фактора достаточпо (теорема 1), потом что
существуют наборы случайных величии г/, . .., для которых (1) может быть по
строена не меньше, чем с « — 1 общим фактором (теорема 2).

Теорема 1. Для любого набора из п случайных величин можно по¬

.т. е.

строить модель (1) с не более чем п— 1 общим фактором.
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