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О ЛШНИМАЛЬНОМ ЧИСЛЕ ФАКТОРОВ В МОДЕЛИ
ФАКТОРНОГО АНАЛИЗА

М. А. Б У Т и Н А

(Моспва)

Пусть zt. Z2, .... z„—слз^аипьте, нормально распределеппые величппы. На про
тяжении всей работы будем считать их приведенными (т. е. центрпроваппыми и нор
мированными). Пусть

1  Г12 . .

● ^2ПГ21

Л =

. .1 /^п1 ^П2 ■

— матрица пх взаимных корреляций (r,j = Tj,- —коэффициеит
ных величин Zi п Zj).

Задача факторного анализа, зная Л, найти представление случайных величин
Zi, ..., Zn в виде

корреляции случап-

zi — ацР1 -f- ● . ● 4" + biUi,
Z2 = о.'пРi “)-●●● + diiFi -f- bzUz, (1)

z-n — dniF aniFi b„Uni

где Fi, Fz, -‘ч Un центрцровапные, пормпроваппые  и взаимно пе-
завпсимыо нормально распределенные случайные величины- а - п Ъ- i = i п
7 = 1, . . ., г — действительные числа; Fu Fi~ общие факторы; ul Uz, 'u„ —
индиппдуальпые.

Модель (1) факторного апалпза давно используется  в психологии п в последнее
время все большее п])имепепие находит в экопомпко (см., например Г1 стр 7])

Очевидло, модель (1) тем проще, чем меньше I, поэтому >  » ● ●ппо строить ео
при млппмальпом возможпом I.

Миппмальпое количество общих факторов, как легко

естсстве

видеть, по определяется
п случайных величии, а зависит для данного п от вида корреляциоппо1г мат

рицы Л (например, если zi = гг = ,.. = z„, то при любом п в (1) можно обойтись
одним общим фактором, а если zi, .. . , z„ взаимно пезавпспмы то не пужпо пп одпо-
го). Имея это в ви^, естествеппо поставить такой вопрос: каким миппмальпым коли
чеством т общих факторов можпо обойтись паверпяка, строя модель Г1) для п слу
чайных величии с пропзвольпой корреляциоппой матрицей. Этот вопрос — одни пз
важнейших в факторном анализе. Он рассматривается

числом

в Частности, в [1], где утвер-

(2тг -(-1) — У8н -|- 1
ждается, что т равно мппимальполгу целому числу, большему

при п = 2 т ^ и я = 3. т = 1 п т. д. [1 стр. 70] и, следовательно, при п > 2,
т <п — \. Это, однако, певсрпо. В настоящей работе Доказывается что т = п--\
и объясняется ошибка, допущенная в [1].

Сначала покажем, что н —1 обпщго фактора достаточпо (теорема 1), потом что
существуют наборы случайных величии г/, . .., для которых (1) может быть по
строена не меньше, чем с « — 1 общим фактором (теорема 2).

Теорема 1. Для любого набора из п случайных величин можно по¬

.т. е.

строить модель (1) с не более чем п— 1 общим фактором.



355ЗАМЕТКИ И ПИСЬМА

Доказательство. Натянем на случайные величины zi, .. z„ линейное про
странство и введем в пего скалярное произведение; (я:, у) ~ cov (х, у), где х, у б
6{zi, 2п), а символ COV — ковариация. Полученное евклидово пространство обо¬
значим буквой Е. Независимым случайным величинам из Е соответствуют ортого
нальные векторы.

Натянем па векторы г,, . . ., Zn_i подпространство  и выберем в нем ортопорми-
роваппый базпс Fi, Ft, — Тогда при некоторых i = 1, . . . , п—I»
= 1, ..., Z,

● >

zi = ciiF1 “Ь ● ● ● +
Z2 = OiiF1 -Ь .. ● + (^2!Fl,

(2)
iiFi.Zji~i — Or.-iiFi -b . .. -b n—

Если оставшп11СЯ вектор z„ лежит в подпространстве {zu . . . , z„-i}, то и on анало
гичным образом выражается через векторы F\, . .., Ft. Еслп нет—опустим из z„
па подпространство {г,, ..., z„_i) = {F,, /'ll перпендикулярный вектор V, так
что г„ -(- V б . . . . Е;}. Пусть [ V\ = bn. Положим С/„ = —7/ Тогда прп неко
торых Дл1, . . . , а„1

— dniFi, dniFi -f bnU

Вместе с (2) последнее равенство образует факторную модель (1). Теорема 1
доказана.

Теорема 2. При любо.ч существует набор случайных величин Zi, .. ., z,,,
для которых в (1) требуется не менее чем п — 1 общий фактор.

Доказательство. Пусть ль .. ., z„ такпе центрпроваппые п нормированные
случайные велпчппьт, что евклидово пространство {zf, .. ,, Zn) (см. дох^азательство
теоремы 1) имеет размерность п — 1 и любой из векторов zi, .. ., Zn является лпней-
поц комбппацпеи остальных. Построим д.чя этих векторов модель (1) (количество
общих факторов I сейчас несущестпеппо). Докажем, что bi = Ьг = ● ● ● = Ьп = О-

Действительно, если

Zn П*

— biUi ■=■ fl iiEi “Н ● ● ● +
Z» — bzUz = dz\Fi -f-. .. “Ь dziFi,

(3)

— b„Un — f^niEi -f ... + OniE(,

при любом i, i = 1, . . . , n, вектор Zi—biUi принадлежит подпространству
{^1, . . . , F,}. Так как всяшп! вектор этого подпространства ортогонален Un, то, в част-
постн,

то

(zi — biUu U„) = О,

(zn-i — bn-iU„-i, Un) — 0.

Каждый вектор Ui, i = i, .. ., n—i, ортогонален вектору U„, поэтоьгу (С/,-, U„) —
= О и, следоватсльпо,

(2„ Un) = о,

и„) = 0.
лнпейпой комбппацней векторов zj, ...,

последнего из равенств (3) скалярпо па Un

Un) — bn [Un, и и) = (Z^i, C^n) + ... + Апг [Ft,  U „) — 0.

(2 n—Ь

откуд*n-l. а (Zn, U„) =A вектор Zn является
= 0. Умпожпм обе частп

(2 nt

Следовательно, =.● 0.
Лпалопгчпо доказывается, что остальные 6,-, i = 1, . . . , п — 1, равны пулю.
Таким образом, для построенной памп совокупности векторов модель (1) имеет

вид
г, = aiiEi + fl uEf,

Zn = «niEt -!-● ● ●+ a„iFi.

Последние соотпошопия представляют собой разложеппе векторов zi, . .
набору Fu .. . . Fi лппейпо пезавпеимых векторов. Число I по может быть меньше
« —1, так как иначе размерность пространства (zi, ...  , z„} не могла бы равняться
л — 1. Теорема 2 доказана.

Укажем теперь ошибку в [1]. Чтобы ответить па вопрос о мпппмальпом числе
факторов, в [1, стр. 63] вводится определеппе прпведеппой корреляцпоппой матри-

11*-

по
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цы R как корреляционной матрицы, у которой единицы на диагонали заменены фак
торными дисперспями = са" + . ● ●+

/ hx- \
Гчх 

7-J2 ● ● ●

\  ̂112 ■ ' ■ }

где Л,- соответствуют модели (1) с минимальным числом общих факторов.
Можно доказать, что ранг матрицы R равен минимальному возможному числу

общих факторов. Если по чпслу переменных п можно было бы указать максимум ран
га для соответствующего множества приведенных корреляционных матриц, то тем
самым определялось бы число т.

Однако введениое в [1] попятно приведенной корреляционной матрицы слишком
сложно, и сам автор на стр. 69 начинает фактически пользоваться другим опредеде-
ние.м: приведенная корреляционная матрица R — это матрица мпнпмального ранга,
имеющая вне главной диагонали те же элементы, что  и исходная корреляционная
матрица Л, а па главной диагонали — произвольные действительпые числа.

Но определеппя матриц Л и Л неэквивалентны. Для того чтобы приведенная
корреляционная матрица в смысле второго определения была приведеппой корреля
ционной матрицей в смысле первого определеппя, необходимо, чтобы она пред
ставлялась в виде Л = АА'^ где

I dn fl i2 . . . а

^721 <123 ● . . а
11

21
А =

а . а. ^ni "712 ●

Для этого, в спою очередь, необходимо и достаточно, чтобы псе ее главные мц-
поры были неотрицательны. Можно, однако, построить пример матрицы Л, для ко
торой это условие пе выполняется. Кроме того, представимость Л в виде произве
дения А А' не является достаточным условием для того, чтобы матрица Л была при
веденной в смысле первого определения. Нужно еще потребовать, чтобы диагональ
ные элемеиты Л пе превосходили единицы.

Как было сказано выше, описанная ошибка приводит  к пеправпльньш утвержде
ниям. Уже из доказательства теоремы 2 видно, что наборы из п случайпых величин,
имеющие модель (1) не менее чем с п — 1 общим фактором, должны встречаться до
вольно часто. На самом деле они встречаются еще чаще, так как в доказательстве
переменные подчинены излишне жестким условиям.

Приведем, пользуясь реальными статистическими данными [1], пример трех пе
ременных,^не имеющих модели (1) с одним общим фактором.

Из табл. 5.3 [i, стр. 80] корреляции между восемью физическими переменными
для 305 девочек выберем три переменные: вторую — (размах рук), третью —
(длина предплечья) и восьмую —ze (ширина груди). (Переменные приведенные.)

Корреляции между этими переменными образуют матрицу

п7

2з

Z2 га Z8

/  1 0,881 0.415 ч

23 0,881 1 0,345

Z3 V 0,415 0,345 1 J
Будем считать, что при некоторых действительных коэффициентах 02, <7з> <7з,

Ьв и приведенных независимых переменных F, Uz, Vs, Ub имеет место система

Z2

Ьг, Ъ
равенств

3>

-2 = агР + ЬгС/г
2з = <2з^ bsVs
Za = (IbF -j- &8^^8.

Тогда корреляционная матрица переменных za, 23, zb должна иметь вид
<”02“ Ьг"

a-iaz
аойв \
С3Я8

агсз

аз2 + Ьэ2

«8" “Ь<7заз<22(78

л
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Сравопвая :)ту >гатрпцу с данной, получаем, что а^аз = 0,881, = 0,415,
сзвб = 0,345.

Отсюда I
0,881-0,415СгОз‘АгОв

> 1,057Л.2
0,345аз«8

п, следовательно, > 1,057, что протпворечпт условию аг-4- = 1-
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ВОПРОСЫ МЕТОДШШ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЕРСПЕКТИВНОЙ
ПОТРЕБНОСТИ В ЛИТЫХ ЗАГОТОВКАХ

К. ЖУГУИУСОВ

(Москва)

Оптимальное развитие п рацпопальное размещение литейного производства тре
буют определеппя перспективной потребности в литых заготовках пли отливках пе
только целого экономического района, по и его подрайонов—краев и областей. Слож
ность заключается в учете изменений оптовой цепы выпускаемой продукции, моди
фикаций вповь создаваемых машин, достижений научно-технического прогресса п др.

Основными производителями и потребителями отливок является машинострои
тельная и металлообрабатывающая ̂ промышленпость. Литые заготовки идут как па
удовлетворение собственных нужд этих отраслей, так п для кооперированных доста
вок другим. Некоторые машиностроптельпые л металлообрабатывающие  заводы для
основных выпускаемых пзделпй и для ремонтно-эксплуатационных нужд получают
отливки от предприятий черной и цветной металлургии, сапитарпо-техп1гческой, лег
кой, пищевой и других отраслей промышлештостп. Пока пет еще едппой методики
определеппя перспективной потребности в литых заготовках. Так, например, в [1]
для прогноза п ориептпровочного расчета объема стальных и чугунных отлпвок пред
лагается апализ связи между вып>'ском жидкой стали и литья из черных металлов.
Полученное в результате соотношение в разных странах различно и из года в год
снижается. Такая методика применима, по-видимому,  с определенпымп оговорками
только в разрезе страны в целом, где наряду с выпуском отлпвок производится
сталь.

В [2] рекомепдуотся следующая эмппрпческая формула расчета чугунных отли
вок: у = а Ьх, где у — коэффиппент роста выпуска чугунных отлпвок по отноше
нию к исходному уровню; х — коэффициент роста выпуска промышлсппоп продук
ции; а, 6 — постоянные лшожптели, равные соответствеппо 0,48 и 0,52. Такая мето
дика заслуживает впимапия, поскольку ее можно использовать как для определе
ния потребности целого экономичесхюго района, так  и областей, по только в чугун
ных отливках.

Развитие литейного производства в СССР п за рубежом происходит относитель
но Меньшими темпами, чем рост выпуска валовой продукции всей промышленностью,
а также таких важнейших отраслей, как машиностроение и металлообработка, кото
рые по сравнению с другими отраслями потребляют подавляющую долю литья, вы
пущенного в стране.

На основе обработки статпстпческих данных за 14 лет в [3] были установлены
эмпирические линии регрессип, имеющие впд прямой  и выражающиеся уравнением,
характерпзуюш;им зависимость темпов роста литепного производства от темпов роста
валовой продукции всей промышленности п осповпы.х ее отраслей-потребителей
машиностроения п металлообработки: у = 18,9-1-0,44ari, — 23,8 0,23x2, где у “
усреднеипые темпы роста литейного производства в %; art—темпы роста валовой
продукции всей промыш.ченпостп; хг — темпы роста валовой ггродукцпи машинострое
ния и металлообработки. Однако и эта ^teтoдикa пе патла применения, так как она
формально экстраполирует данные, полученные в прошлом, па перспективу.

В рассмотреппых методиках, как упоминалось ранее, пе учитываются результаты
ежегодно усиливающегося влияния технического прогресса на производство литых
заготовок. С прпмепенпем передовой иптепспфпцпроваппой техники п прогрессив-
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