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С2 = min (ai^ ij’^), i = 1, 2, ..., n — 1, п берем — Сг п — cs п т. д.
В результате определяется место в очереди детали  с длительностью Of или 6,-, рав
ной Cl (пачало очереди, если с,- = ci, п копен, если Ь; ~ Ci), затем детали с а, или
bi, равпоп Cl С2, п т. д., т. е. известный алгоритм из [1]. В [2], правда, задача
усложнена дополпптельпым условием: если время начала работы станка А принять
за пуль, то станок В может начать работу не раньше заданного момента Д, Д ^ 0.
Однако легко попять, что оптимальный порядок, напденньга для Д = 0, остается
оптпмальпым прп А > 0, т. е. учет Д не портит этого порядка. В самом деле, пусть
для Д = О (пли, что то же, для 0 < А < i4i*) найден оптимальный порядок. Не ме
няя порядка обработки, введем Д >Ai*, т. е. пустим стапок В в момент А. Если это
не сдвинет время окончания обработки последней детали на станке В, то нечего и
доказывать. Если сдвинет, это будет зпачпть, что  с момента Д все детали на станке

П

В идут беспрерывно, т. е. стапок В освободится в момепт Т = A-j-^^6i, а это, оче

видно, мппимальпое время.

{=1
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ПСЕВДООБРАТНАЯ МАТРИЦА И ИНВАРИАНТНАЯ ФОРМА
ДЛЯ МАТРИЦЫ БЛОЧНО-ДИАГОНАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ

М. с. ДУБ сои

(Москва)

Хорошо известно, что если матрица ограиичеипп задачи линейного программи
рования rain (с, х). Ах = Ь, X о обладает специальной структурой, то ее можно
учитывать в специальных алгоритмах лппенпого программирования, более эффектив
ных, нежели стандартные процедуры. Однако заранее особенности структуры матри
цы известны но всегда. В таких случаях нужны спецпальпые методы для выявле-

особеппостеы структуры. В настоящей работе предлагается простои метод для
выяспепия, является ли данная матрица блочпо-диагональпой.

Введем обозначение: — совокупность всех т X п матриц ранга р. Нам по¬
надобятся также некоторые свойства псевдообратпой матрицы Л+, определяемой как
единственное решение снсте51Ы четырех матричных уравнепий, называемых также
уравнепиямп Пепроуза

ПИЯ

АТА = Л,
ТАТ = Т,

(АТ)’ = АТ,

(ТА)' = ТА.

(I)
(2)
(3)
(4)

Рассмотрим систему лппейных уравнений

Ах = Ь,

Лемма 1. Система линейных уравнений (5) совместна тогда и только тогда, когда
ЛЛ+6 = Ъ. В этом случае общее решение системы (5) имеет вид /1+6+ (/ — А^А)у*,
где произвольный вектор у б Л".

* I— единичная матрица, порядок которой совпадает  с порядком .4'Л, где штрих
означает транспопированпе.

mXn
Л б Л, . (5)
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Доказательство. Еслп ЛЛ+6 = &, то Л+i — одно из решсппй (5), которая
следовательпо, совместна. Если (5) совместна, то  у нее существует решение хо. И.}
цепочки равенств 6 = Лхо = ЛЛ+Лхо = ЛЛ+(Лхо) = ЛЛ+6 получаем выполнимость
критерия совместности. Тем самым показано, что А+Ь является частным решением
совместной системы (5). Поскольку для любого вектора z имеет место разложение
Z = A+Az + {I — Л+Л)г, то если Лг = О, то z= (/ — Л+Л)2. Обратное очевидно пз
уравнения (1)—любой вектор вида (/ — Л+Л)г аннулируется Л. Лемма доказана.

О^еделеппе: Разложение А = В-С называется скелетным, если А GRp , В G Яр \

СбйГ".
Лезгма 2 [1]. Для любой матрицы А существует скелетное разложение В С,

а матрица С'{СС')~'^ [В'В)~^ = С'^В'^ = А"^ является псевдообратпой.
Замечание. Если матрица полпого ранга по строкам, т. о. Л б R

, тем самым ЛЛ+ = /щ. Если матрица D полпого ранга по столбцам,
, то Z3+ = {D'D)-^' плп D+D =

Далее будем предполагать, что матрица Л — полпого ранга по строкам. Из даль
нейшего хода рассуждений будет ясно, что при этом общность пе теряется. В этом
случае система (5) совместна при любой npaBoii части. В ткачестве допустимы.х прс-
образоваппп системы (о) будут использоваться любые операторы левого умпожепия
из R^^ , к т,т. е. система (5) будет заменяться системой вида

QAx = Qb.

JnXn mXn

тп Xn
TOm

A+ = Л'(ЛЛ')
T. G. D G R

-1

m Xn
n

(6)

Легко проверить, что лштрица A+-Q+ буреет псевдообратпой для QA. Это вытекает
из того, что ЛЛ+ = I п Q+Q = 1. Поэтому система (6), общее решоппе KOTOpoii есть
X = (QA)'^Qb 4- и— {QA)'^QA]y = Л+Ь -}- [/—Л+Л]т/ эквивалептпа исходпой систе
ме (5). Осталось заметпть, что в случае совместной системы (5) имеет место эквива
лентность ее системе

А+Ах = Л+Ь, (7)

что вытекает из припадлежпости Л+ совокуппости Тем самым доказана
Теорема ппвариантпостп. Матрица Л+Л является инвариантной под действием

ArXm
всех левых преобразований Q пз R

Следствпе для матриц блочпо-ди агональной
Если для матрицы Л б Л
блочно-диагональной форме, то такую же форму имеет и матрица Л+Л.

В самом деле

т

с■тпХп
т

труктуры,
существует левое преобразование Q, приводящее ее к

+ Рл*Р\Pi Pi
О P’1* о Рг*р-2 ОР2 =^Р+Р = Л^Л ==^Р^

Ре^)О Po*pJО,0Ре-

Если же матрица ЛбЛ^^”, п>р, то имеет место следующее равенство:
, к т, В-С — А — скелетное разложениеiQA)+QA = А+А = С+С (где QGR

А), которое следует из того, что QA = QB-C и QB G Rp^'’^
=i- Q+QBx = о ^ = о ^ В+Вх = 0=^ х = 0, так как Q+Q = I

НХт
т

так как QBx = 0
ибоВ+В = I

ЛбЛ^^^, т. е. единственным вектором, аннулирующимся под действием

QB будет о, что эквивалентно QB б Лр^ Следовательно, п для случая матрацы Л
ггроизвольного ранга критерий блочно-дпагопальпости остается в силе.

Аналогичные условия можно сформулировать и для двойственной к ранее рас
смотренной задаче линейного программирования max<6, у>, Л'г/ ^ с. Система огра
ничении Л у ^ с этой задачи эквивалептпа системе А'у = с + 2, z ^ 0. Для того
чтобы исключить

т, Pi
и

из этой системы у , необходимо выписать условие совместности си
стемы равенств A'y = c-{-z, которое имеет вид Л'(Л')'*'(с + z) = с + г. Воспользо
вавшись равенством (4): (А+А)'= А'(А')-^ = А'^А, Kpiirepiiii совместности

°  Л+Л(с-f г) = с 4-Z или (/ —Л+Л)г = —(/—Л+Л)с. Если s
^  ртому уравнению, то j/= (Л') + (с 4-г) 4- [7—(Л')+Л']^ =

'' Л Т 2) 4- (7 —ЛЛ+)?, t — произвольный вектор из Л”'. Тогда целевая функ-
('1-^)'(с + 2)> + <г-, (1-ЛА*)0^<А+Ь, с> + <Л+Ь, г> +

Т о. о, так как (7 — ЛЛ+)' = 7 — ЛЛ+. Но (7 — ЛЛ+)  t = 0, ибо система
X  о предполагается совместной. Таким образом двойствеппая задача прппедепа

можно I
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К виду <А+Ь, с>+тах<Л+6, г}, (I — Л+Л)г = —(7 — Л+А)с, г ^ О, в котором мат
рица I — A~^A является ипвариаптпой формой для блочно-диагональной структуры,
т. е. либо

ГЯз 01
Пг

I — А^А =

L0

либо никакими левыми преобразованиями Q ее нельзя привестп к та1<ому виду.
В заключение отметим, что для вычисления псевдообратпои матрицы А+ не обя

зательно пользоваться скелетным разложением, так как разработаны эффективные
процедуры непосредственного вычислеппя псевдообратнои матрицы любого ранга.
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РЕШЕНИЕ обобщенной ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА
МЕТОДОМ ветвей и границ

л. П. л л 3 Е Б Н и К, II. Л. X Р А Н о в II ч

(Моонва)

Под задачей коммивояжера поппмается следующая задача. Задан гоасЬ G вео-
группы-£/. л и,. Требуется TOto KpinaiiS

контур, проходящпп по одному разу через вершипы первой гсчппм тт ггрм
одному разу через вершины второй группы. ^ ^Руппы  и пе Ьолее чем
Классическая задача коммивояжера — частный -«оо

прпиадлен^ат к первой группе Решеппо^т^^ рассматриваемой, в нем
^^тГлайДОПо методом летеел п ЧылпцТ^спо™" ппем

цо

1'
МП
дачн с'^х

(1)
ограниченияхпри Нх — о,

77i+a: = 1,,
(2)

(3)
(4)
(5)

 ;7-мерпый вектор потока в графе (п — число nvr

с™„\мГстои; Я - ̂ триц^а лпцлдепцлй графа G ее alfnocTwn х 7"ScnS
всршии графа); Я+ — матрица, получаемая из /7 заменой всех —1 на 0; 77,+ — матри
ца^ получаемая из II- вычеркиваппем всех строк, кроме строк, соответствующих вер
шкам первой группы, ее размерностьJ х п (i-число вершин в первой группе ;
W + - то же для вершин второй группы, ее размерность /с х п {к - число вершпп
во' второй группе); h — l мерный вектор, состоящий из единиц; Ц — А:-мерпый век-

состопщпп из единиц.
Эта задача отличается от задачи коммивояжера с промежуточными точками

отсутствием треоовапия связаипости получаемого замкнутого контура
атому рсшсппе подобной задачи является оценкой снизу зиачсипя целевой функции
задачи коммивояжера. Для краткости (1) (5) также будет называться задачей о на¬
значениях. Оправданием такому пазваншо служит то, что она может быть нптерпре-
тпооваиа следующим ооразом [-J. Имеется m должностей, запятых сотрудниками,
каждыГг из которых, вообще говоря, может быть использован

тор.

по-только

па различных должно
стях. При перемещении сотрудника с i-u должиостп па j-io издержки производства
изменяются па сц единиц. Каждый сотрудник может перемещаться с одной должно-

другую только один раз. Некоторых сотрудников (число их равно I) нужности па
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