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Значение итеративного агрегирования для взапмоувязки экономическпг
расчетов разных уровней управления отмечалось в [1—12]. Впервые метод
итеративного агрегирования был разработан для решения систем линей
ных уравнений модели межпродуктового баланса [1].  В [2] доказана схо
димость процесса итеративного агрегирования в случае, когда агрегирован
ная матрица одномерна при естественных экономических условиях

неотрицательности коэффициентов ац исходной матрицы У <1.и ап

В [3] дана оценка скорости сходимости процесса итеративного агрегиро
вания межотраслевого баланса в общем случае. Оценка сходимости, ука
занная в [3], для общего процесса является довольно грубой и может быть
улучшена во мпошх случаях, когда матрица А обладает теми или иными
конкретными свойствами.

Однако численные эксперименты показали, что процесс сходится, и пр”
том столь же быстро, и тогда, когда агрегированная матрица не одномер
на. Математические исследования привели к доказательству сходимости
процесса итеративного агрегирования в общем случае. В [3] указаны необ
ходимые и достаточные условия сходимости, которые сформулированы,
правда, не в конструктивном виде и без доказательства. В [4] приведено

a,-j< 1/3, естествен-Едоказательство сходимости процесса при условии

пость которого с экономической точки зрения не ясна. Была доказана схо
димость процесса итеративного агреглроваппя в случае, когда исходная
матрица А имеет блочно-треугольную структуру, а агрегирование произво
дится 110 блокам [5].

В [3] сформулирован конечный метод разложения для решения систе
мы линейных алгебраических уравнений, основанный на идее птерати»"
ного агрегирования. Конечный метод разложения рассматривает случай,
когда агрегируется лишь часть переменных исходной системы. Случай,
когда в ходе решения могут агрегироваться все переменные, расслютреп
в [6]. Однако метод, сформулированный в [6], представляется малоэффек
тивным со следующих точек зрения. Во-первых, он подразумевает наличие
в одном месте всей информации об исходной задаче,  а сама вычислитель
ная схема не позволяет производить расчеты по ней параллельно. Во-вто
рых, метод довольно громоздхшй, а оценка числа операции по позволяет

что ои обладает существеппымп преимуществами по сравнению
известными методами точного решения исходной задачи. Этот

считать,
с другими
метод решения линейных алгебраических уравнешп! довольно интересен
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С теоретической точки зрения, но он не является в действительности мето
дом агрегирования. Его вычислительная схема использует некоторые пара
метры, которые можно считать агрегированными показателями исходной
матрицы условий, однако экономический смысл их в общем случае остает
ся не ясным.

Одновременно с математическими исследованиями процесса итератив
ного агрегирования в модели межпродуктового баланса осуществлялась
разработка методов итеративного агрегирования для решения ряда опти
мальных экономических задач [7—12]. Математическому исследованию не
которых из них посвящена настоящая работа.

1. ИТЕРАТИВНОЕ АГРЕГИРОВАНИЕ В МОДЕЛИ ОПТИМАЛЬНОГО
МЕЖПРОДУКТОВОГО БАЛАНСА

Модель оптимального меншродуктового баланса [7] представляет собой
●задачу нахождения максимума фактических личных доходов трудящихся
при условиях соблюдения агатерпальпых балансов по отдельным продуктам
и ограничений по первичным ресурсам, а также при условии соответствия
структуры производства предметов потребления спросу, складывающему
ся при достигаемом уровне доходов. Математиче
ски она форлгулируется как задача условной мак
симизации параметра v при ограничениях

X = Ах-^- ji {v),

^2

(1)

|А1 = max

У'Vim ,n
i.l >5 =

y{v) = {yi{v))

(2)

где X — искомый вектор, элементами которого являются выпуски продук
ции каждого вида, у — пскомый вектор, элемеитамп которого являются ко
нечные выпуски продукции каждого вида (условно принято, что конечный
выпуск состоит лпшь из предметов личного потребления); у
руемая величина фактических

максимизи-
личных .доходов трудящихся; А — известная

матрица нормативов материальных затрат; Ь — заданный вектор, элемен
тами которого являются первичные ресурсы каждого вида; В — матрица
нормативов затрат первичных ресурсов каждого вида па продукцию каж
дого вида; i/i (у) - функция спроса трудящихся па продукцию г-го вида
зависимости от размера их фактических личных доходов (предполагается,
что у (у) — неуоывающая, дифференцируемая вектор-фуикцпя аргумен
та V),

в

Далее будет исследован процесс итеративного агрегирования для реше
ния этой задачи в случае, когда все переменные Xi агрегируются в одну.
При доказательство локальной сходимости процесса используется, в част I

ности, свойство оптимального решения :г(у*) исходной задачи обращать
в равенство лишь одно из т ограничений Вх ^ Ь. Действительно, как и

случае, изображенном на рисунке, в общем тг-мериом случае монотонно
неубывающая траектория x{v) = {Е —A)~^y[v) пересечет, вообще говоря,
только одну гиперплоскость размерности п — 1 в точке а:(у*), которая и яв
ляется оптимальным решением^задачн. Такпм образом, высказывание о том,
что у — максимально или x{v ) находится па пшерплоскостп, будем счп-

в
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тать эквивалентными. Ситуация,, когда оптимальное решение находится
ыа грани выпуклого многогранника Вх ^ Ъ размерности меньшей, чем
^ — 1, не рассматривается. Естественно предполагать, что малая вариация
исходной задачп в этом случае позволяет избежать этого рассмотрения.

Итак, без ограничения общности считаем, что лшожество Вх Ь пред
ставлено одной гиперплоскостью

i

Рассмотрим процесс итеративного агрегирования. Пусть х'^ = ●..

S’

— некоторое начальное детализированное приближение, X* =
п

— его агрегат. Определим

(3>

п

 ^

<=1

п
Xi

Р' =

Построим агрегированную систему для определения

В данном случае это будет одно скалярное уравнение, в котором

+ 1

(4) :

aaPi .а

Из этого уравнения получаем
f t+i t+iV V

1-с(р0

ii
t+i t+lV V

(5)

Zp*'
1} i

i

где = йц > 0.

Максимальное значение параметра v
T+l определяется из условия

(6)= Ъ
i

ИЛИ
ь.

(7)

j

Сравнивая (5) и (7), получим

V, PiPi'
)

(8)т+1V

}
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<т+1>Определив таким образом найдем пз (5) у: (у
руем по формуле

)  II дезагрегп-

т+1
(9)X i

}

Новые веса pi получим пз (9), поделив это соотношенпе на Х'^'^
Iц 1

t+1
Xi у, .■t + i

(10)-diiPiPi T+lV
j=i ;=1

Введя обозначения: /v
определим оператор Spx=

=  и 5o(y’^‘) = Oij + r,(i;^+‘)
и заппшем (10) в виде= {Si}{p"))i

n

т+1

1

(И)p^-^^=Spxp\

Таким образом, процесс птератпвного агрегирования  в переменных р, —
нестационарный итеративный процесс. Оператор Spx, связывающий р^ п

изменяется, вообще говоря, на каждом шаге птератпвного процесса
и зависит от р^ неявно. Выведем достаточные условия сходимости процес
са (11). Пусть все функции yi{v) дпфференцпруемы. Очевидно,

^ (г/г(у)/у)/ = (

Однако, как показывает анализ конкретных ф>ункцп11 потребления, не
только сумма производных равна нулю, но п каждое слагаемое мало-
п г/(у) о при V оо. Учитывая эту особенность реальных задач, сфор
мулируем достаточные условия сходимости процесса (И) в виде теоремы..

Теорема 1. Пустъ для любых =

I р1г/(у) Ур/| < оц + гДу) j5

0< р1, р2, < 1, Pi = maxPi; Pz^minPj,

2>
где

3}

тогда процесс (11) сходится.
Заметим, что в переменных Xi процесс сходится к единственному реше

нию а:(у*) исходной задачи. Действительно, из формул (7) —(9) следует,
что вектор взаимно однозначно связан с вектором р"' и  при любом
з}1аченип параметра v.

Поэтому из сходимости последовательности {р^} следует сходимость по
следовательности к некоторому вектору x(i?’), который одновременна
удовлетворяет (1) и лежпт в пшерплоскости (3), а этот вектор, очевидно,
единственный. Пусть р — неподвижная точка нелние^гаого преобразования-

(t+i)
Р  s,p.

Оценим разность р и р в некоторой окрестности решения р

^5.i(p)pj-^s,.,-(pt^>)p!
((t+O t)

Pi-Pi
j=t i=l

n

{^Su(p)p)d
i^i

(Рз-рГ)+0(р^р*^^)^£ ., n.
dpi
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Обозначим через F' матрицу из производных

^{s^{p)p) \
i  h'(

F' =
dpi

-взятых в точх^е р {F' — матрица Якоби отображения Spp). Тогда (12) мож-
= F'{p-p^^^) +о(р —рО.tlTt)UO записать в виде: р — р

Покажем, что при сделанных предположениях матрица является
.стохастической. Действительно

д.{зц{р)р) \ "
P' = S{p) + S'[p)p = (^

dsiiip)

dps ^
j =5ii(p)4

dpi
n

^{Sii{p)p) Or,

7 4-
Opi Opi

Из условия теоремы следует

п
On

(13)<

так как
n

On
(14)<1р|Г/ (у)Ур' I.I

Opj 1=1

в (14) Рг мажорируется = max pj, aг

E = 1 и dn/Op, = n'(i’)i^pjPi
I

Тогда в силу положительности элемептов матрицы S{p) = (a.j● +/-,pj) i
элементы матрицы F' также положительны. Далее

п

п пп 71П
Оп1=1

V, У', ?’i +
Ор^ Opi'  f=ii= I 1=1

1Ф}

● * TV л

E^-El; У a.-j + pj = 1
4=^

+
{=1! 1=1

1Ф)

n

no определению, Pj = 1 “ Здесь мы использовали тотлак как,
i=i

факт, что сумл1а функций г, равна едшсице по определению п, следова
тельно,

П
дOr, -£. = о.Е Ор- Opi i=i= 1

4
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{х: £^х,- = 0|,Векторы Арп = р — р'' лежат на гиперплоскости п =

на которой стохастическая матрица F' является сжимающим оператором.
Таким образом, локальная сходимость процесса (11), а вместе с ним

и процесса итеративного агрегирования (4) — (9) доказана.

2. ИТЕРАТИВНОЕ АГРЕГИРОВАНИЕ В МОДЕЛИ МЕЖПРОДУ1^ТОВОГО
БАЛАНСА С ЗАД/ШНЫМ КОНЕЧНЫМ ПОТРЕБЛЕНИЕМ ПРИ НАЛИЧИИ

КОМПЛЕКСНЫХ ПРОИЗВОДСТВ П РАЗНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ
У ГРУППЫ ПРОДУКТОВ

в задаче (1), (2) предполагается единственность технологических спо
собов получеппя каждого продукта и, кроме того, отсутствие так называе
мых комплексных производств, т. е. Tainix производственных процессов,
результатом каждого из которых является группа некоторых совместно по
лучаемых продуктов. В действительности для больпшнства отраслей нали
чие разных техпологпческих способов и комплексных производств игнорп-
ровать нельзя.

Для того чтобы репшть проблему согласования укрупненных и деталп-
зцроваииых показателей плана с учетом этих факторов, необходимо регнпть
вопрос увязки задачи определения пропорций производства продуктов
и задач выбора оптимальных технологических способов производства
дельных продуктов плп групп продуктов.

В этом II следующем разделах строятся процессы согласования задачи
определения пропорций производства большой группы продуктов, получае
мых раздельно и единственным способом, п задачи определения пропорций
производства и оптимальных технологий небольшой группы остальных
прод^ч?тов. Такого рода алгоритмы имеют вполне реальное прикладное
значение для ряда подотраслей химической и некоторых других отраслей
промышленности.

Рассмотрим сначала процесс согласования для случая, когда конечное
потрсблеипе продуктов обеих групп задано, и отыскивается решенпе, обес
печивающее минимум затрат на производство всех продуктов. Задача фор
мулируется следующим образом. Найти

min {ci^i -р C0.Z2}
Хи Х2

от-

(15)

при условиях
(16)A^'xi + А'^Х2 + У1 = Xi,

A^'xi + А^^хг + 1/2 < й.т (17)2,

где i/i, 1/2, ^1, Хг — вектор-столбцы размерностей соответственно ?ii, т, ui, nz\
с,^ С2 вектор-строки размерностей п^, П2\ А'-\ Q — матрицы
размеров /ч X Hi, UiXnz, mXni, mXnz, mXuz соответственно. При этом

Cl, С2, Vi и элементы матриц А‘^ п Q иеотрн-все координаты векторов
цательиы.

Введенные обозначения имеют следующий содержательны!! смысл:
 вектор выпуска продуктов, выпускаемых раздельно  и единственным

способом (их всего Wi), .Тг — вектор выпуска комплекс-
продуктов (их «2), матрица Q задает нормативы выхода конкретных

продуктов (в количестве т) из каждого из комплексных продуктов, мат
рицы А'^ состоят из нормативов затрат продуктов г-й группы на продукты
/-группы, векторы ji i, уг задают конечный сдрос,  а векторы Ci, Сг
сти производства единицы продукции каждого вида.

технологическим
ных

стопмо-

3  Экономииа н математические методы, Js's 3

L
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Для удобства дальнейшего описания введем в задаче (15)
полнительные переменные п перенесем в равенстве (17) выражение
в левую часть. Получим задачу

(17) до-
I

min {CiXi + С2Х2},

D^^Xi + + I/i = Xi,

D^^x, + D^^xz + У2 = 0.

Здесь хг — вектор-столбец размерности Пг + лг, составленный из коорди
нат вектора Хг и дополнительных переменных; Сг — вектор-столбец размер
ности 7^2 + ттг, у которого первые Пг координат составляют вектор Cz, а по
следние т — нули; — матрица размера щ X {п2 + тп), у которой пер
вые Пг столбцов образуют матрицу а последние т столбцов — нулевыег-

— матрица размера m X (пг + лг), образованная присоединением к мат
рице — Q единичной матрицы I порядо^а т. Кроме того

(18)

(19>

(20)-

Xi = Xi II Cl = Cl.

Для решения задачи (18) — (20) формулируется алгоритм, который от
личается от описанных в [1, 10] тем, что в нем агрегированный продукт
берется равным не натуральной сумме продуктов, а взвешенной сумме.
Причем в качестве весов естественно брать двойственные оценки, которые
для продуктов, входящих в Xi, играют роль цен. Таким образом, продукты
предлагается измерять не в натуральном, а в стоимостном выражепии, свя
занном с их двойственными оценками в экстремальной задаче. Заметим
попутно, что поскольку эти оцешш заранее не известны, для пх определе
ния строится одновременно с основным дополнительный итеративный про
цесс. В результате получается решение исходной п двойствеыпой задач.

Пусть на шаге т получены векторы хС > 0, Хг^ ^ 0, аппрокоимпрующие-
решение прямой задачи, и векторы еС > 0, 62"^ > 0, аппроксимирующие
двойственные оценки ограничений (19) и (20) соответственно (еЛ,
вектор-строки размерности n^, т). Предположим, что число

Введем Л1-мерный вектор-столбец
1 т-1 — вектор оце-где 6iт-1
Xi

нок, полученный на предыдущей итерации.
Рассмотрим задачу

(21>min (с,р'‘Х С2Х2},

+ ei^D^^Xz + = X, X ^ 0, (22>

(23)П'уХ-Ь£)^’“д:2+1/2 = 0,

где число X и вектор Xz — неизвестные переменные, причем X означает
суммарный (агрегированный) выпуск продукции первой группы, взвешен
ной пропорционально координатам вектора еС. Легко видеть, что для опти
мального опорного плана задачи (21) — (23) переменная X будет базисной.

Обозначим через W мнонщство из т индексов базисных переменных
вектора Xz в оптимальном опорном плане задачи (21) — (23). Пусть

— оптимальный опорный план задачи (21) — (23). Положим

Очередное приближение для двойственного решения получается сле
дующим образом. Сначала находим из системы уравнений

т+1»+t (24)= Z)‘yX^+‘ + Z)‘"a:2x^ i-

t+i
(25)+ 62 / 6 R\

/

A
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Здесь Dj
вектора Сп. Затем е

22
—  столбцы / соответствующих матриц; Сг, — коордгшата /

определяется по формуле
-+1

1+1 т+1 (26)== + вг
Разъясним смысл формул (25), (26). Продукты, выпускаемые раздель

но II едппственным способом (которым соответствует вектор Xi), агреги
руются с помощью некоторого вектора весов в один продукт X. Этот век-^
тор весов естественно брать равным вектору двойственных оценок е\'
задачи (19). Известно, что вектор оценок е' = (е,*, вг') задачи (18) — (19)
удовлетворяет системе уравнепип

е/П’* — еС + вг'О

+ б2*П “ = —С2,

D"‘ + Ci.6i

(27)= -с,

(28)

где К — множество индексов базисных координат вектора Хг в оптималь
ном опорном плане (координаты вектора Xi всегда базисиы в этом плане).
Поскольку вектор е* и множество R' заранее неизвестны, то параллельно
процессу (21) — (23) итеративного агрегирования переменных прихо
дится строить итеративный процесс (25), (26), аппроксимирующий е\
причем вместо шюжества R' берется множество Еслп е', х^ достаточно
близки к оптимальному решению, то совпадает с R'. Докажем, что непо¬
движная точка описанного выше процесса является оптимальным реше
нием II, кроме того, приведем достаточные условия локальной сходпмости
процесса.

Теорема 2. Неподвижная точка описанного выше процесса задает пря
мое и двойственное решение задачи (18) — (20).

Пусть xi‘, Xz\ е', бг — неподвижная точ1^а процесса, К — лгаожестпо
индексов координат вектора Хг, входящих в оптимальный базис задачи

(21) - (23). Тогда р*
.  1

7^1* ●
еСх^

Из (24) следует
(29)х;=п‘‘р'г+ z>‘V + p

а из (29) и (22) получим: еСх’ = е^В^^р'Х' Л- еСТд'^Хг вху^. = Х'^ т. е.

X* = ei’xi\
Значит

1
(30)-Хх'.Р' = X

Отсюда р'Х' =xi’. Подставляя это значение в (29), получим

Xi* = D^^Xi* + D^^Xi + у 1- (31)

Кроме того, 113 (23) и (30) следует
D^W-^D^W-\-y2 = 0.

Равенства (31) п (32) показывают, что Хх\ Хг удовлетворяют усло
виям задачи. Далее, пз (25) и (26)

ех'В'^ + егВ

Умножив обе части (33) справа на р* и заметив, что еТр* = 1, получим

ei*n"p* + вгВ'^^р' = —cip* + 1.

(32)

21   с, + е,-,

/ б П\

(33)

(34)

(35)

3*
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Заменим В задаче (21) —(23) индекс т на »; пусть далее А, — оценка пер
вого уравнения (22), а р —вектор размерности т оценок уравнений (23).
Тогда будет соблюдаться соотношение, вытекающее из признака оптималь
ности

(36)A,e,*D“p* + = —Cip* + А,
=-С2;, /6Й-,

Xei'Di^ + pD^^ ^ —caj, / $ R\
(37)
(38) I

Из равенств (34), (35) следует, что А = 1 и удовлетворяют си¬
стеме (36), (37). В силу невырожденности системы (36), (37) других ре
шений нет. Затем получаем из (38)

+ eiDj (39)
22

/ Ф R'.— Clh

Заметим теперь, что в исходной задаче (18) —(20) пи одна из координат
вектора Xi любого допустимого решения не равна нулю, т. е. в задаче
(15) —(17) или (18) —(20) координаты вектора Xi входят в любой, в том
числе к оптимальный, базис. Уравнения (33), (34)  и неравенства (39) по
казывают, что Xi\ Хг" — отимальное решение, а ei’, вг' — соответствующее
ему двойственное решение. Отметим, что верно и обратное утверждение —
всякий оптимальный опорный план является неподвижной точкой про
цесса (21) —(26). Доказательство этого утверждения несложно и здесь не
приводится.

Для формулировки достаточных условий сходимости введем в п,-мер
ном пространстве норму

[|аг|Г = \Е‘х\ . (40)
nj

Здесь \х\ = \^i\ ; Е‘ — диагональная матрица с элементами Cij" по
;=1

диагонали. Тогда для лшгейного оператора Л — {ац) норма будет иметь вид
П)

1^1 =шах У
1

\\Л\\'=^\Е‘Л{Е‘)-^\, (41)Q-ij I .

Обозначим также через н матрицы, составленные из столбцов
и  соответственно для / ^ R‘.

Теорема 3. Пусть а:,*, Хг' — единственное и невырожденное оптимальное
решение задачи (18) —(20), еС, ег'— соответствующее двойственное реше
ние, причем е,/ ^ о, / = 1, 2, . . . , Hi.

Предполооюим, что (Лп*^^)"‘ существует, и рассмотрим матрицу D раз
мера Пх 'К пхи ni-мерный вектор р

12

(42)

о, 1[77|Г < '/г. Тогда описанный выше процесс локаль-

(43)

Пусть также р
но сходится.

В теореме 3, как и в теореме 1, доказывается лишь локальная сходи
мость, т. е. доказывается, что TO^ia Xi", Xz", ei*, ez‘ обладает такой окрест
ностью, что для любого начального приближения из этой окрестности по
следовательность {хС, Xz^, еС, сходится к оптимальному решению
^1 5 ^2 J Ci , Cz ,

Заметим сначала, что на каждом шаге нам достаточно знать e{~^i

\  Поэтому ДО-
Т+1 t+1 Т+1 Т+1

Х\ ,Xz , Cj Czтак как через них определяется

1



ИТЕРАТИВНОЕ АГРЕГИРОВАНИЕ В ОПТИМАЛЬНЫХ ЭКОНОМИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ 429

статочно рассматривать лишь окрестности точек р\ ву  . Введем в Mi-мерном
пространстве норму, двойственную к II ● |Г

11е1!. = 11е(£;-) 11е11„ = тах l^jl.
-1

оо>

По условию решение задачи (18) —(20) единственно  и нсвырожденно
(т. е. базисные переменные отличны от нуля). Поэтому таково же п ре
шение задачи (21) —(23) для р ~ р', ву = е/. Следовательно, можно ука
зать такие окрестности Fp. и Fc*, точек р' и еС, что для любой точки р
и  б Fei* базис задачи (20) — (23) останется тем же. Пусть Vp' =
= {Р- 11р -р‘11* < е}, F,.*= {ей ||е, - е/Ц. > е‘}. Пусть также р^ б Fp-; ву
еР б Fe,* и — вектор, составленный из базисных координат вектора
x'i' . Тогда из (22) и (23) получаем

р*

x-i

ey^D^^p^X^^^ -Ь у. =

+ У2 = 0

(44)

из (45) подставляя в (44)

1 — ei'Dp^ ’

где D определена в (42), р —в (43). Представляя формулу (24) в виде

= D^^p'^X^'^^-\-Dr*xP'^ ●]-Ух и подставляя в нее а:2^^ из (45), получим

(45)

Выражение xV^^

(46)Xx + i

т+1

Т+1
(47)Ху

Из (45) и (47) будем иметь

= ey^Dp^X^^^ + 6y-^^ =
т+1

Су^Ху
1 — ву^Пр 1 — eCDp'^

Итак
Т+1

(48)еСху

Тогда
Т+1 т+1

Ху Ху
px + i (49)t+i

ву^Ху

откуда

= Dp^ + = Dp^ + {i-еуЮр^);=
Xx-^i

('
(50)

где / —ед1таичная матрица. Таким образом, для данного eF переход от р'
задается линейным оператором. Нетрудно проверить, что для любого

б можно указать такую окрестность TFe,*(6) точки eF, что норма матриц

т + 1кр

1 1
<1 + 6 и I 6eF

еру
<2 + 6.

для еР б TFe,‘(S)-
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Поскольку I1D||‘< то существует окрестность точки е/ такая,
что

1  \—
егг '

D < 1 для ei" 6

Далее, из (25), (26) следует
т+1

= ei^D + (51) .ei

где 7 — некоторый фиксированный вектор.
Пусть теперь е,^ б We,', ^ Ур*. Тогда операторы преобразоваипй

и  являются сжимающими, а значит 6 Vp'.
Телг самым показано, что смены оптимального базиса при решеншг задачи
(21) — (23) не будет и процесс сходится. Теорема  3 доказана.

Данный алгоритм является модификацпей
[10], который работает в более узкой области
сапного

алгоритма, приведенного в
и отличается от вышеопи-

тем, что агрегированный продукт там — простая сумма
соответствующих конкретных продуктов, иными словами, вектор еУ ^
= (1, 1,.. . , 1). Действительно, если в описанном алгоритме не пересчи
тывать вектор еУ, т. е. не применять формулы (25), (26), а взять вместо
^У некоторый постоянный вектор ei, то получим, по существу, алгоритм
из [10] (путем соответствующего пзмепения единиц измерения пли мас
штабов) .

При практическом счете целесообразно сочетать оба алгоритма следую
щим образом. Сначала делается некоторое ~ :
тором 6i° (взятым из априорных соображений) до выхода

число шагов с постоянным век-
на некоторую

неподвижную точку а;У, Хг^. Затем при фиксированных а:У, Хг^ делается не
которое число итераций пересчета вектора оценок по формулам (25), (26).
Обозначим полученную неподвижную точку в пространстве оценок через
еУ, б2\ Затем сделаем еще одну итерацию алгоритма  с вектором оценок
ei . Если точка Xi\ оказалась неподвижной для данной итерации, то она
является точкой оптимума по теореме 2. В противном случае делается еще
некоторое число итераций с постоянным е и т. д.

3. ОБОБЩЕНИЕ ИТЕРАТИВНОГО АГРЕГИРОВАНИЯ ДЛЯ МОДЕЛИ
ОПТИМАЛЬНОГО МЕЖПРОДУКТОВОГО БАЛАНСА,

УЧИТЫВАЮЩЕЙ НАЛИЧИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ПРОИЗВОДСТВ
И РАЗНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ У ГРУППЫ ПРОДУКТОВ

Модель оптимального межпродуктового баланса, учитывающая наличие
комплексных производств и разных технологий у группы продуктов, объ
единяет особенности моделей, рассмотренных в предшествующих разделах
настоящей статьи. В этой модели возможности производства описываются
теми же матрицами Л'\ что в задаче (15) —(17), однако имеются дополни
тельные ограничения по s-m видам ресурсов и, кроме того, конечный вы
пуск продуктов не фиксирован, а зависит от уровня доходов v, который
и должен быть максимизирован. Математическая формулировка задачи
следующая

(52)max V,

-Ь А'^Х2 + yi (v) = Xi,

A^^Xi А-А^^хг + yziv) ^ Qxz,

(53)

(54)

B'Xi -h В^Хг < b. (55)
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Здесь в дополнение к введенным ранее обозначениям z/i(y), yz{v) —
вектор-фун1щип, координаты которых — неубывающие, непрерывно диф
ференцируемые функции скалярного аргумента v размерности rh ж т соот
ветственно, (yi(0) =уг(0) = 0); 5‘, 5“ — матрицы размеров 5 X ?Zi и S X 712
соответственно, {В\ В’ ^ 0); Ь — вектор-столбец размерности 5(6 > 0).

В экономических терминах обозначения имеют следующий смысл; v —
уровень доходов; y-i{v) — вектор переменной части потребления продуктов
г-й группы, зависящий от уровня дохода v; Ь — вектор объемов ресурсов;
В‘ — матрица нормативов затрат ресурсов на производство продуктов z-п
группы.

Потребуем дополнительно, чтобы система лпнейных ограничений

A^^Xi + А'^Х2 ‘i- hi =Xi

A^^Xi + A^^X2 hz^ Qxz

была совместной при любых неотрицательных векторах hi, hz.

При сделанном предположешш матрица (/ —Л")
не элементы неотрицательны. Обозначим G = {I —

Лемма \. Задача (52) —(55) не имеет локальных максимумов.
Для доказательства леммы выразим из системы уравнений (53) Xi

Xi = GA^^Xz+Gyi{v)

ж подставим в остальные ограничения (54), (55) вместо Xi в правую часть
(58). Получим задачу, эквивалентную исходной

max у,

(56)
(57)

-1 существует и все

(58)

(59)

(60)Axz > y(v).

Q-A^^GA^^-A
-B'GA^^-B

\
2  } »н (61)

yz{v)-\-A^^Gyi{v)

B^Gyi{v)-b ) ■y(y)= (
(62)

где A — матрица размеров (нг + s) X Uz, y{v) — вектор-функция размерно
сти m. + 5.

Из того, чтоЛ'^>0, ОО, и yj (у) — неубывающие функции,
следует, что у (и) — также неубывающая вектор-функция аргумента v. Для
доказательства леммы достаточно показать, что задача (59), (60) обладает
следующим свойством: любые две допустизше точки {xz\ v') и {xz", v")
можно соединить линией, вдоль которой целевая функция монотонна,

тогда точка {xz'\ v') будет допустимой, посколькуПусть у' ^ i;

(63)Axz">y{v") >y{v').

Точки Xz' и Xz" принадлежат однолгу и тому же тгг-мерному многогратг-
нику (в пространстве точек xz), задаваемому условиями

Ахг > y{v')y (64)

соединить отрезком Xz{t), 0^i^0,5, Х2(0)=Хг',значит
д;2(0,5) =Хг", лежащем в этом же многограннике (64), поэтому весь отре
зок (xzit), v'), 0<t<0,5, состоит из допустимых точек (вдоль этого ст¬

их можно
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резка целевая функция v постоянна). Далее точки {хг", v') и {хг", v") оче
видным образом соединяются отрезком, состоящим из допустимых точек и
вдоль которого целевая функция v не убывает. Лемма 1 доказана.

Линеаризуем исходную задачу (52) —(55) в точке максимума
(xi‘, у‘)

/ 1

I

(65)max V,

А^^хг + yi {v‘) {v — v') + yi(y‘) =Xu Xi >0, Xz> 0,

A^'Xi + A^^Xz + y'z{v*) {v — V*) + yziv*) < Qx2}

(66)

(67)

(68)B^Xi + B'^Xz < 6,
где

y/{v') =dyi{v')/dv.

Точка (xi*, Xz\ v‘) является также и оптимальным решением задачи
(65) —(68). Это следует из того факта, что необходимые условпя максиму
ма в форме Лагранжа совпадают для обеих задач (52) —(55) и (65) —(68),
а кроме того, для задачи линейного програмлшрования условия Лаграп/ка
являются и достаточными. Отметим также, что двойственные оценки для
обеих задач совпадают.

Сформулируем алгоритм птеративного агрегирования для задачи (52)"
(55). Введем сначала в (52) —(55) дополнительные переменные и пере
несем в (54) Qxz в левую часть, аналогично тому, как это было сделано

(18), (19). Получпм задачув

(69)max V.

(70)D"xi + D^^Xz + yi{v) =Xi,

D^^Xi -b D^^xz + yz{v) = 0, (71)

где xz — вектор-столбец размерности nz + m + s, составленный из коорди
нат ранее введенного вектора Хг, а также из т дополнительных перемен
ных к ограничениям (54) и из s дополнительных переменных к ограниче
ниям (55);£)"=Л“; 1)*=^ - матрица размеров /г, X (и-г-Ь щ + 5), у которой
первые nz столбцов образуют матрицу а последние m-hs столбцов яу-/
левые; D^^ = А гг Q' I °)(

— {т + 6-) X ?ii т22 матрица, D

1  ■

I, I\^1 Во о
— (т -Н s) X («2 + лг -Ь s) — матрица, где I, — соответственно единичные
матрицы порядков m и s; yi{v) = yi{v); yziv) - m  + 5-мерный вектор-
столбец, у которого первые m координат составляют вектор yz{v), а НО"
следние s координат — нули. ’

Предлагаемый алгоритм для решения задачи (69) —(71)
аналогичен алгоритму решения задачи (18), (19), поэтому изложим его
кратко. Пусть на т-м шаге получены вектор-столбцы Xi\ п вектор-стро
ки ба"' (последний размерности m-Н s). Здесь > 0. Пусть-

хС. Рассмотрим задачу (аналогичную (21) —(24))

в основном

Р"
е^-^хС

(72)max V,

e^D^'p-^X -Ь eCD^^Xz + eCy,{v) = X, Z ^ 0, ^ 0,

D^^p,X + D^^z + yz{v) =0,

где X, хг, у — неизвестные, причем X, Хг означают то же, что в задаче
(21) —(23); и —объем доходов в агрегированной задаче. Обозначим череа
R' множество m 4- s + 1 индексов базисных переменных вектора Xz в опти-

(73)

(74)
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мальноА! опорном плане задачи (72) — (74). Пусть Хг
малыюе решение задачи (72) —(74). Положим

■с+1 т + 1 одтп-

т+1т+1
(75)Xv

(т + 1)-приближение для оценок получается независимо следующим обра
зом. Сначала находим тп. + 5-мерный вектор е^х
т + S уравнении

как решение системы'

22 = 0, / б W,
e^yav^^^)^eTy,'{v^^^)=U{ (76)

где Z)j’* — столбец / матрицы Затем е т+1
определяем по формуле

т+1 =  еГ' (77)

Теорема 4. Неподвижная точка описанного выше процесса (72) —(77)
является прямым и двойственным решением задачи (69) — (71).

Чтобы сформ^'лнровать достаточные условия сходимости, введем следу
ющие обозначения: Xi\ Хг*, у* — опт1гмальное решение задачи (69)-(71);
ei* — вектор двойственных оценок ограничений (70); 7?* — множество т +
+ 5—1 индекса базисных координат вектора Хг, входящих в оптимальтюе
рещелие задачи (69) —(71); Z>r*’^ — соответственно матрицы размеров
/г! X (нг. + s) и (нг + 5) X (ттг + 5). Первая матрица составлена пз ттг + s — 1
столбца j^R’, и столбца Pi'(u*), вторая —пз 77г.  + 5 —1 столбца

XI столбца Цг{и*).
Теорема 5. Пусть Xi*, Хз*, у* — невырожденное оптимальное решение за

дачи (69) — (71), {т. е. линейная задача (65) — (68) имеет единственное-
невырожденное решение). Предположим, что (1>п*^^)-‘ существует и рас
смотрим 111 X Hi матрицу D и ni-мерный вектор р

Z) = - Z)r-‘^(Z)r-"2)

Если н ||77|Г< V2 {^де норма Ц-Ц* задавалась ранее формулой
(41)) , то описанный выше процесс локально сходится.

Доказательство теорем 4 п 5 основано на аппроксимацпп исходной за
дачи ее линеаризацией (65) — (68) и по существу повторяет доказатель
ство теорем 2 п 3, поэтому мы не будем его здесь приводить.

Настоящая статья выполнена в рамках научно-исследовательского се
минара НИИ ЦСУ СССР по проблемам агрегирования.
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