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II МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГЕАММИЕОВАННЕ

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ОВРАЖНОГО СПУСКА
В БЛОЧНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ

А. П. В Е Р Е е К О В

( Москва)

1. Рассматривается блочная задача линейного программирования

(1)

(2)

(3)mm.
(=i

Здесь A‘ — матрицы размера m X n; D‘ — матрицы
j ~ i, . . . . 7ii — столбцы матриц D‘. Заданные векторы b‘, с, f
ные X, у' — соответственно т, п,п^,п и Wi-Mepiibie векторы.

Для простоты изложения предположим, что при любом  х ^ О задачи

= 6' - Ах, ^ 0], t =

mXiii', Dj,
и неи.звест-

[ (Д у‘) (4)

обладают илаиамп.
Введем в рассмотрение функции (рЧ^) = {min(/', ?/') |£)у = 6'- А'д:,

^ 0}, t = i, . . . , Т, определенные на неотрицательном октанте евклидова
пространства Е". Задача (1) —(3) эквивалентна задаче мпнимизацпп

цуклоп кусочно-линейной фуптгцпи Ф (а:) = {с,х) ^"^2^ фЧ-^) при условии
хХ). Мпожество векторов, иа котором Ф(а:) достигает минимума,
значим через М. Будем считать, что задача (1) —(3) разрешима, т. е. что
М Ф Ф. Ь [1—3] рассматриваются различные варианты метода обобщенно
го градиента, который можно попользовать для мпнимизацпп функции
Ф {х). Если вектор а:'’ ^ О не оптимален, ц-о обобщенный градиентный спуск
с достаточно малым постоянным шагом (па порядок меньшим, чем
тшЦж® — а:||) за конечное число шагов приводит нас в точку а:‘^0, для
абЛ/

которой Ф(а:Ч <0(2:®). Пусть и направление б'‘ = б(а;'') (построен¬
ное при помонщ обобщенного градиентного спуска или другши методом)
является возможным, т. е. обеспечивает убывание фуш^цип Ф (а;). Найдя
min Ф (а:* 4-Яб''), получим новую точку а;''-’-', для которой монщо опреде

лить направление б'“*‘‘ = б(а:'''^‘) и т. д. Последовательность {х''}, построен
ная таким полношаговым методом, вообще говоря, не сходится к множест
ву М из-за возможных зигзагообразных движений; для обеспечения
димости пришлось бы использовать довольно сложные правила регулиров
ки шага.

вы-

обо-

л>о

схо-
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Еслп для любой точки М правило б (д:) позволяет получптъ возмож
ное направлеппе, то описанное ниже сочетание полношагового метода с
движением по оврагу функцпп Ф {х) гарантирует достижение min Ф {х) за
конечное число итерацпп. Однако по существу предлагаемый метод яв
ляется лишь приближенным, так как возможные иаправления б (ж) обыч
но удается получить только для точек, достаточно удаленных от множест
ва М.

2. Пусть для фиксированного вектора х ^ О получены опорные реше
ния задач (4): = i = где
у/(х) > О, Pi < 111. Базис плана у^{х) обозначим через Б^{x). Известно [4],
что еслп базис задачи [ (/, у) ^ min |Z>y = т, у  ^ 0], оптимальный для
т = допустим при т = то он оптимален также и для  т = т". Еслп прит

^' yj{x)DI, р/(х) >0■х = X ъ задаче (4) р, = т, то

ры D/, . . . , Dp,‘ образуют базис пространства Е"\ Поэтому в некоторой
окрестности точки х базис £'(5) остается допустимым п сохраняет опти
мальность, а знатат, функция ф'(^) лхгаепна в этой окрестности. При
р‘ <т план у‘{х) вырожден п функция вообще говоря, недифферен-

II векто-
i=l

ццруема в точке х. Однако если вектор z таков, что

piPI

ТО Ь‘-АЧх +,lz)= y'^{yI{x)-'k\Xj)DA‘z=^ } 1j»

j=ii==i

II потому при близких к пулю значениях К базис Б‘{х) задачи [ (f, уЧ
mill \D‘i/ = б' — Л'(х + Xz), у‘ > 0] допустим и оптимален, а последние

m~pi компонент плана у' 4-^2) остаются равными нулю. Векторы z,
р«

удовлетЕоряющпе условшо v4'z = i-ijD/i образуют

Z‘{x) в Е
начала коордпнат. Подпространство 2'(^) задается уравиеппямп

{d/, A‘z) =0, i = l,

подпр
j=i

функция от z фЧх+z) линейна при z^Z‘{x) в о, п

остранство

крестности

(5)

— базис ортогонального дополнения в Е'’^ подпростран-tгде d

ства, натянутого на векторы Di\ . . ., D
Z‘{x) совпадает с Е". Если векторы Di*, . . . ,D

. . ,dI » ● m—pt

Прpt ● и Pi = m подпространство
— первые p, столбцов ба-pt

ЗИСНОЙ матрицы задачи (4), то di,. . .,d
матрицы Вычислительный процесс решения задачи (4) можно ор¬
ганизовать так, чтобы матрица (£)') ■** содержалась в спьшлексной таблице.

3. Выбрав для начального приближения х = х° возможное направление
б“ = б(х®) н решив задачу [Ф(х” + Хб") -»-min|^^0, х° + Хб"^0], придем
в точку х', являющуюся точкой излома функции Ф(х) или граничной

точкой октанта х^О. Рассмотрим подпространство Zh  ~ [\ Z‘(х''), где

— последние т — pi строк>п —Р1

1=0

Z‘{x'^), 1, . . ., Г, определены выше, а Z°{x*^) задается условиями Zj = 0
при х/ = 0.

Если X изменяется пределах линейного многообразия х* + =
= {х IX - х** е Zft} , то каждое направление является допустимым и функция
Ф(х) линейна в окрестности точки х\ Пусть 77лХ — проекция вектора
X б на Zft, G (х) — вектор обобщенного градиента функции Ф (х); при

в
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Т

ЭТОМ [1] G{x)—c—'Si (Л') 'и\ где и‘ — оптимальный план задачи, двой

ственной к (4). Вектор — дает направление скорейшего убывания
функции Ф (л;) в точке х'^ на многообразии х^ + Z*. Если = —IliG(.т‘) ¥= О,
то функция + убывает по крайней мере на отрезке
где Xi — минимальное значение X, при котором обращается в нуль одна пз
ненулевых компонент векторов х' + ^ = 1, ● ● ● , Т. Движе¬
ние от точки х' к точке x^ = x' + Xi'^‘ естественно назвать овражным спус
ком. Эта итерация не является полношаговой, так как функция Ф (х‘ +
+  возможно, продолжала бы убывать п при X>Xi. Для тошш
построим вектор у = —IhG{x-) п т. д. до тех пор, пока Поскольку
каждый овражпыйшаг связан с увелпчеппем числа нулевых компонент век
тора (ж^, ■ ● ● > г/’'(^‘))
что = о

Докажем, что если = —^uG {x’^) = О, то существует опорный план
задачи (1) —(3) (ж, р‘, . . . , ^) такой, что Ф(ж)=Ф(х''). Пусть
Л}, / = 1, . . . , п, и Dj, f = , Jii] i = 1,.. . , Т,— Г/тг-мерные векторы
условий задачи (1) —(3), 5 —ее вектор ограииченпп. Выделим векторы
условий Лз, / = 1, . . . , г; Л/, j = i, ● ■ ■, рг, t  — соответствующие
положительным компонентам плана (ж*, уЧ^^), ● ● ●  , У^{х'‘)), п рассмотрим
задачу

(
<=1

1?

то через конечное число итераций окажется,

т  Р1г

(6)
/=1 ;=1

г; у/ > О, / = 1, . . . , t = 1, . . . , Г, (7)' 1

Г  Ptт

t.. i
V (8)min.i

f=i j=ij=i

● ● ● j Ур/) — опорное решение
6, . . . ,0)б£", О, . . . ,0)6

6 Е”\ г = 1,. . . , Т. В силу блочной структуры условий (6) D
i

г

А-Х}, т. е. D‘y^ = Ь‘ - А‘х, и базис Б‘ (жЧ, оптимальный для задачи (4)
j=i

при ж = ж'*, оптимален также и при ж == ж. Поэтому
Pt

{min if, ft ) lD'ij‘ = b'-A% y' > 0) = ^/

Пусть (xi, . .
задачи (6) — (8), ж = (xi,. .., ж

п yi 1 ● ● ● 1 У pi 1 ● ● ● >X●  1
t

Ti

==&'-let 1
iVi

iVi II
j=l

T  pt T  ptT T

Ф (ж) = ^ ^  с^ж? + ^ ̂  fly! (x^) = (c, жЧ +CjXj +
(=1 j=l;=i г=1 j=i j=l

г  ptT r

^ (/', Е/Чз;Ч) = Ф U4 ■ Далее, ^Aj{xs
-1- J

3=1>»=1
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pt

п х, — Xj' = о при Xj^ — о, откуда-у/)т. е.Л‘{х — х^'

x — x'^^Zk. Из этого следует, что Ф(Ж)=Ф(лг*), так как неравенство
Ф(5) <Ф(я:'‘) означало бы, что вдоль направления  x — x'^^Zk функция
Ф (а;) убывает при движении от точки х’^, а это противоречит условию
'Y'* = 0. Очевидно, вектор (х, у\ . . . , является опорным планом задачп
(1) — (3); тем самым требуемое утверждение доказано.

Если Ф(х") >ш.тФ(х), то, выбрав возможное направление б'‘ = б(а:^),

получим новое приближение х = х
к овражпому спуску. Таким образом, оппсапныи процесс можно рассмат
ривать как движение по вершппам многогранного множества (1), (2)-
через какие-то промежуточные точки. Значения функции Ф (х) при этом
мопотоиио убывают, поэтому решение будет получено за конечное число
итераций.

Выше отмечалось, что овражная итерация не является полиошаговой:
движение от точки х‘ продолжается до тех пор, пока векторы у‘{х‘+
сохрапяют прежние базисы Б‘{х'). Возможно, что такие итерации целесо
образно чередовать с полиошаговымп итерациями в паправлении '1‘, обра
щаясь к описапиому методу лишь тогда, когда обнаружено зигзагообраз
ное поведение последовательностп {х'}.

4. Ниже излагается вариант метода штрафных функции, который
может быть использован для решения задач выпуклого программирования
общего вида и, в частности, для построения возможных направлений б(х)
в задаче (1) —(3).

Пусть с, X — /го-мериые векторы, hi, yi — гг.~мериые векторы, Qo, Ru Qi ~
выпуклые замкнутые множества соответственно в Е’'о, Е’‘‘, j = 1,.. .
.. ., т. Будем считать, что задача выпуклого программирования

Л+1 Ф(х^+‘) < ФСх**) и снова перейдем

^ б Qo, yi ^Ri, ( ^ ) б ^

(с, x) + ^(/if, г/.-)
m

(9)

m
{=1

разрешима и множество ее сштимальных планов ограничено.
Рассмотрим задачу выпуклого программирования

Хо б Qo, Уг б Ri,

(10)
Trtт

1
^ (с, х,) + ^ (й.-, yi)-+fiP,Xo,X ● ● 1 ^m) min.

m-h i

Здесь Xi^E”o, P^E\ f{P, Xo, Xi,.. .,x,„) — функция, определенная на
Приведем без доказательства теорему, устанавливающую связь

между задачами (9) и (10).
Теорема. Пусть функция f{P, Хо, ..., х„,) обладает следующими свойст

вами: 1) vp > о/(Р, Хо, .. . , х„) выпукла по совокупности переменных
х,„; 2) vp>0 /(Р, Хо, . . . ,Хто) >0, причем равенство достигается

тогда и только тогда, когда Хо = Xi = .. . — 3) для фиксированного век¬
тора (хо, . . . ,х«) такого, что некоторые х,-=5^ Хо, /(Р, Хо, . . . ,х„)

Хо, . . ● )

оо
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. Тогда последовательность оптимальных планов задачи (10)
стремится к вектору {х,. . . .,х, . . . ,y^i), где {х, Tji,. . . ,у„,) —

при Р
при Р
оптимальный план задачи (9).

Если в (9) отсутствуют переменные i/i(?2i = 0), то описаппый прием

ОО

оо

7U

mini а: о р| Q,],
\=0

не обладающей блочной стругчтуроп. Штрафную функцию f{P,Xo, . . , , х„,)
целесообразно выбирать в зависимости от вида ограничений задачи (9) >

Вернемся к задаче (1) —(3). Пусть 'f'* = —ЛлС(а;'‘) =0 и нужно найти
такой вектор х, что Ф (z) <Ф(ж'‘). Нетрудно видеть, что (1) можно раз
ить на небольшое число групп так, чтобы операторы проектирования
Пи.% построенные для каждой из этих S групп, давали Ф 0
оы для некоторых s = 1, . .., S. Пусть ус,ловпя (1) разбиты на две группы:
i = 1, . . . , Т’, и i + 1, . . . , Г. Рассмотрим задачу

ЛХ + П‘у‘ = Ь\ t = i, Т

А‘ц-ЬО‘у‘ = Ь\ t = Ti + i, .. . , Г,

делает возможной декомпозицпю условий задачи [ (с, х)

хотя

It

(11>

Т,● 1

1

— (с, ^ + ,,)+^ (Д y‘) + P\\J; - min.

Здесь Г) б Л". Для любого Р>0 моншо выбрать малое Х>0
векторы 1{Х) = x\-in,^G{x^), г\{Х) ^ порождают

т

(12)

акое,
плаи

мень-
что векторы ^(Я) = _ _
задачи (11), (12) (^(Я), Т1(Я), р‘(Я), У^(Я)), обеспечивающий
шее значение функцнп (12),_ -
П

чем план (^(0), ti(0), у‘(0), р^(0)).
оложив^' =1(Я), =т|(Я), 1/“°^ = р'(Я), применим для решения за¬

дачи (11) , (12) метод типа покот^шонентного спуска: при фиксированных
значениях ^ г = 1, . . . » Pi, находим векторы
^ = Pi + 1, Г, удовлетворяющие условиям (И) и минимизирующие
функцию (12); затем, зафиксировав найденные векторы, минимизируем
(12) по переменным С, i = 1, . . ., Pi. Можно показать, что такой итера
тивный процесс сходится к решению задачи (11), (12), у которого, соглас
но приведенной выше теореме, ^ мало отличается от  р при больших Р.
Таким образом, оборвав процесс после достаточного числа итераций
ложив, например, а: = получим Ф(ж) <Ф(а:*).

Автор благодарит Б. Т. Поляка за ряд ценных замечаний по содержа
ПИЮ работы.
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