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ЭКОНОМИКА
И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

МНОГОМЕРНАЯ ЗАДАЧА
СТАНДАРТИЗАЦИИ С ВЗАИМОЗАВИСИМЫМИ

ПРОИЗВОДСТВЕННО-ЭКСПЛУАТАЦИОННЫМИ ЗАТРАТАМИ

Алексеев О. Г., Васильковский С. А.

(Ленинград)

в  которой произ-Исследуется многомерная задача стандартизации,
водственно-эксплуатационные затраты, связанные с использованием каж
дого туша изделий, определены на множестве удовлетворяемых им потреб
ностей. Предлагается алгоритм ее решения, основанный на идеях метода
ветвей и границ.

Рассмотрим задачу дискретного программирования следующего вида.
Найти а^/ = (1, . . . , /п} такое, что

(1)f (а) =min {f(co) ©=т^0),

Р
(2)

.с/

= {1, . . . , п), и Pfe =0- (3)
1=1

Ее можно интерпретировать как многомерную
НИН с взаимозависимыми производственно-эксплуатацион Р  ̂
ми, имея в виду следующее [1]. Пусть /-множество
ладающих ограниченной заменяемостью и различающих
значениями параметров. Необходимо определить ^ Д.  - т  .
изделий а^/, которая обеспечивает г.^птпажает за-
минимальными суммарными затратами f(a). При э пппи:^одство и
траты на разработку изделий типа г, а
эксплуатацию таких же изделий и зависит от в обобщение из-
творяемых им потребностей р,- Таким образом, налицо обобщение
вестной задачи унификации [1—3]. пбпбшения за-

Аналогичные задачи могут быть ун^версаль-
дач размещения [4] и задач о покрытии [5], что г р
пости рассматриваемой постановки. „..гтм^тюпт^лпп

Несмотря на достаточную общность и большую практнчеа у
мость, задача (1) — (3) мало исследована. В [6] Д  Р „„ ^ взаимо-
вей и границ для решения задач линейного Р ялгоонтм дляЯ"'? "ггг.;вГ,“"«.гг™ ”ло-

обычной формулировке,

значй-

зависимыми
задачи (1) — (3), учитывающий
соб сведения этой задачи к задаче унификации в
методы решения которой довольно РД^РД построения дерева воз-

Для описания алгоритма рассмотрим проне Д по мере их по-
можных вариантов, вершины которого будем “дР верши-
явления. Пусть г=0, 1, . . . - номер вершины и N - ^то
на. Свяжем с каждой вершиной множество меток ( принято
/.,= 1 (^,,= 0), если в процессе построения ветви от к  ДР™о_
решение об использовании (неиспользовании) изделии t для уд
рения потребностей /; lij = S, если ни одно из этих ре Р

1в1 введем множества

ее

было.
Для каждой вершины N* и каждого изделия

Ки = {/11„ = S, ; 6 J}. К1, = {/1 /,7 = 1, / 6
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— {/ I ^‘7 — 0» /6

В ЭТОМ слух1ае общую схему алгоритма можно описать следующим-
образом.

На каждом шаге алгоритма v=l, 2, . . . выбирается вершина N'
изделие р, для которого К.р{фО^- Из К.

и
выбирается переменная q , по-

которой осуществляется ветвление вершины на две новые: jV-''
В вершине W

VI

и /V-'’.
полагается, что изделие р не будет использоваться для

удовлетворения потребностей {Кр z^-i = Kpt\{q]\ Kl
= KtU{q}).

В вершине полагается, что изделие р будет использовано для
удовлетворения потребностей q(Ki,2-.=Ku\{q),i^l-,Kl KltV iq), К
= Kt, KU. = K]t\{q), i^!, 1фр).

Таким образом, в каждой вершине N‘ множество потребностей, ко
торое может удовлетворить изделие г, равно Ju = Ка (J К

Для каждой вновь созданной вершины формируются вспомога
тельная Ро' и оценочная Р,‘ задачи. Первая (Ро') получается из (1) (3)
заменой множества J потребностей, которые может удовлетворить нзде*
лие i на гб/, т. е. задача Ро' имеет вид

/(а^) = min{/(co)|(oC/,

—I
v-l

= ки кP.2V-1 P.2V-1

P.*V

и-

(4)it у

где at — ее решение.
Введем величину минимальных

i потребностей /
затрат при удовлетворении изделием

min [а (у) - с, (у\ {/})], / /, j f /с it у

t
Ctj = (5>0

.  i^Iyj^Kb,oo

сформулируем оценочную задачу P^‘
/(сС|)=т!п{/((,))|о)^/, 0)^0)

и

(6)где

/ (“) — 2 i + Ci (/С'()] + 2 min Си
t

(7)
/67

И at — решение задачи P,^
Она

и в задачу унификации в обычной постановке,
в дальишшем будем полагать , что методы ее решения известны. При

л^вппярмв."^' “ задачи Р,', то множество потребностей, удов¬
летворяемых изделием г , определяется выражением

= {/1 c\j = min {clg 1 р 6 а/}, р б Jit). (8)

же

вершин.
— допустимое решение задачи

у то

(Р</) > {K]i) -f- 2 4/, i 6 ьзл
/6Pj7

^ Теорема I. Если Kh
^0 и {ccf} определены согласно (5)

Теорема Для всякого допустимого решения
:'̂ oцeнкaf{(Sit)^f{(^^t).
Доказательство приведено в приложении

задачи Ро' справед¬лива

.
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Введем оценку

(9)ф (<Х;) = ^ 1^1 -f- С,- (Р«)1 ^ f i^t)
»еа/

л докажем следующие положения. ^
Следствие I. В каждой вершине справедльшы оценки  f ^

"" использо-
</(а.)</(аО^[(сс,)^ф(аг), т. е. величину f Ы можно
вать для оценки нижней границы решения задачи Ро .  р г  р

Доказательство следует из теоремы 2, определения задач Ро , Pi
■оценки (9). , ^ „

Следствие 2. Если а — решение задачи (1) —(3), то  в каждой вар-
шине N^ справедлива оценка f(а)
-МОЖНО использовать для оценки верхней границы решения {рек р

Доказательство вытекает из определения задачи Ро  и '

и

Следствие 3. Если для некоторой вершины N выполняется условие
/ (а()=ф(а,). 7-0 решения а. задачи Р/ во всвд: вершинах, исходящих из
N\ не лучше, чем решение т. в. продолжение ветвления из N неце
лесообразно.

Доказательство этого следствия приведено в приложении.
Исходя из сформулированных теорем и следствии дальнеиш р

та алгоритма организуется следующим образом.
Величина ф^=тш{ф&) |/=0, . . ., 2v} определяет

●V-M шаге верхнюю границу решения (рекорд). В проц список
дерева возможных вариантов на каждом шаге коррект ру
перспективных вершин

0^ = (/1/(а^)<Ф^

Если для вновь созданной вершины N‘ выполняется условие / ( t)
дает лучших результатов и

из N‘. Если=ф(а,), то продолжение данной о ветви
ф(сс<)—рекорд для всех возможных ветвей, исходящих
/Й,)<Ф’, то N‘ добавляется в
ПЫХ вершин G\ Если на некотором шаге G —0, ^ ^^яльное для
вает работу и решение, «°“^“тствующее рекорду Ф , следующая вер-
исходной задачи. В противном случае из G выбир
шина и алгоритм продолжает работу. ппрночных задач

Учет особенностей схемы ветвления при Р® . J^g^^HOMy решению
решения задачи Pi‘ к приближенному

двойственной ей [7] позволяют повысить решения
ность алгоритма. Предложенный способ построения „^ппкого круга
задач вида'^ (1)-(3) можно использовать при вида
задач унификации, размещения и задач о покрытии сам

не

н переход от точного

ПРИЛОЖЕНИЕ

1. Определим ^ силуДоказательство теоремы
(5) для /Е/, y'E/Ci( имеем

min \Ci (у) — Ci (у\ {t
Cij — /})! < Ci (р,т) — Ci (Рп\{/))

= с.- {KWHи) - Ci {KWHit\{}))
откуда Ci ^ Ci (KiiOН + Cij, и, продолжая

Ci (Pfi) > Ci {KWHit\{i, q}) + c\i + cf, ^ >

no анало

>Ci(KJi)+ 5
/ewit

(K]i) + УCij == Ci
mu

гии,

c‘Ч ’

Теорема доказана.
9U



Таблица 1

i - I 1 = 2 1=3

yczJ VC/Cl (V) VC/ Ca (V) Сз (V)

0 0 00 00
{1} 22 {2} 22 {1} 59

(3}m 12 {3} 34 51
{4} 8 {4} 20 {4} 29

31 !2, 3}
{2, 4}
{3, 4}

{2, 3, 4}

{1, 2}
{1, 4}
(2, 4}

{1, 2, 4}

49 {1, 3>
(1, 4}
{3, 4}

(1. 3, 4}

97
29 35 87

48 7016
33 12562

rj =45 Г2 = 40 лз = 10

Таблица 2

I
Т (СЬ^) ф (а'^)t Рз^htV РЯ

о О {1. 2, 4}
{1, 2, 4)
{1, 2, 4}

0
{1, 2, 4>

{1, 4}
{1, 2, 4}

{1,1, 4}

{3> 116 {0}139 1390
1 1 /зз — О {3> 135 1520

2 ^33 — 1
^1 = 0
/и = 1
/12 = 0
/l2 — 1

{3} (1, 2}

{1, 4}

129 139 1390
2 3 {2, 4} {1, 3} 159 167

4 {3> 134 139 1390
3 5 {2} {3} 182159

6 (3) {1}0 139 139 139
4 7 ^23 —

8 /гз — 1 {3} 142 00 152 139

Доказательство теоремы 2. Оно следует из утверждений

с,-/ +
mt

S min 0(М+ S S
Pi'/C/j/

_ mm
Р|/^Лт1б£й/

+ S — S [/"t + S min 2 ^// =
i'ew< je^it

V
l^t + Ci (/Cf/)] -j- 2 min c^if = f ((Oi).— .iU

/6/1'бШ/

Теорема доказана.
Доказательство сл^дствия^З. Если /(af)=cp(aj), то в силу

^едствия 1 имеем /(а^)=/(а{), т. е. at — оптимальное решение задачи
Pq . Из определения задачи Ро‘ для всех Ju: KUt^Ju^Ju, i^I вытекает
неравенство f (сб/) ^f(ai), и, "^ким образом /(cC()^/(at) и задачи Ро^ не
имеют лучшего решения, чем а,.

Численный пример. Рассмотрим задачу (I) — (3)
ными, приведенными в табл. 1.

В соответствии с (5)—(7)
НИИ P^° с

с исходными дан-

вершине iV“ имеем задачу стандартиза-в

f{^)= 2 ''i + ^ min Сц,
i^j *бо

где

1 17 4
с°а\\= — 14 27 13 .

38 19

Ее решение: «„={1,3}. р„={1,2,4}, ^„„=0, р
ф(ао) = 139.

2

46

{3}, /'(ао) = Иб,30 —

912
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139159
139182

Дерево возможных вариантов. Для каждой вершины (О по
казаны величины оценок f(at)—верхнее число и ф(«0 —

нижнее

Дальнейший ход решения задачи приведен в табл. 2, дерево воз
можных вариантов показано на рисунке. В результате решения на
шаге 4 решения (v=4) имеем а={1, 3}, pi={l, 2, 4}, ^2=0»
Рз={3}, и f(a) = 139.
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