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Предлагается аксиоматическое обоснование и не зависящая от цен
экономическая интерпретация гиперболического индекса сравнительной
технологической эффективности Фаррелла и некоторых его обобщений.

1. ВВЕДЕНИЕ

Задача измерения сравнительной эффективности деятельности экономических
объектов относится к числу классических. В отечественной и зарубежной литератзтэе
предложено множество показателей и алгоритмов такой оценки, в том числе с учетом
отраслевой и предметной специфики, ситуации на рынках, народнохозяйственного
уровня сравниваемых объектов и т.д. (см., например, [1, 2]).

Постановки задач и соответственно методов различаются, во-первых, объемом и
составом исходной информации, используемой для описания деятельности сопостав
ляемых объектов; во-вторых, алгоритмами сравнения состояния ресурсов, технологии
и других факторов хозяйственной деятельности; в-третьих, спецификой самой задачи
(она касается либо технологии, либо распределения ресурсов, либо общей эффек
тивности производства [3]). Спектр предлагаемых вариантов достаточно широк - от
обширных перечней показателей, детально характеризующих состояние производства
и влияние результатов деятельности на социально-экономическую и природную среду,
до одиночных обобщенных индикаторов, таких, как разность между стоимостной
оценкой результатов и затрат (в динамическом варианте - с учетом дисконта),
соответствующая в микроэкономическом случае прибыли предприятия. Часто для
описания технологии производства с целью измерения его эффективности исполь
зуются производственные функции (ПФ) и производственные соответствия ([4-8]).
Вместе с тем даже в рамках одного и того же информационного описания технологии
возможно построение разлшшых измерителей (индексов) технологической эффектив
ности, о’гражающих те или иные аспекты ситуации и соответствующим тем или иным
требованиям к показателям эффективности. Некоторые наиболее общие аксиомы,
которым должны удовлетворять такие индексы, обсуждались в [3, 9].

Сфера практического применения расчетных показателей (при мультипликативном
подходе - индексов) сравнительной эффективности технологий в российской экономи
ке в настоящее время быстро расширяется. В условиях централизованного управления
эти показатели использовались для обоснования технологических нововведений и
служили базой финансового поощрения инновационных инициатив. В начале переход
ного периода их исключили из экономической практики, так как полагали достаточ
ными такие чисто коммерческие показатели, как доход, балансовая или чистая при
быль и т.п. Однако при стремлении предприятий к привлечению средств инвесторов и
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долгосрочному повышению обшей эфФ=-“НО«и хозяйствования^
чение в экономическим обиход целого эффективности инвестиций
(внутренняя норма прибыли, различные ко фф ^ случаях, когда цены
финансового состояния предприятия и т.д.)- Р „телей эффективности нена
Труднопредсказуемы, а использование ” и /а баз^ нГтурвльнь.х измер,Т-

должны подключаться индексы "ФФ«™"°"ндексов сравнительной эффеТ
телей. Обширную сферу "Р” эсЬФективности работы предприят,,,-,
дежно

тивности представляет также факторный ^ количественной статистической '
фирм, целью которого является как размер фирмы, ти" ^

зависимости величин индексов от так н управленческая стратегия
собственности, отраслевая принадлежность, конкурентная у н гия
и т.п. (обзор работ этого направления приведен в LiJ)- ^ „з^ерению сравнительной

Один из наиболее общих ^ работе рассмотрен и исследован ряд
эффективности производства развит в [ ]. ^ гЬгЬрктивности данной и иных возможных
“™“ -™р”- .с

технологии' , к „ /^^ном выражении за один период, в
называемый "гиперболический графо-

, определяемый в [3] как

и

производственных
I конечных результатов производства

основного показателя предложен так
технологической эффективности Фаррелла

качестве
вый" индекс

(1)
/7 (д:, м) = inf{^ ^ 0; (Ъг, £ G},

где X н - векторы производственных затрат и результатов нроизводства (технолопв,);
G множеГво всех допустимых (сравниваемых) технологии. Мерой эффективности
Гто'ч“Гффективно<^и) базовой технологии Л = (х, н) здесь считается длина" пут.,
(точнее, ««^ФФ ^ „„ожества сравниваемых технологии по гиперболической

траектории нроТодящей через Л, Впоследствии функция (1) успешно применялась для
;ГсГеГов сра^ит^Гной эффективности работы группы предприятии (с учетом
нежелательных побочных le определения индекса техноло-

ффект—и (1) (в частности, выбор ™-Рб-:^Гпо°дк;^Гл:™ьГЛз1

а^"ио"Х:Гче?к1”об“^ием с3”ющих формул. В [3, с. Ш] утверждалось
™ что функц°Г(1) не имеет интерпретации в терминах сравнения прибь.леи от
™;зоваЙГ дГух разных технологий. В результате вопрос об обоснованности
применения (1) в качестве меры эффективности технологии и его экономической
интерпретации оставался открытым.

Частным случаем задачи построения индекса для
технологии Д в составе множества G является определение меры сравнения двух
произвольных технологий Д и К. Если Д и У представлены точками в конечномерном
пространстве, то в.качестве скалярных критериев сравнения использовались такие
функции, как евклидово расстояние, сумма модулей разностей одноименных коор-

(когда координатами являются булевы пере-

от точки

гическои э

измерения эффективности

динат, число несовпадающих элементов
менные) и др. В большинстве случаев выбор той или инои меры представляет
непростую задачу, от решения которой, однако, могут существенно зависеть
результаты ранжирования сравниваемых объектов. Для облегчения такого выбора
было бы полезно иметь для каждого из "кандидатов" на роль этой меры одну илц
несколько альтернативных систем аксиом, дающих адекватное описание таких кри
териальных функций в терминах, допускающих предметную интерпретацию. В такой
ситуации для выбора меры можно было бы использовать не только апостериорные
данные о результатах ее применения, но и априорную информацию о предметно
целевой специфике решаемой задачи. Кроме того, наличие интерпретируемого аксио
матического описания различных функциональных конструкций для измерения сравни
тельной эффективности технологий или их множеств позволяет более точно сфор
мулировать предпосылки, на базе которых строится модель, включающая эти ин-
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дексы, II тем самым обеспечить более адекватное понимание полученных с помощью
таких моделей результатов.

Характерной чертой индекса технологической эффективности Фаррелла (I) как
меры неэффективности точки А по сравнению с другими точками является то, ^ito
результат сравнения зависит лишь от точек, расположенных на "гиперболе": Г =
= { {Су. Су. '^) = Таким образом, точки множества С, не пред¬
ставимые в таком виде, не допускают сравнение с точкой А с помощью данного
индекса, что ограничивает его практическую применимость в случаях, когда мно
жество G П Г невелико по сравнению с G или вообще пусто. В связи с этим возникает
вопрос о конструировании более гибких индексов технологической эффективности,
подходящих для измерения степени эффективности данной точки А в составе
произвольных множеств G, в том числе состоящих из небольшого числа отличных от А
элементов.

Цель настоящей статьи - дать одно из возможных аксиоматических обоснований
индекса технологической эффективности Фаррелла (1) и некоторых более общих мер
сравнительной эффективности (в том числе для сопоставления двух технологий) и
показать возможность чисто экономической интерпретации этих индексов через соиз
мерение размеров ожидаемой при реализации той или иной технологии прибыли.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Сформулируем общую постановку и модельную схему задачи построения индекса
сравнительного измерения технологической эффективности производства, уточняя
развивая подход, предложенный в [3, 11, 12].

Предполагается, что каждую конкретную ситуацию измерения сравнительной эф
фективности технологий определяют следующие компоненты: G — заданное мно
жество анализируемых (сравниваемых) технологий; Л  е G — выделенная исходная (ба
зовая) технология; > - бинарное отношение сравнительной эффективности на
жестве G: Y'^Z, если К, Z е G, и технология Y более эффективна, чем техноло
гия Z.

Множество G, вообще говоря, может быть как конечным, так и бесконечным,
включать как реальные, так и проектируемые технологии, иметь любую конфи
гурацию. Отношение^ должно быть определенным образом согласовано со струк
турой множества G в том смысле, что в нетривиальном случае множество сравнимых
технологий охватывает значительную часть множества G х G (иначе описание
исходной ситуации сравнения неадекватно постановке задачи).

Отпет на вопрос, какая из двух технологий эффективнее, может зависеть от того,
с каких позиций производится сравнение, в частности, какая точка в множестве
технологий является исходной (базовой), поэтому в общем случае предусматривается
зависимость отношения > от точки Л:> =>д и задача состоит в построении шкалы
измерения (в смысле [13]) отношения технологической эффективности.

Конкретизируем структуру множества технологий G и отношение эффективности
Начнем с множества G. Предполагается, что каждая технология У € G однозначно

характеризуется наборами затраченных (у) и произведенных (ц) за определенный
период товаров или услуг, К = (у, "О). При этом существуют два непересекающихся
конечных классификационных перечня, отражающие номенклатуру (виды) невзаимоза-

соответственно затраченных и произведенных продуктов по всем техно
множества G. Кроме того, считается заданной система количественных

измерителей, позволяющая для каждой технологии указать объемы затраченных и
произведенных продуктов по каждой номенклатурной позиции. Это дает возможность
представлять наборы затрачиваемых и выпускаемых продуктов как элементы двух
векторных пространств фиксированных размерностей. Операции сложения в каждом
из этих пространств соответствуют объединению наборов, а умножения

и

мно-

меняемых
логиям из

на поло-
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жительное число - пропорциональному увеличению или уменьшению количества то
варов в данном наборе. Таким образом, каждая технология Y е G представима в виде
пары неотрицательных векторов К = (у, tj),у е Я",  V е  где п — число видов
используемых, aw- производимых продуктов.

Предполагается, что множество анализируемых технологий G составлено из одно
родных в определенном смысле элементов: состав затрат и выпусков в различных
технологиях считается одинаковым и представленным  с помощью одних и тех же
измерителей.

Уточним теперь свойства отношения сравнительной (технологической) эффектив
ности и соответствующего ему нестрогого отношения эффективности.  Технологии
К, Z е G допускают сравнение по степени эффективности только в тех случаях, когда
они сравнимы с базовой технологией Ае G. При описании технологии производства в
виде преобразования вектора затрат в вектор результатов следует учитывать по
рождаемую, как правило, ею на множествах затрат и результатов структуру опре
деленных ("технологических") пропорций между объемами некоторых расходуемых
ресурсов и выпускаемых продуктов (существование такой структуры и пропорций
затратах и результатах хорошо известно и отмечено, например, в [14]). В достаточно
общем случае эта структура может быть задана с помощью двух бинарных отно
шений (т^ и 0) на множествах координат векторов затрат и векторов выпусков, а
именно: пусть (/], /2) ^ Л» если между координатами иу,^ векторов возможных
затрат для данной технологии должно выполняться определенное соотношение. Ана
логично (/ьУг) ^ 0. если объемы производства продукции видов и J2 при данной
технологии связаны также определенным соотношением.

Очевидно, "Пив являются отношениями эквивалентности на множествах {1,
и  w} и разбивают их на непересекающиеся подмножества =
= iVi и ... и yV^, {1, ...,m} =Л/| и ... и Ml, выражающие группы эквивалентных (с
точки зрения Т] и 0) индексов. Теперь, если i\, е N, для некоторого г, 1 г то

для любых допустимых векторов затрату, у's Я"у/| :у-^ =у.^:у.^. Если же /j, ij, 1 й»
/2^ п, принадлежат различным множествам то у,-| и у,^ функционально
независимы. Обозначив через со пару отношений эквивалентности со = (Г), 0), будем
рассматривать со как бинарное отношение на множестве пар (у, о) е Я'| х Я^. От
ношение со такого типа назовем схемой технологических пропорций. Технологические
векторы К = (у, о) и Z = (z, w) будем называть (й-параллельными,  если y,j :у/^ = 2/, -Zi^
V(/,,f2)eTi и

торов Y и Z используем запись
Легко видеть, что если Z = (z, w), где z ^ О, w О, то для со-параллельности

векторов Y и Z необходимо и достаточно, чтобы существовали ненулевые числа
..., р.], .... Pm такие, что у, = X,,z,-, / = 1,..., п, bj = \ijWj,j = 1,..., т, причем

Xj = Xj', если /. /' е N, при некотором ?, 1 ^ г  ^ А:, и Ру = р.у-, если j, f е при неко
тором I ^ S ^ I. Наиболее "сильный" вариант со-параллельности возникает, когда Л =
=  X {1,...,л},0 = (1,...,т}х (1,...,/п}.В этом случае все координаты
вектора затрат функционально зависимы, и все координаты вектора выпусков также,
а любой со-параллельный Z вектор имеет вид Y = (y,v) = (Xz, p.w), где X., р. 0. В
дальнейшем будем считать, что в качестве со может фигурировать любая пара
отношений (л, в), удовлетворяющая следующему условию: если х,- = О, то л содержит
любую пару вида (/, к), где I ^ к ^ п, и если Uj  = 0, то 0 содержит любую пару вида
(J, /), где I ^ I ^ п. Эти условия обеспечивают совпадение распределений нулевых
координат базового вектора А и любых со-параллельных ему векторов Y. Соответ
ствующее отношение со будет наиболее "слабым" вариантом со-параллельности. Эти

в

обозначения со-параллельных век-
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два полярных варианта были использованы в [3] при конструировании индексов
эффективности.

Таким образом, непосредственное сравнение по степени эффективности допускают
лишь векторы, со-параллельные друг другу и базовому вектору А. При этом либо
структура ш задается априорно на основе информации о всем множестве анализи
руемых технологий, либо - в минимальном варианте  - условие со-параллельности га
рантирует совпадение номеров нулевых координат сравниваемых векторов с номерами
нулевых координат базового вектора i4.

Если через обозначить множество векторов У € Л” х со-параллельных
вектору Д, то сравнению по эффективности могут подвергаться лишь элементы из
множества = G П П^: У >^Z У, Z е G%.

В качестве базы для сопоставления элементов У, Z  е G^ по эффективности может,
вообще говоря, быть использовано любое транзитивное бинарное отношение. В дан
ной постановке строгое отношение эффективности> мы определяем, следуя [3], на
основе покоординатного сравнения технологических векторов: У строго эффективнее
Z, если У, Z е G^ и

у, < Z,, либо у, = 2,-= О, 1 = 1,..., л,
(2)

\)j>Wj, либо г)у = и'у = 0, у=1,..., ш
(специфицированное таким образом отношение будет обозначать >лш). Отсюда по
лучается нестрогое предпочтение по эффективности, если считать, что У когда

либо Z = У 6 G^, либо У >^Q)Z. Отношение является пересечением отношения
покоординатного сравнения векторов с отношением принадлежности к множеству век
торов, со-параллельных А. Будем называть такое отношение отношением эффектив
ности, связанным с технологией А и схемой технологической зависимости со.

Таким образом, каждая конкретная ситуация измерения эффективности характери
зуется с помощью набора S = (G, А, со, >, где G - подмножество /?" х (мно
жество анализируемых технологий); А - выделенный элемент G (базовая технология):
со = (т|, 0) - совокупность двух отношшшй эквивалентности, г\С {1,..., л) х {I,..., л {,

— транзитивное би-0C{l,...,m}x{l,...,m} (схемы технологических пропорций); >
нарное отношение на множестве G^ вида (2), связанное с технологией А и схемой про-

-4(1)

порции ш.
в этих условиях индексом сравнительной технологической эффективности базовой

технологии А по отношению к тому или иному множеству технологий G будет функция
F, определенная на множестве подмножеств G С /?"  х Л"', содержащих А, принимаю
щая значения в множестве R+ и отражающая в количественной шкале степень эф
фективности А (в смысле заданного отношения эффективности >^щ) по сравнению с
остальными точками множества G.

Данная постановка задачи отражает достаточно часто встречающуюся в эконо
мической практике ситуацию, в которой требуется построить систему текущих срав
нительных оценок деятельности предприятия или иной производственно-хозяйственной
системы (цеха, участка, отдела и т.п.) по отношению к деятельности других, сходных
в том или ином смысле объектов (конкурирующих предприятий, цехов, участков). При
этом для условий рыночной экономики в отличие от централизованно  (иерархически)
управляемой более характерна асимметричная постановка задачи, когда в анализе
заинтересован не орган управления всей группой предприятий, а один из входящих в
нее экономических субъектов (представленный базовой точкой Л). Множество G в
этом случае составляют технологические векторы предприятий данной группы.
Сохраняется данная модель задачи и тогда, когда речь идет о количественном
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сопоставлении технологий, допускающих реализацию (или реализованных ранее) на
же объекте, а также об оценке эффективности инновационныходном и том

мероприятий по переходу от одной технологии к другой, в частности о сравнительном
анализе инвестиционных проектов.

3. АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ И ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ИНДЕКСОВ
СРАВНИТЕЛЬНОЙ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ

Рассмотрим требования, которым должна удовлетворять функция F для исполь
зования в качестве индекса технологи'шской эффективности. Приводимая
система включает две группы аксиом. В первую (аксиомы А1—АЗ, А6) входят требо-

характеризующие общие и естественные для любого индекса технологической
эффективности свойства (см. также [6-8]). Вторую группу (А4, А5, А7) составляют
условия, отражающие поведение F относительно специфических операций и отноше
ний на ее области определения. Обоснованность этих аксиом при составлении индекса
технолопшеской эффективности в конкретной ситуации не бесспорна, однако отказ
них

ниже их

вания,

от

означал бы необходимость перехода к другому, более сложному в определенном
смысле индексу эффективности.

В соответствии с концепцией измерения как гомоморфизма двух реляционных
[13] для задания шкалы измерения необходимо определить, во-первых, носи-

эмпирической и измеряющей систем и, во-вторых, множество отношений на этихсис-

систем
тели
носителях, учитываемых при построении гомоморфизма. Носители реляционных
тем определены в аксиоме А1, а множество отношений включает одно унарное
отношение (выделенная точка А) и четыре бинарных (отношения эффективности ’
пропорциональности технологий, а также теоретико-множественного включения и
доминирования по эффективности сравниваемых технологических множеств).

1. Область определения и область значений функции F. Обозначим через

В'^(/?” X R'^) множество всех подмножеств G С /?"  х /?”, содержащих точку А s

eR'_l X Функция F в общем случае зависит от А, определена на B‘^(R'l х /?"') и при-

и

нимает значения от О до I.

А1. F = Fa:B^(R"xR^)^(0,1]. (3)

2. Значение F на одноэлементном множестве. Поскольку G е B-^CR'l х R^), единст
венно возможным для одноэлементного множества G является случай G = (Л). Зада
ние значения F^ при G = {А} определяет единицу измерения и превращает коли
чественную шкалу измерения эффективности в абсолютную. Естественно считать
индекс эффективности технологии А по сравнению с нею самой равным единице.

А2. FMA]) = 1.

Обе аксиомы А1 и А2 относятся к конвенциальным, уточняют объект и характер
измерений и не нуждаются в специальном обосновании. Условие О < F(G) ^ 1 озна
чает, что в приведенной постановке задачи каждое из анализируемых на эффектив
ность множеств технологий G содержит "тестовую" точку А. Условие (4) отражает
рефлексивность отношения нестрогой эффективности.

3. Поведение функции F на двухэлементных множествах G. Эта группа включает
четыре условия, первые два из которых определяют монотонность индекса эффектив
ности относительно сравнимых технологий, третье и четвертое — локальную одно
родность индекса, т.е. характер его поведения при пропорциональном (но ограничен
ном) изменении координат вектора технологии.

Условимся, что обратная к F^({K, Л}) величина при Y^A показывает, во сколько
раз технология Y более эффективна, чем Л (если Y на самом деле эффективнее Л,
У 2*^щЛ), и что Fa{\Y, А}) = 1, если отношение У ^a<iA че имеет места.

(4)
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Первая из данной группы аксиом определяет, во-первых, направление измерения
эффективности (значение индекса /И) тем меньше, чем более эффективной по
сравнению с Л является технология Y), во-вторых, непосредственную связь индекса
эффективности с отношением эффективности (нестрогая монотонность индекса
относительно отношения

АЗ. Л))=£ Р.,({2,Л|),

Первое условие естественно согласуется с А1 и А2, второе является минимальным
функциональным требованием к индексу эффективности.

Более сильные функциональные требования предъявляются к индексу при отраже-
результатов сравнения строго более эффективной технологии с базовой. Индекс

сравнительной эффективности должен обладать достаточной "разрешающей способ
ностью

А4.

В принципе выполнение данного требования не является абсолютно необходимым,
однако при отказе от него "неразличимыми", с точки зрения индекса эффективности,
могут стать слишком значительные части анализируемого множества технологий. Ин
декс технологической эффективности предполагается, таким образом, строго монотон
ным относительно строгой эффективности некоторой технологии по сравнению с
базовой.

Аксиомы АЗ и А4 характеризуют поведение функции F, касающееся бинарного
отношения эффективности >Аа на множестве сравниваемых технологий G. Поскольку
эти технологии описываются парами векторов, на их множестве существует еще одно
естественное для векторного пространства бинарное отношение, ассоциированное с
операцией умножения вектора на число. Необходимо определить свойства понятия эф
фективности и, соответственно, индекса эффективности в связи с этим отношением.

Сначала заметим, что если у, е — векторы затрат, причем у' = осу, где сс < 1,
то естественно считать, что у' "лучше (в смысле эффективности), чем у в сс * раз.
Подобным образом, если ц, г>' е /?”* - векторы выпусков, причем г>' = х>/(Х, где а < 1,
то также "лучше" х> в а"^раз. Основной смысл следующей аксиомы А5 состоит
том, что в этой ситуации технология Y' = (у', “и'), составленная из векторов затрат у
результатов \)^, также
тивней) технологии К = (у, “о) в а
ведется, во-первых, по каждой координате технологического вектора и, во-вторых,
что эквипропорциональное "улучшение всех координат в сс“* > 1 раз приводит
"улучшению" всей технологии в такое же число раз. Отказ от этого предположения
был бы правомерен в случае заведомой неравноправности координат технологического
вектора или нелинейности зависимости результатов применения технологии от ее
масштаба (интенсивности). Априорных оснований для таких гипотез нет.

Наконец, естественно предположить, что если технология Y эффективнее базовой
в р > 1 раз, а технология aY эффективнее У в a"i  > 1 раз, то аУ эффективнее

р > 1 раз (через аУ при а > О здесь и далее обозначается технологический вектор
аУ = (ау, а~^ц)). Таким образом, для эквипропорциональных технологий, более
эффективных, чем базовая, предполагается транзитивность измерения относительно
неравенств аУ У >АаЛ^ если а < 1- Приведенное условие записывается в виде

^л((аУ, A}) = aF^Ul'M)), «<1, Y>aJ^.

В силу А4 условие У>^(И эквивалентно тому, что Fa{{Y, Л)) < 1- Нетрудно
казать также, что при выполнении А4 условие (7) эквивалентно

/^д({аУ, Al) = aF^({y, Д}), ^^((У,Д})<1, ^д({аУ. Д)) < 1.

Иными словами, индекс эффективности данной технологии по сравнению с базовой

(5)

НИИ

, чтобы однозначно отличать более эффективные, чем базовая, технологии.
(6)

в
и

должна быть "лучше" (или, в нашей терминологии, эффек-
> 1 раз. Это означает, что учет эффективности

-1

к

Д в
-1а

(7)

по¬

ев)
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считается линейно однородной фукнцией от коэффициента масштаба применения дан
ной технологии, однако из-за ограншюнности самого индекса (аксиома А1) это свойст
во имеет место лишь когда исходная и масштабированная технологии строго эффек
тивнее базовой.

Дополнительно предполагаем, что при фиксированных  Y иА зависимость |аУ, А})
от а непрерывна. Альтернатива возможна, если есть основания особо выделять скач
кообразные изменения эффективности технологии по мере ее непрерывного экви-
пропорционального изменения.

Таким образом, сформулируем следующую аксиому.

А5. Fa([0-Y, А})~ непрерывная функция от а > О при любом У g /?" х причем

FA{[a.Y,A]) = aF^{[Y,A]), F^([Y,A))<1, F^({aY, А}) < 1.

4. Отражение с помощью функции F структур множества х R”l). На мно¬

жестве подмножеств G С Л" х существуют два основных типа структур: теоре
тико-множественные операции и отношения, индуцированные отношением эффектив
ности на базовом множестве R'l х /?”. Основным представителем первого типа струк
тур мож^т служить отношение включения. Разумно считать, что чем шире мно
жество, тем шире, вообще говоря, возможности поиска в нем эффективных тех
нологий.

А6. Fa(G')^ Fa(G), GQG' C.RlxR"l.

(9)

(10)

Для описания поведения функции F относительно структур второго типа введем

бинарное отношение доминирования на множестве B'^(R'l х  Скажем, что множест
во G' доминирует множество G (в смысле эффективности), если существует такой
эпиморфизм (р: с —> G', что /^({ф(У), Л}) F({Y, А}) для любого У g G (обозначение:
G' G).

Условие G' л G означает, что каждый элемент У е G доминпруется каким-либо
элементом из G' в смысле лучшего значения индекса эффективности.  Связанное с от
ношением G' G требование к индексу эффективности состоит в его монотонности
относительно данного отношеьшя.
А7. Fa( (И).G')^F^{G), G'/.G.

Действительно, если по сравнению с базовой технологией каждый из элементов
У G G имеет худший индекс эффективности, чем некоторый элемент У' е G', то
оценка всего множества G не должна быть лучше оценки множества G'. Обратное
предположение означало бы, что оценка множества формируется не как функция от
оценок его элементов, а в зависимости от взаимоотношений между самими эле
ментами.

В совокупности условия (3)-(U) представляют систему аксиом, характеризующих
более или менее естественные свойства индекса эффективности. Ниже будет
доказана теорема 1, дающая общий вид такого индекса и его описание через экстре-

ценовые характеристики затрат и результатов производства. Индекс сравни
тельной эффективности двух технологий, подчиняющийся условиям А1-А5, описан в
теореме 2.

Прежде чем переходить к их формулировке, необходимо
ческую операцию, предназначенную для соизмерения скалярных показателей, прини
мающих как положительные, так и отрицательные значения.

Пусть а vih
казателя

мальные

одну специфп-ввести

положительные или отрицательные числовые значения одного по-
, соответствующие разным объектам , условиям или периодам времени (на

пример, размеры полученной за период прибыли или понесенного убытка). Для опре
деленности примем, что желательнее более высокое значение показателя. Для коли-
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соизмерения а и Ь обычно используется либо их отношение (при муль-чественного
типликативном, индексном подходе), либо разность (при аддитивном). Мы применяем
здесь мультипликативные шкалы.

Обычно считается, что а "больше" Ь и к раз, если alb — к, причем а ^ Ь, если и
только если Л ^ 1. Однако такое измерение допустимо лишь в том случае, когда аиЬ
положительны. Если а,Ь <0, то для мультипликативного соизмерения следует брать
обратное отношение: а "больше" h ъ к раз, если Ыа  = к\ тогда а ^ Ь в том и только в
том случае, когда к ^ Если же а > О, Ь < О, то, очевидно, при мультипликативном
подходе следует считать, что а больше Ь в бесконечное число раз.

Введем специальную бинарную операцию направленного деления на множестве R,
результат которой независимо от знаков операндов можно было бы однозначно интер
претировать как "число раз, в которое одно значение показателя лучше другого".
Обозначим эту операцию через а\Ь пположим

alb, если a,b>Q,

ЬI а, если а,Ь<0,

а 5= О, Ь < О или a>Q,b = 0,
а^0,Ь>0 или а<0,Ь = 0.

Поскольку введенная операция, так же как и обычное деление, является функцией
нулевой степени однородности от своих аргументов, измерение соотношения между
величинами с помощью этой операции осуществляется  в шкале отношений. Дополни
тельные свойства операции направленного деления приведены в Приложении.

Определенная на множестве чисел операция индуцирует естественным образом
операцию на множестве функций. Если f[x) и g(x) — функции, определенные

котором множестве D и принимающие значения в й U «о, то функция h{x) = fix) \ gix)
при каждом фиксированном х g D показывает, во сколько раз f(x) "лучше" g(^:). При
некоторых условиях возникает также возможность определения функционала,
соизмеряющего значение функций / и g на всем множестве D. Положим

/1 g = inf fix) \ gix). Если fix) и g(j:) выражают значения некоторого показателя
xeD

деятельности двух различных объектов при одних и тех же условиях, задаваемых
вектором х G D (например,/(х) Hg(x) — расчетная прибыль двух предприятий при

формируемых извне ценах х на продукцию и ресурсы), то / [ g показывает, во сколько
раз первый объект будет работать по данному показателю лучше, чем второй при
наименее благоприятных внешних условиях.

Перейдем к формулировке основных результатов (теоремы 1, 2), представляющих
описание функциональной структуры и свойств индекса эффективности, связанного с
данным отношением сравнительной эффективности. Доказательства теорем и неко
торые комментарии приводятся в Приложении.

Для формулировки теорем введем следующие обозначения. Пусть р € — вектор

ресурсы производства, ^ £ R+ ~ вектор цен на продукцию, Я = (р. фу ^ ~

= (у, ц) Е R'l X R'l ~ произвольная технология. Обозначим через п(Р, Y) величину

_ Zqpj-'Lpiyi, выражающую размер прибыли при использовании технологии Y
цен Я; через niV) - прибыль при использовании технологии Y, рассматриваемую как

функция от вектора цен Я. Условимся также, что если у — (yj,..., у„), z = iz\,..-, ^п) ^
Е Я", то у О Z = (yiZ],..., y„z„) G Я". Результат направленного деления 7г(У)1тс(Л)
выражает минимальную (по всем возможным ценам) величину соотношения прибылей,
связанных с реализацией технологий К и Л.

а\Ь = еслиоо

о. если

на не-

цен на

и
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Теорема 1. Пусть заданы: Jt е /?+ - ненулевой вектор затрат', и е /?"' — ненулевой
вектор выпуска', А = (л:, и) - базовая технология', W = (т), 0) — схема технологичес
кой зависимости', >Л(^ —отношение технологической эффективности,  связанное
с технологией А и схемой со; С У?" х /?'" - множество сравнимых с А техноло
гий.

Пусть F: R'l х R"l) —> [О, 1] - некоторая функция. Тогда: 1) следующие ут¬
верждения (а), (б) и (в) эквивалентны:

а) функция F удовлетворяет аксиомам А1-А7,
б) функция F представима в виде

F(G)= inf п\з\{у:1 x:,u;lx>i), GeS'4^^
(v.u)eG^ Xj*o

(12)

B)F(G)= sup я(У)|тс(Л) V Gs5'4^+x/?;'),
-  J

(13)

2) на множестве тех подмножеств G е В^{ /?'| х Л^), которые вместе с каждой
технологией У = (jy, D) е G содержат все технологии Y' = (у', d')H(o1^> которых
у' ^ у, "и' ^ 1), функция F, удовлетворяющая условиям а)-в), совпадает с ги
перболическим индексом эффективности Фаррелла

F{G) = Fg{x, и) = inf{X 5= 0: (Кх. X~hi) е G\.

Первая часть теоремы устанавливает однозначное соответствие между видом
индекса технологической эффективности (12) и системой свойств А1-А7, а также
позволяет интерпретировать обратную к нему величину как наибольшее значение
направленного отношения прибылей от реализации всех сравниваемых технологий к
прибыли, связанной с базовой технологией (при условии, что это отношение рас
считывается при наихудших для производителя ценах). Чем ниже индекс техно
логической эффективности множества G (и соответственно выше степень эффек
тивности технологий из G), тем больше прибыль, которую можно получить, используя
технологии из множества G.

Если координаты затратных (в более общем случае - нежелательных)  компонент
технологических векторов У е G записывать с помощью отрицательных величин, а
сами векторы У представлять как функции У(/) на множестве номеров координат 1 ^

^ i ^ п + т, то, используя введенную операцию направленного деления |, формулу
(12) для индекса технологической эффективности, удовлетворяющего  аксиомам А1-
А7, можно записать в виде

(14)

I
, GeB'^(R"xR:;!).F(G) = Y Аsup

(^(>’,и)еС2

Вторая часть теоремы 1 устанавливает совпадение обобщенного индекса техноло
гической эффективности с гиперболическим индексом Фаррелла для множеств, со
держащих вместе с каждой технологией и все "худшие" в смысле покоординатного
сравнения затрат и результатов технологии (множества с таким свойством являются
типичным объектом в теории эффективности; в [1, 3] такие множества называются
"строго доступными” ~ strong disposable).

Характеризация предложенного индекса технологической эффективности для срав
нения двух технологий У и Л (что соответствует одно- или двухэлементному мно
жеству G) дается следующим утверждением.

Теорема 2. 1) В обозначениях теоремы 1 условия а), б) и в) эквивалентны:
а) функция F{[Y, А]) удовлетворяет аксиомам А1-А5,

I
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б) для любого

/'■’({y,A}) = min{max {j. /x,-, Hj/Dj},!}. (15)-

Ну 5*0

в) для любого УПсИ

(16)
F({K,/il) = (nmW}')l7iH),l))‘',

2) если Y то

l/F({y,A)) = mm {Xj/yi

Uj*0

Эквивалентность утверждений б) и в) теорем 1 и 2 можно интерпретировать
равенство функций технологической и "экономической" эффективности при наихудших
ценах. При нестабильных и непредсказуемых ценах деятельность экономического
субъекта может быть направлена не на максимизацию прибыли, а на максимизацию
индекса технологической эффективности.

/и^} = 7С(У)| 71(A). (17)I’

как

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Согласно полученным результатам индекс сравнительной эффективности, подчи
няющийся более или менее естественным аксиомам, необходимо обретает форму
функции с нулевой эластичностью взаимозаменяемости факторов, причем в
последних выступают отношения одноименных координат сравниваемых технологий.
Основную "ответственность" за невзаимозаменяемость факторов внутри затратной -
результативной групп несут определение отношения эффективности как поко
ординатного и аксиома А4, а между факторами из разных групп - А5.

Полученный результат допускает также следующую интерпретацию. Систему
аксиом А1-А5 (вместе с условием У можно рассматривать как альтернативное
обоснование функции Леонтьева (линейно однородной вогнутой функции с нулевой

факторов) от отношений координат векторов У и Л и обратных
(для затратных компонент) величин. Представление этой функции в виде

1 / F({У, А}) = inf (71(Р, У) 1 п{Р.А))

качестве

и

эластичностью замены
к ним

(18)
р&о

значений ПФ в виде нижней границы по множеству до¬аналогично представлению
пустимых цен отношения себестоимости к нормативу удельных затрат. Такое пред
ставление для линейно однородных вогнутых ПФ может быть получено из теории
двойственности между ПФ и функциями минимальных удельных затрат [8]. В случае

= о равенство (18) является непосредственным следствием теоремы двойственности
между ПФ и функциями удельных затрат на единицу продукции. Верно и следующее
обращение этого утверждения: если индекс эффективности технологии У задан как
функция Леонтьева от отношения координат двух сравниваемых векторов, а прибыль
от реализации технологии У может быть выражена как линейная однородная функция
от цен, объемов затрат ресурсов и результатов производства, то в таком же виде
можно представить и прибыль, связанную с реализацией технологии А. В общем

возможности интерпретации того или иного индекса сравнитель-
отношения

п

случае вопрос о
ной эффективности двух технологий как нижней грани направленного
соответствующих прибылей по некоторому ценовому множеству, по-видимому,
открыт.

Аксиоматическое построение
эффективности можно рассматривать как попытку моделирования функции эксперта,
дающего сравнительную количественную оценку двум или более альтернативам из

обоснование индексов сравнительной экономи^шскоии
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некоторого множества подлежащих сравнению. В известном методе анализа иерархий
[13] в качестве исходных данных используются полученные экспертным путем коэф
фициенты Oij, показывающие, во сколько раз альтернатива i лучше j. Если каждая
альтернатив представлена многомерным вектором затрат и результатов, то получение
экспертного заключения может стать проблематичным. В таких случаях целесо
образно использование аксиоматических индексов эффективности, подобных изучае
мым в данной работе.

В определенном смысле индекс эффективности (12) и соответственно  индекс
Фаррелла являются самыми простыми из всех допустимых, так как имеют наиболее
простую функциональную структуру. В конкретных ситуациях измерения эффек
тивности (особенно при небольшом количестве учитываемых показателей затрат и
результатов), привлекая для моделирования дополнительную неколичественную ин
формацию о целях измерения и особенностях фунционирования объектов измерения,
можно было бы строить более сложные индексы с более богатой структурой за
мещения или характера влияния различных компонент технологии на результаты
измерения.

"Аксиоматизация" известных в теории или используемых на практике моделей и
алгоритмов расчета различных экономических показателей и индексов должна стать,
по нашему мнению, важной методологической задачей экономико-математического
направления. Создание альтернативных и допускающих экономическую интерпрета
цию систем аксиом, однозначно характеризующих отдельные элементы экономико
математического инструментария, необходимо для исследования связей как между
самими моделями, так и между ними и объектами моделирования, определения
наиболее адекватных для конкретной ситуации методов и моделей экономического
анализа.

из

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательства теорем 1 и 2 базируются на трех вспомогательных утверждениях,
относящихся к функциям, являющимся однородными на некоторой части области
определения.

Назовем функцию ф(лг) ограниченно однородной степени р, если ф(.г) представима в
виде

ф(д:)=тт{ф(д:), с},

где ф(д) - однородная функция степени однородности р; с - константа. Очевидно, огра
ниченно однородная функция является однородной тогда и только тогда, когда с =
Описание ограниченно однородных функций первой степени дается следующим ут
верждением.

Лемма 1. Пусть ф(х) ~ неотрицательная функция, определенная на R"^. Следующие
утверждения эквивалентны:

(а) существует такая константа о О, что

al: ф(д:) ^ с V х е /?”,

а2: для любого х е Л” существует такое > О, что

ф(адД:) - с,

Ф((хд:) = (а/Р)ф(рдг), О < а ^ а

(19)

(20)

(21)
о < р ^ а

аЗ: при любых а' ^ ае R+u любом х е /?”ф(а'д:) ^ ф(осс);

(б) (р(дг) - ограниченно однородная функция 1-й степени.
Доказательство леммы 1.

l^ycTb ф(-*') удовлетворяет условиям al—аЗ леммы  1 при некотором с > 0.

(22)

(23)
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Положим

Ф(л:) = с inf{p > 0: ср(д:/3) < с), же R\. (24)

Множество (Р > 0: ф(дг/р) < с} ограничено снизу и непусто. Действительно, положив
получаем, что ф(си) = (о/а^)ф(а^) = а(с/а^) при 0  < а ^ а_,, ф(оа:) =

= с при а последнее- вытекает из (21) и (23). Следовательно, (р > 0: ф(х/р) <с) =
1  0, Таким образом, у(х) - неотрицательная функция, определенная на

Далее, для любого а > 0, х е /?>(са) = dnf(P > 0: ф((ш:)/р) <с] =с inf{aP' > 0:
ф(х/р0<с} =adnf{p'>0: ф(^:/рО<с} = a\i/(jc).

Осталось показать, что ф(х) = т!п{\(/(д:), с). Пусть ф(л) < с. Тогда 1 < а^, ф(л:) =
= dnf {р > 0: ф(х/р) < с} = с/а^ < с и ф(дг) = тш(\1/(д:), с) = ф(л:). Если же ф(х) = с, то 1 ^
^  и \}/(x) = с/а^ ^ с, откуда с - ф(л) - т1п{ф(д:), с).

в (37) р = а

= {1/а оо

(®) (з). Пусть ф(д:) — т1п(ф(д:), с}, где ф — линейно однородная на неотрица¬
тельная функция; с> о - константа. Выполнение условий а! и аЗ очевидно. Проверим
а2. Положим = с/Щх). Тогда ф(а^) = min{\i/(cu), с] = min (а^У|/(д:), с] = с. Если
а, 3 < а^, то \\/(ах) = аоФ(д:) < a^,\|/(x) = с, откуда ф(оо:) = тш{ф(ад:), с} = у(ад:) =
= а\|г(^), <рфх) = min{\j/(px, с) = ф(рд:) = рф(х) и ф(оиг) =Са/р)ф(рт).

Доказательство леммы 1 закончено.
Замечание 1. Условие а2 в лемме 1 можно заменить требованием непрерывности

зависимости функции ф(осх:) от коэффициента маспггаба ct и условием линейной одно
родности ф на множестве [х: ф(л) < с}

Ф(си) = аф(д:), Ф(ад:) < с, ф(х) < с.

Действительно, если условия а!-аЗ выполнены, то

Га(с/а_г) при 0<а^а,

при а ̂  а
Ф(си) = с

(25)

— непрерывная функция по а при фиксированном х (линейная при а ^ и постоянная
i  при а > а^). Далее, если ф(ад:) < с, ф(дг) < с, то ф(ад:) = а(с/а^), ф(дг) = с/а, ф(осс) =

= аф(д:).
■  Обратно, предположим, что ф(а) при любом фиксированном х - непрерывная функ-

{.  ция от а, ф(0) = 0. Пусть = inf а > 0: ф(ои) = с}. Если множество (а > 0: ф(со:) =
= с} пусто, то ф(ои) < с, ф(х) < с и ввиду условия (39) ф(ои) = аф{дг). При достаточно
большом а величина аф(д:) становится больше любого заданного числа. Очевидно,
ф(ад.с) = с ввиду непрерывности. Далее, если а, р  < а^, то ф(ах) < с, ф(Рд:) < с и,

,, учитывая (39), при jc' = ^х<р(ах) = ц>((а/Ь)х') = (а, Р)ф(дгО = (а/Р)ф(Рд:). Таким образом,
*1 равенство (37) выполнено при а, р < а^. В силу непрерывности
1^ а, р -» а^.
!  Замечание 2. Условия а!-аЗ леммы 1 эквивалентны

оно выполняется и при

в совокупности также условию
существования такого о 0, что при любом д: е /?" для некоторого > 0 имеет место
равенство

а(с/а^), 0<а«а
а^а^.

Функция а(х) = при этом следующим образом выражается через ф(х): =
= 1/inf {р > о I ф(дг/р) < с] = sup(a > 0 I ф(ад:) < с}. В свою очередь, ф(д^) =
= с min{ 1, 1/а^.}.

Замечание 3. Условия а!-аЗ независимы, и при исключении любого
валентность (а) и (б) теряется.

ф(оа) = ДГ’

из НИХ экви-
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Лемма 2. Пусть ф(х) - линейно однородная неотрицательная функция на /?". Сле
дующие утверждения эквивалентны:

(а) функция ф удовлетворяет условию

ф(д:)< 1 <=> 1, (26)

(б) ф(д:1,...,А:„) = тах{д:1,...,;^;,) при любых  ^ R
леммы 2.Доказательство

(а) (б). Фиксируем ОФхе Пусть х,- О, 1 ^ ^ Введем новые переменные

если п, k^i,
если к = I.

x^IZi,

Покажем, что ф(г] Для этого до
статочно убедиться, что множества

U,'i г,>Ф(г, 1 г„)}и{г,-: г,->max(Z|,-..,v,.l,z,4i zj}

совпадают. Но

1 ^/+1Zi-\ <U ={Zii Zi>i?{Zi,...,Zi.i,hZi+i,...,Zn}] = \Zi: Ф —, ..Z
♦ ● ● ● >

Z;IZ; Ziit Z;i;

1 2.4) 2„Z/_i2| <\} == AA(z^,...z„): Ф —, . ● ● 1

Z; Zf. IZi ^iJ

12.-1 2.+1 <1, .... -^<1 ● =2i <1, — <1,= Д;Пг,,...,г„): —<1, ..Z
● 1

ZiI ZiZit ZiIit

..,Z„<Zi) == A.{(zi z„): Zi <z, z,-_i <Z/, z, >l, z,4i<2.-

= A,-{(Zi,....z„): z,' >max{Z|,...,z,_],l.z,4.i,...,zJ} =

= {z,-: Zi > max{zi,...,z/_],l,z,4i,...,z„}}

no (26) (здесь Д/ - оператор проектирования на ось л:,-),
(б) —» (а) очевидно.

Лемма 3. Пусть ф(л:) - непостоянная неотрицательная функция на Следующие
утверждения эквивалентны:

(а) функция (р(д:) удовлетворяет условиям

.»●

(27)ф(.х)^1 '^x&Rl,

для любого хе R+ существует такое о.^ > О, что

ф(а^д:) = 1, ф(осс) = (а/р)ф(рх), 0<а^а^,
0< а

Ф(д:')^ ф(-^Х х'^ x^Rl,

X’

ф(х)< 1 о д:, < < 1,

(б) функция ф(дг) удовлетворяет условиям

ф(л:)=^ 1 V XG R+-,

ф(осс) - непрерывная функция по а при любом х е R"‘,

(28)

(29)

(30)
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(p(otc) = аф(д:);

Ф(д:') ^ ф(д:), если х''5^ xeRl\

ф(д:)< 1 ;с, < < 1;

(в) ф(лг) = min{max{xi,...,jc„},l} длялюбого xeR^.
Доказательство л е м м ы 3. Эквивалентность условий а) и б) вытекает

из замечания 1 после леммы 1. Докажем эквивалентность условии (а) и (в).

(а) —> (в). По доказанному в лемме 1, на существует такая линейно однородная
функция что ф(дг) = min(\}/(x), 1)) при любом xeR", причем D = {х: ф(х) < 1} =

= {л: у(д:) < 1} с {jc: ф(д:) = у(л)}. Отсюда < 1} = (л; ф(л:)<1}. Сле¬
довательно, функция \\f(x) удовлетворяет условию а) леммы 2 и имеет, таким образом,
вид ,..., X,, ) = тах(^1,..., ).

(в) =Ф (а). Проверяется непосредственно.
Доказательство теорем начнем с теоремы 2.
Доказательство теоремы 2.
(а) => (б). Рассмотрим сначала поведение функции F(G), удовлетворяющей условию

(а), на множествах G = [Y,A] и покажем, что равенство (15) выполнено.
Если К = Д, то G = {Д}, G^ = G = {Д}, и правая часть (15) равна
m

Uj*0

поскольку # о, м о по условию теоремы. Согласно аксиоме А2 функция F
случае также равна единице.

Предположим теперь, что G = [У,А}и¥ФА. Для каждого из двухэлеме

в этом

нтных
множеств GeB^(RlxRl‘) возможны два варианта: и G  = G^. В
случае Д и G^ = {Д}. Тогда правая часть (29) равна единице и F({P, Д))
поскольку в противном случае, согласно (24), У Д. Таким образом, для множеств
G первого типа равенство доказано. Пусть Р е GjJ. Тогда Р = (у. ц) представим в виде

первом
= 1,

,..., р.| U| ,...,Цщ ^т)*Р = Д (31)Xii

где и

А,; (/,|')ел,

Ц; (у,/)е0.
(32)

Положим ф(Х,ц) = ф(Х, А„,Р),...,Цт) ” ̂ (М;^!»^})- Ввиду (31), (32) реально1’”

функция Ф зависит, вообще говоря, от меньшего, чем п + т, числа переменных. Вы-
i  берем в каждом из классов эквивалентности Л^|,...,/У^, обусловленных отношением Л’
I  по одному представителю, аналогичную выборку составим из представителей классов

связанных с отношением 0, и обозначим через ^ = (4i,...,£r) вектор, со
ставленный из представителей равных значеншй Aj,..., , ц,,..., ц за исключениемт ’

тех, которые отвечают нулевым группам координат вектора Д = {х, и). П>сть = А, ,
где i е Nj, I — 1,...,г, = р.^, где j е I = t + 1,  t + s, г = t + s. Координа¬
ты вектора ^ = (^i,---,^^) являются представителями классов координат вектора
(Aj,..., А„, р,,..., ), так что число различных величин среди ^ не превосходитI’-
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Соответствие между векторамиразличных величин среди pj,...,р.числа

^ = (^1,...,^^) и (^,р) = С>-|,---Д«- Р|,...,р„,) взаимооднозначно. Обозначим его через
у; у(>.,,...Д„, =

/Н ●

Пусть р(^) = фС?^, р) = ф(У* (^)) = ^})-

Покажем, что функция р(^) удовлетворяет условиям (27)-(30) леммы 3.

Действительно, при любом ^ = е Д}) < 1 по определению

функции F. Условие линейной однородности функции  р (48) вытекает из аксиомы А5.

Проверим условие (29). Если (в смысле покоординатного сравнения), то

(Х,',р') = У”'(^) = (^.Ц)’ поскольку отображение у"
значений координат, а лишь дублирует их. Соответствующие технологии и

порождают двухэлементные множества G' = {A;^y,Л}  и С = {Д;^^,Д}, для которых

,-1 не изменяет числовых

/ = р/и^^р“-'н^--, 7 = 1,^

Ввиду аксиомы А6 F({Aj^,Л}) E({A;i_y,Д}), откуда р(^) = ф(^, р) = Д}) ^

^F({Axy^A]) = p(^').
Проверим (30). В случае Y = Дхц условие У Д означает, что Х^Х/ < х^, если .г,- Ф

1, ..., т. Отсюда < 1, / = 1,

,ДГл

о, / = 1, ..., п и р^иу >Uj, если Uj Ф 0, j -
Следовательно, согласно (24), < 1} = {^: р(^) < 1}. Теперь ввиду леммы 3

^({Д;^^, Д}) = Ф(А., р) = р(^) = min{max{^,,.. Д, 1} =

(33)
{Я.,-,р;ЬП= min ^тах{уДд:,-,М; /Ц;}

J  (у.и)еСш x?t0
max

{ij: Xi^0.Uj*^0] .
= min-^

;?i0“J

(6) => (a). Проверим выполнение аксиом A1-A5. Условия Al, А2 проверяются
непосредственно. Если У = (у,1>) >лш (?, w) = Z, то Oy^Wy по определению
отношения нестрогой эффективности, откуда у,- /дгу ^ г,- /х,-, Иу / г)у ^ Иу / Wy (если

д:- о. Му Ф 0; ш-параллельность У, Z и Д гарантирует,

у. ф о, Zi ^ о, «у Ф о, wy Ф 0). Так как У, Z G G„, то

/^((У,Д}) = min{max(>v /х,-,Му /Цу},!}^ min{max{Zi / vvy},l} = F{{Z,A)).

Аксиома АЗ выполнена.
Проверим условие А4. Пусть G = {У, Д} и F({ У, Д}) < 1. Если У = Д или У и Л не

являются со-параллельными, то G^ = (Д) и F(G} = 1. Следовательно, УП^,) Д, Y Ф А
F({y, Д}) = тах{у,- / х,-,и - / Ц -} < I.

Uj*0

Отсюда для любого /= л либо дГу=у-=0, либо >’/<Х;  и для любого

7= 1, ...,т либо Му ='^>7 —0. либо \)у >Му. Это означает, что Z>/uo Обратно, если
У>^„ Д, то УИ^Д, YФA

этом случаечто

F((y, Д}) = min«^ max {у,- /х,-, Му / Цу}, 1>< 1.
х,*0
Иу^еО
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Проверим теперь условие А5. Пусть У = (у,ь)еС^. Если У = Л, то F{{Y, А}) = 1.
Положим «1^ = 1. Тогда при а, р ^ 1 F({aY, Л)) = Е((аЛ, А\) = а, Е({рУ, Л}) = р.
Легко видеть, что условие А5 выполняется. Если же УеСщ и Y^A,
«у = 1 / тах{у,- / Xj,u: / г),}.

х/ФО ■'

iij^O

ТО положим

Тогда

Е({ауК,Л}) = 1 и при a^tty

Е({ауУ,Л}) = min^maxCay: /дг,-,а;<: / г): к1) = атах<у,-/дг- / и
■' ^ xi*0

Uj*Q .

Отсюда следует выполнение А5. Теорема 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Докажем ее первую часть,
(а) => (б). Пусть G - произвольное подмножество хЛ”, содержащее точку Л.

Покажем, что
F(G)= inf Е({У,Л}).

Поскольку (У,Л)сСщС:С, из А6 вытекает,
Y в G. Следовательно

и jit о

F{G)^ F{{Y,A)) при любомчто

f(G)^ inf Е({У,Л}).
УеС'' (34)

Покажем, что имеет место и обратное неравенство
f(G)^ inf Е({У,Л}).

Уесй (35)

Оно очевидно, если правая часть (35) равна нулю. Если же inf Е({У, Л}) = р > О, то

положим грр =(рл,р''п). Очевидно, этот вектор со-параллелен вектору А при лю
бом со, и, следовательно, если рассмотреть множество G' = {грр. Л}, то легко заметить,

что G'^GlJ^, причем G'.\G. Действительно, определим эпиморфизм v; С-> G'
так: (р(У) = 2рр при У Л и ф(У) = Л при У = Л. Тогда F(G') = F({zpp, А}) =

= /='({ф(У), Л }) = р ^ Е({У, Л}) V У е Следовательно, G'..G. Теперь ввиду А7
F(G')~ inf Е({У,Л))=е E(G). Этоозначает, что

F(G)=. inf Е({У,Л}) = ma\{yi /Xj,uj /xfj)
Xj*0

Uj*0

inf ●
(y,u)eG^

Вывод (a) => (6) завершен.
(6) => (a). Из доказанного вытекает, что

inf ,F({Y,A})
(v.u)eG^

W) = max{y- / X:,U: / vA
Xi*o ^

Uj*a

и В Проверке нуждаются только аксиомы А6 и А7.

inf
(у.и)бС^
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Выполнение А6 очевидно, если учесть, что при G'=>G имеет место цепочка
= G^. Если G'.-.G ii\i/:G -> G' - соответствующий эпи-=G'nn^=>Gnn со

морфизм, то
inf Fi{Z,A])= inf А}) ^F(G') =

^ inf F({Y,A})^F{G),
YeG^

Y no определению \|/, a F({K, Л)) — монотонная no отношению кпоскольку
сравнительной эффективности функция,

(б) => (в). Достаточно доказать, что для любого G  е В {R+ х R" )
(36)max {у,- / Xj,uj / Цу).inf

(v.-u)eC^ Xi,uj*0
sup 7С(К)17С(Д) = 1 /

УеСй

Зафиксируем Произвольное множество GeB'^iR'l xR"‘) и вычислим левую часть

(36). Заметим, что левая и правая части (36) не изменяются, если G^ заменить на его

проекцию на подпространство R^ х R'f, порожденное теми базисными векторами в

RI и R соответствующие координаты векторов хин отличны от нулят для которых+ ’

YeG^ одинаково). Исключим(расположение нулевых координат у всех векторов
соответствующие нулям вектора А координаты и будем с самого начала

считать, что Х/ФО, Uj Ф О, i = Очевидно, каждый вектор
однозначно записывается в виде Y = где

Л;^ =(^Ох,р"'Ом)

(через X,Gx будем обозначать вектор, образованный из произведений одноимен-
X и х). Разобьем множество на два подмножества:

1, ..., т 1

-1
Xs R+, Ц

ных координат векторов

G‘={KeG
и

(^: Y=Y^^, где ^ 1 при любых i =

=  = {Ye G„; Y = где Xj\Jij > I при некоторых i = 1,..., n. j = 1, .... w}.
Очевидно,

8црл(К)|л(Л) = 5ир inf 71(ЛК)|7Г(Р,Л) =

sup inf n(P,Y)\Tt{P, A) =sup inf д(Р,К)]тс(Р,Л),
p^o

поэтому для вычисления левой части (36) достаточно вычислить отдельно верхние
множеству У е G* и по множеству У е G^.

Вьпшслим 5ирд(У)1т1(Л) = 8ир inf n{P,Y)\n(P,A).
g' р»о

(37)= max
V. с' Р^о

грани функции 71(У)[тг(Л) по

g‘

Пусть У G F" X и пусть

Р^^ =[PeRlxR

я/ = {Я е /г; X У?

P/={PgR1xR^; л(Я,У)^0, тг(Я,Л)<01,

я/ ={PeRlxR

т. 7С(Я,У)>0, 71:(Я,Л)>0},

7С(Я,У)<0, д(Я,Л)<0},

+ >

т.
+ »

т.
д(Я,У)>0, 71(Я,Л) = 0},+ »
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р/={Pg^?" X/?;'; 7iCP,K)^0, д(Р,А)>0},

Р/^fPeP;* xP"'; 7i(P,K)<0, 7i(P,A) = 0}.

Очевидно,

inf 7т;(Р,У)1д(Р,Д)= min inf д(Р.К)|л(Р,Д).
I«r«6 Pelf

Покажем, что при У = Y^e - Р/ =0.

Действительно, пусть *€argmax{Xi Х„), т.е. X,. 5= А,, для любого / =

р»о (38)

1, п.
Тогда

-I рЛ-^А; =
\ J

/

= К Ъ рЛЛА« +

;М;J J
I

JV J
\л/

+ X Pi^^i - X ^jUj-'L Pi^
i^k!фк \ J JJV -/

=  £ (O^Ai )■' - > + 20- ̂ Л7‘ )m +ЧР.А) .
i*k

Так как G С', то Х,-|Ху ^ 1 при любых j, i, откуда (|i .Х^)"' ^ 1. Кроме того, по

выбору числа ЛХ,-Х;.' 1. Следовательно, X ' ~^)Qj4j + X (1~Х,Х^')руНу s= 0.
J i*k

Это означает, что при д(Р,Л)>0 д(Р,У^^)>0, а при д(Р, Л) = о Д(Р,Ку^)^ 0. Та-
образом, при К G G' множества и Pg пусты,

поскольку, по определению, д(Р,}')]д(Р,Д) =
то в

Далее, оо в случае. когда

итоге получаем, что для вычисления inf Д(Р,У)]д(Р

КИМ

Р^Р^^Р^,

достаточно найти

,Д) при УеС*

min Шк(Р,У)\п{Р,А), Шп(Р,У)\п(Р,А) .
К if

Покажем, что при е G'

inf д(Р,У;^^)|Я(Р,А) = l/max{p-i Цш1-

Рг

(39)
Р>Х,1

I
если PG^^^тo я(Р,У)|Л(Р,Л) = д(Р,У)/л(Р,Л). Далее,

/Gargmax(^i,...,M-„,), т.е. при;= 1,-► т. Тогда при любых Р ^ 0
Действительно,

Д(Р,У^)-(1/11;)71(Р,Л) = Х V,-I ЦГ‘9у«у +
^  j ' I

(f^/*

пусть

+Х Ду =S
IJI

так как для любого ^ Д/ * по определению /, и для любого ^ X, по условию

Следовательно, для любого Р^ о ?^(Л >"^^) / л(Р,Л) (I / р,).
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Положим Р1=--.= Ря=0и Тогдатс(Р,У;ц^) —
= (l/ц,)л(P,Л) = и^ /Ц, >0.

Очевидно, точка Р® s Л" х /?+ с такими координатами принадлежит замыканию

множества , поскольку п{Р^,А) = ^ О, л(Р°, = к, /11, ^ 0. Так как inf любой

непрерывной функции равен inf на ее замыкании, то

inf K(F,yx^)|n(F,>l) = inf7c(P,y^)|7C(P,A) = l/^;.

Значит, inf л(Р,Jj^)/л(Р,А)= 1/тах{ц,,...,р.„,}.

Найдем теперь нижнюю грань тс(Р, }^)|д(Р, А) при РеР^^^- По определению,

inf л(Р,У;^)|л(Р,А)= inf л(Р,А)/л(Р,Х).
^2

Пусть €argmax{A,i,...,^.„}. Тогда при любом Р 5* О

-I (ГД,-1)А-х,^0,

так как ]XjXp. ^ 1 по условию принадлежности У^^1  к G^ а 1 по определению
числа к. Равенство будет иметь место, если положить qi = ... = д„, = О, pj = ... = Pk~i ~
— ... - р„ = О, P;t = 1. (При таком векторе цен 7r(P,A) = -X;, ^ О, тс(Р,Ухц) =

=  ̂ 0). Отсюда, учитывая, что нижняя грань непрерывной функции на

жестве pj^ совпадает с нижней гранью ее на замыкании Р^^, получаем

inf л(Р,А)/л(Р,У;^) = 1/Х^=1/тах{Я,,,...Д„}.

мно-

р^

в итоге при

infл(Р,Ухц)|7Г(Р,А)= min inf7c(P,yj,„)|7C(P,A)=:min{l/max{pj,... ,|x_},
РЭ=0 ^ l=Si«2 ^ч

1 /тах{А.1,...,Я,„}} = 1 / тах{тах{Ц|

гаах{А.,,...,?.„}} = 1/тах{ц,,...,ц^,Я,1,...,Я.„}.

Теперь

зирл(У^)|л(А)= sup^l/max{pi,...,4^,^.j

= 1/ inf тах{|Д.1,...,ц„,Я,

Осталось вычислить sup inf л(Р,У)[л(Р,Л')

Пусть . Это означает, что существуют номера i,j,  1 ^  п, 1 ^ у ni,

такие, что ЦуЯ.^-> 1. Пусть Д-= {у е [1,т]: (у,/)  е 9} и /^ = {('е [1,п]: (i,p) е ц}. По
предположению, в составе Jj есть номер у' такой, что ^ 0, а в числе элементов

●Дп1-1»-.
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i' G Ij “ такой номер, что х^. Ф 0. При этом \ij  = \iy. Ху = Ху и р.у,Ху. > 1. Положим
О, если i Ф i',

Го, если j Ф
^,=1, .1, если J = J

если I = 1,

рассмотрим соответствующий вектор цен P-(q],...,q„,Pi,...,p„}. Очевидно,

n(P,A) = Uy-(iiy,X--)
-1

Ну >0, л(Р,У5,^) = Цу,Ну.-(ц^.,Д^.)-'„Д..

и

Следовательно, точка принадлежит множеству и я(Р,У;ц,)|л:(Р,Л) = 0. Посколь

ку 7c(P,rj^)|7i:(P,A)s= о при любомР>0, это означает, что inf тс(Р,У;ц^)|л:(Р, Л) = 0.
Таким образом,

sup 7с(Ухц)Д(>^) = тах sup7i(7^ )|Тс(Л),5ирл(}С)]71(Л) =
V G‘ J

= sup inf я(Р,У;ц^)|т1(Р,Л) = 1/ inf max{p,,...,p^,X x\
g' p^o K^eC'

Для завершения доказательства осталось показать, что
inf

>хмес'

Пусть Д'{(Х,ц)еР"хР;': y^GC'}, / = 1,2 и = Д, и Дз = {(Х,р) G х Р;*:

Убедимся, что нижняя грань функции тах(р;,...,ц^ Д^) на мно
жестве Дщ совпадает с ее нижней гранью на множестве Д*. Для этого достаточно
проверить, что для каждой точки (Х,р) g Д^ существует такая точка (Х',ц') g Д'
(Х',р.') ^ max(X,|i). В качестве такой точки (единой для всего множества Д^) можно
взять точку (X', рО = (1,1). Действительно, очевидно, что она лежит в А\ так как

точка Л = Уи принадлежит и удовлетворяет условию руХ,. ^ 1. Для точки
(X', рО = (1,1) значение функции (X, р) равно единице, а для точек (X, р) g Д^ -
больше единицы, поскольку ввиду условия РуХу & 1 хотя бы одно из чисел Ру,Ху
превосходит единицу. Следовательно, минимум функции тах(Х, р) на Д^ совпадает с
1,1Инимумом на подмножестве ДХ

Таким образом, sup inf я(Р,Уь,)!т^(Р»'4) = 1/
y^^g^ р^о ^

Теперь осталось заметить, что если = (у.'и) = (ХОх,р-'Он)

[yi^JC;,Uj/bjl

max РуХу = inf max Р/Х,-.
"  Уксй“ I=Sc=S/I

, что

inf max{p,,...,p^,X,,...,XJ.

, TO

max(pj,...,p„,X -Дл) = max
{iJ: \<Si^n

1»-
,Xi*0,-Oj*Q]

Первая часть теоремы 1 доказана.
Докажем вторую.

Пусть GgP'^(P” хР”) — одно из множеств, удовлетворяющих условию второй

части теоремы. Обозначим через множество тех векторов (X,p)gP" хР+, для
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Ясно, что ^0, так как А =которых (Я,Ох,|Д. * Gm) € G и X.J — Х.„ — p-i — |i

= (1 О X, 1 О w) е G. Так как D'^ с Дщ, то для доказательства достаточно проверить,

т ●

каждой точки (Л., р) е существует такое число X' > О, что точкачто для

и V = max(V, ХО ^ тах(Х, м). В качестве такого числа X' возьмем
A,' = max(pi,...,p„,^i,...,A,„). Действительно, условие V ^ тах(Я., р) выполняется

, т.е. что е G. По-

в

ыбора X'. Остается проверить, что (X',X')eD'^силу в
ложим г^ = Х'/Xi^i-l,...,n, bj =\ij/X\ j = 1, Очевидно,

5^-=Py/max{X|,...,^„; Pj P„,}^1.£, =l/X,-max{pi,...,p^,^,

По условию на множество G точка (Х'х^Х'и) = (giA-iXj,...,епХ„х„,  6iP] ’«j,...,5^Р;п

принадлежит G вместе с точкой (ХОх, р * Ом). Теорема 1 доказана.
В заключение приведем аксиоматическую характеристику введенной операции

направленного деления.
Предложение. Пусть а\Ь - бинарная операция, определенная на множестве дейст

вительных чисел R, за исключением а = Ь = 0,и принимающая значения в множестве
Следующие утверждения эквивалентны:

а) операция а\Ь удовлетворяет условиям:
1) для любых ненулевых a.beR одного знака выполняется одно из двух равенств

а{а\Ь) = Ь или а = {а\Ь)Ь,

!’●

(40)

(41)2) a\b>c\d, с, b^^deR,

3) a\b = \/(b\a), аФО, ЬфО,
а/ Ь, а, Ь> о,

Ь / а, а, Ь <0,

, а^О, Ь<0 или а>0, Ь = 0,
о, а=^0, Ь>0 или а<0, Ь = 0.

sup{A: >0: а > kb}, Ь 5= 0,

|sup{fc>0: (1 / k)b}, Ь<0.

(предполагается, что sup ф = 0).
Доказательство предложения,
(а) —> (б). Из условия (40) вытекает, что при любых а,ЬфО а\Ье[а/Ь,Ь/а) И

а\а = \. Отсюда ясно, что при а, Ь > 0 равенство а\Ь = Ь\а невозможно, так как при
а > Ь > о а\Ь 26 Ь\Ь = 1 в силу условия монотонности (41), в то время как Ыа < 1- Сле

довательно, при а> Ь> о а\Ь = а/ Ь. Если же 0 < а  < 6, то ввиду (41) \ = а\а^
а Ыа > 1. Значит, при а,Ь>0 a\b = af Ь.

Пусть теперь а,Ь<0. Предположив, что а\Ь = а/ Ь, мы при 0> а> Ь приходим к

противоречию с помощью цепотеи соотношений \ = а\а^ а\Ь = а/Ь <\, а при 0 > ^ ^

> о - с помощью \ = а\а^ а\Ь = а/ Ь>1. Таким образом, при а, h <0 а\Ь = Ы а.
Далее, если а ^ 0, /> < 0, то в силу (41) и доказанного выше а\Ь^ г\Ь = b\s при

любом £<0. Отсюда а\Ь^ sug Ь\г = оо^ и а/Ь =

а\Ь^ а\г = а/г при любом е> 0, откуда а|0^

(42)

(43)б) а\Ь = ■ оо

(44)в) а]Ь =

. Поскольку а > о, Ь ~ о, тоОО

и а\0 = «>0.а! г = ООSUgе>
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Осталось рассмотреть случай а^О, Ь>0и^7<0, Ь=0. Первый из них
дится к уже рассмотренному с помощью условия (42): если а О, /? > О,
Ь\а =

с

по доказанному выше, откуда а\Ь = \! {b\a) = Q. Наконецоо

во-
то

а<0 а;0 = 1/(0;а) = 1/
(б) —> (а) - проверяется непосредственно,
(б) —> (в). Рассмотрим отдельно шесть вариантов значений а, Ь.

= 0.оо

, при

Если а, Ь> о, то очевидно sup{A’> 0: а > kh] - sup{/: >0: k< alb] = alb = a\b. При
a, h < 0 аналогично sup(^> 0: a ^ (1Д)Ь} = sup{*> 0: к ^ Ыа] = Ыа = a\b. Если
(Я 5s О, Ь < о, то sup{/: > 0: а 5^ {\!к)Ь] = sup{^: > 0} =
> 0: а > кЬ] = sup{* > 0} =

\Ь. При йг > о, Ь = о sup {Л >
а\Ь. Если а ^ о, Ь > о, то sup{^ >{): а> kh] =

= sup о = а\Ь. Наконец, при а < 0, Ь = 0 sup{^ >0:а> kb] = sup 0 =0 = a'b.
Предложение доказано.

ОО = а

оо

приведем несколько комментариев к определению и описанию операции а\Ь.
Замечание 1. Условие (40) отражает основную цель введения операции - соиз

мерения двух величин а, Ь е R с помощью их "уравнения", т.е. отыскания третьей
величины с, удовлетворяющей одному из условий ас  = Ь или а ~ сЬ. Отметим, что сам
по себе способ измерения соотношения между величинами с помощью операций,
применяемых к левой или правой части неравенства  а ф Ь, является
распространенным приемом в теории и практике измерений. По такому принципу
работают, например, рычажные весы. Два других условия (41),(42) определяют
модействие операции а\Ь с двумя структурами на множестве R^\ структурой, инду-
цированной естественным порядком на числовой оси,  и операцией перестановки членов
пары {а, Ь) -4 ф, а).

Замечание 2. Можно показать, что условия (40)-(42) аксиоматического

достаточно

взаи-

описания
а \ Ь являются независимыми и при исключении любого из них вывод будет неверен.

Замечание 3. Условие (42) в формулировке предложения можно заменить равно
сильным в данном контексте условием неотрицательности результата а'Ь. Действи
тельно, при выводе (а) —» (б) условие (42) использовалось только в случаях а
>0иа<0, ^7 = 0. Предположим, что вместо (42) имеет место

а\Ь'^0 при любых а, be R, кроме а~Ь = 0,
и покажем , что а\Ь-0 при а ^ 0, Ь ^ 0. Пусть 6 > 0. Тогда,

(45)
очевидно,

а\Ь^г\Ь = е/ Ь при любом е> 0, откуда а\Ь^ infe/b  = 0 и ввиду (20) а\Ь = 0. Если

же а<0, ^7 = 0, то а\Ь = а\0^а\г = г/ а при любом  е < 0, откуда а|0^ infe/a = 0
е>0

и

ввиду (45) а = 0.
Замечание 4. В соответствии с условием (44) доказанного предложения равенство

а\Ь = с при а, Ь> О означает, что с - максимальное из чисел к таких, что а больше с
не менее чем в к раз. Соответственно при а, Ь<0 величина а\Ь равна наибольшему
из чисел к, для которых I Ь 1 больше I д ! не менее чем в к раз.
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