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Изучается модель олигополистического рынка, в которой гипотезы уча
стников о реакции рынка на изменение их собственных объемов про
изводства зависят нс только от текущего объема рынка, но и от их доли в
нем. При достаточно общих предположениях доказываются теоремы суще
ствования и единственности равновесия. Отдельно рассматривается мастный
случаи гипотез с постоянной эластичностью и для него обобщается модель
Штаксльберга при нескольких лидерах.

1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является развитием п продолжением [1]. В последней известные
модели олигополистического рынка одного однородного продукта (см., например. [2-
5]) были распространены на случай, когда производители вместо стандартной
гипотезы модели Курио пользуются гипотезами более общего вида

СгДЛ) = С + (л -

Здесь G - текущий общий объем рынка: q, и Т| - текущий п предполагаемый
объемы поставок производителя /; G,(ri) - ожидаемый производителем / объем рынка
в ответ на изменение его собственных поставок Ci/, нат). Стандартная модель Курно
получается, если щ,(С) = 1 при любых / и G. Соответственно были обобщены теоремы
о моделях Курно и Штакельберга.

Определенное неудовлетворение от полученных результатов порождала зависи
мость коэффициента vvy в (I) только от объема рынка в целом, но не от доли
участника /. Это сугцественно ограничивало класс рассматриваемых  задач. В ^racт-
ности, исключались интересные задачи, в которых участники формулируют
гипотезы в терминах предполагаемой эластичности объема рынка по их собствен
ному объему производства.

Другим стимулом развития ранее полученных результатов явилось желание
формально вложить модель Штакельберга в обобщенную модель Курно хотя бы
па уровне необходимых условий первого порядка. Так как в модели Штакельберга
участник-лидер в точности прослеживает поведение остальных участников, то в
ситуациях, когда один из них выходит на нулевое производство, гипотеза первого
должна терять гладкость. Это требует не только отказаться от предполагавиюйся
ранее непрерывности коэффициентов w, в (!), но и расщепить гипотезу (1) на две
части: при Т) > q, и ц < cji с, вообще говоря, разными коэффициентами н’,. Внесение
описанных изменений в модель привело к модификации и некоторых других
предположений.

(1)

свои

* Работа выполнена при поддержке Российского фонда фуидамептальных исследований (проект
9.1-012-842).
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в разд. 2 дана обобщенная постановка модели, описываются и и неко'торои степени
обсуждаются предположения о входящих в модель функциях, а также обс^сновывается
пспользуемое понятие равновесия. Г^аздел 3 посвящен теореме существования, а 4 —
теореме о единственности состояния равновесия. В разд. 5 расс\татрнвается частный
случай, включающий в себя вариант модели, в котором по прсдположепик1 каждого
участника элас'тичность рынка по его объему производства не зависит от текущей
ситуации. Наконец, в разд. 6 на уровне условий первого ггорядка модель Штакель-
берга (тo^^нce, обобищемая здесь модель Штакельберга) формально вкладывается и
изучаемую обобщенную .модель Курно.

2. П0СТАП01ЖЛ ЗАДАЧИ

Пусть имеются п фирм-произподигслсй од|1ород11ого продукта, текущие объемы
производства которых 6y/ieNr обозначать через ^/,, функции затрат /)(с//), / = 1, .... п\
общий объем рынка - G.ap(G) - обратная функция спроса, т.е. цена, склады
вающаяся на pi.iHKC при его объеме G. Допустихт наличие постоянных внешних
посз'авок в объехге Q. Таким образом, в случае балансировки рынка должно выпол
няться равенство G = Q + Sf/,.

Как отмечалось, вместо гипотезы (1) будут использова'ться следук)щис

С,-( л) = I ̂  ^ ’
[G + (Г) - f/,.)и-г(G. ). л < с/;.

Здесь II в дальнейшем для краткости опускается явное указание зависимости С,(л)
также и от G и Поведение каждого участника определяется текущим состоянием
(G. </,) и гипотезой (2). Р1мешю. для его объема производства л предполагаемая
прибыль

Ц,(Л) = ПМ(^ДЛ)) -./КлХ

(2)

(3)

и свой выбор участник сделает, желая ес увеличить.
Так как в данной работе рассматриваются лишь вопросы статики, то нас будут

интересовать состояния, в kotoj^i.ix все предполагаемые функции прибыли (3)
достигают максимума (вообще говоря, локального) при л = 7/- При балансировке рын
ка они естественно трактуются как состояния равновесия. Чтобы не исключать инте
ресный с нашей точки зрения случай разд. 5. наличие гипотез вида (2) предполагается
лишь для состояний G > 0. ^/, > 0. Для них определена  и функция предполагаемой
прибыли (3). В то же время в конкретных условиях некоторые участники рынка
могут иметь объем q-„ равный пулю, и в отношении них вопрос о равновесии следует
решат!» иным способом. Поэтому определение состояния равновесия будет дано через
условия первого порядка для макснмизащш предполагаемой функции прибыли (3),
которые естественно распространяются и на участников с с/, = 0. Прежде чем
формально сделать э'го, выпишем предположения о функциях /). ve* и р.

А1. Каждая функция/G/,) определена для </,● ^ 0, непрерывно дифференцируемая,
неубывающая и выпуклая.

А2. Обратная функция спроса p{G) мепрерывио дифференцируемая
для положительных G. положительна н //(G) < 0 VC.

АЗ. При каждом / существует > 0, для которого/^/:/,) = р{Н,).

опрсделепа

А4. Для каждого / функции \vf{G,qj) определены при G ^ q, > 0

qpvf{G,qj) не убывают ц{> </-. Кроме того,

\\’~{С.ср) полунепрерывна сверху по G и непрерывна справа по функция \vJ{G,q,)

и произведения

каждой точке (G. с/,) > 0 функцияв
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г
полунепрсрыииа cinriy по G и пспрсрынна слева но f/,. При этом имеют место
cooTiioiiicmiH

(4)

u-:(G.C) = i. (5)

Прелположс1П1с A4 требует пояспеппй. Равенство с/, = G означает, что участник i
монопольно производит весь продукт, и (5) отражает это обстоятельство. В класси
ческой модели Курно и-'{G.r/j) = и/(С,г/,) = 1 при всех (G. что соответствует
отсутствию реакции остал1>ных производителей на изменение производства участни
ка /. Если ) > 1. то участник i прогнозирует изменение общего объема произ¬
водства остальных субъектов в ту же сторону, что  и собственное. При
активность ожидаемой реакции тем выте, чем болыие значение функций
образом, правое неравенство в (4) для этого случая означает, что предполагаемая
активность реакции увеличение производства участником / не ниже, чем на умень-

В случае uf(C,<y,) < 1 ситуация меняется. Суммарная реакция

этом
*. ТакимИ’.

шенис. остальных

участников иаправлеиа в иритивоиоложиую сг-орону  и тем сильнее, чем меньше и*.
Неотрицатсл1июсть этих зиачетш предполагает, что  в целом сдвиг общего объема
производства будс'1‘ в том же направлемии. что и сдвиг производства участника /.
Правое же неравенство в (4) соответствует тому, что освобождающийся рынок
захватывается не менее активно, чем уступается при его захвате участником /.

Монотонность по (/i пpoизвeдeнии^/pгf (G.<7,) также можно пстолкова'
телыю. Выишием соотношение

гь содержа-

rOlnG,(il)^ П
а In 11 G,.(il) Эр

Д(С,^/,.П) =

где Д(С. (/,, Л) указывает предполагаемую участником / эластичность общего объе
ма продукта относительно его объема производства. При ц  ± о получим
MG.q-,,ii.-,±0) = qjwf(.Gi.qi)IG. Таким образом, предполагаемая
фиксированном С означает, что ожида‘^^^‘*я сублюктом i эластичность общего объема
не убывает при увеличении его доли пропзводсгва. Добавим, что эта монотонность

вместе с условием (5) влечет иераисистио и-,- (G(,e/;) ^ G / q- при о < q. < q

Определим функции а/'(С.г/Д = = ^y.u'r(G,f/-)/G и заме-
'гим, что ввиду монотонности по £/, и иео'грицагельностп их можно доопределить в
точках (G. О) как предельные значения

а'^(СЛ))= lim^^a/(G.£/,-)- а- (С,0) = (С.£/,).

МОНОТОННОС'ГЬ при

функции CT "(G,r/,) имеют ясный экономический смысл. Именно. of(G.£/,) при
гипотезе (2) дает предполагаемую участником
обл.ема рынка по

состоянии (G, £/,) эластичность
его

I в

собсгвеииому обпюму (/, при возраста пип. Аналогично

объема £//. В терминах эластичностейтрактуется G, (G,£/,) при убыванпп
предположение А4 можно переформулировать в следующей форме.

Л4'. Для каждого / функции ) определены для С > О,  G > £/, ^ О и не

убывают по £/,. Кроме того, для q, > б фупкцияа;" полунепрерывна сверху по G

и непрерывна справа по £/„фупкцпя a"(G.f/^ полунепрерывна снизу по G и непрс-
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соотношениярывна слева по £/,, и при этом имеют место

О ^ а," af (G,(y,) ^ o;^(G.G) = i. (6)

Постулируемая здесь mohotohhocti» по i/, означает, что при одном и том же объеме
в нем собственной доли участник рассчитывает и на большеерынка с увеличением

(точнее, нс меньшее) влияние своих действий на общую ситуацию. Правое равенство
(6), как и (5), показывает, что, оставшись на рынке в одиночестве, участник не

ожидает возникновения новых поставщиков при увеличении своего объема произвол-
в

ства.
Дифференцируя предполагаемую функцию прибыли (3) поТ1, полу

[МС,-(Т1)) + ли-,-(0,<,,.)/>'(С,.(л))-Л'(П). л<ч,-

в точке п = cji функция р,(Л) имеет левую Р-7 “ правую \х*{G,qj) производ
ные, вычисляемые по формулам

\iUG.qi)=p(G) + at(G,(n)P'(G)G-f;Uii).

p7(G,f/,-) = p{G) + (Jj(G,qi)p\G)G ~ f'(cij).

AS (принцип потенциального участия). Для некоторого к сушесп’вуют такие Go > О
</(U- > ^ вьшолнено неравенство

чим

(7)

(8)

(9)

II

/7(G) + //(G)G-.№oi)>0- (10)

А6. Функция p{G)G вогнуз’а по G.
Принцип А5 означает, что при достаточно малых G >  0 следовательно, доста-

болыиих р) хотя бы один из участников стремится увеличить объем своего
производства сверх </0^.. _
точно

Используя теперь условия первого порядка для экстремума функции предпола-
рибыли каждого участника, сформулируем задачу о поиске состояв
*  ̂ ,2 3= о найти неотрицательный

ИЯ

‘●абор
балансовое равенство

гаемои п
равновесия следующим образом: при заданном
Z = (G. q„) такой, что G > 0, выполнено

(И)Zi/, + Q = G.

при каждом /
\if(G.qi) = p(G) + ol(G,qi)p'(G)G-fiXqi)^^’

и если ^/, > о, то

ц7 (G,q, )= p(G)+<yJ(G, qj )//(G)G - f/U/i)'^ ^1-

Отметим, что в случае a7(G,с/,) = a7(G,c/,-) для участника с ^/,-> 0 неравенства (12)

(12)

(13)

и (13) эквивалентны одному равенству.
Чтобы трактовать решение задачи (1 1 )-(13) как равновесно для участников с с/, > о,

функции предполагаемой прибыли (3). Для это-
частей в (7) не возрастает

достаточно проверить вогну'|'ость
го нужно показать, что каждая из правых по Ц II

(G,qf)^ (G,qi). Последнее неравенство непосредственно следует из (6) и А2.
Невозрастание же правых частей в (7) проверим лишь для верхней; для нижней это
делается аналогично.

ПустЕ» £/, Г) I < рз- Ввиду ]1еотрица1’сльности (G, £/,) согласно (2) G ^ G,(pi) =5
G,(P2)- Поэтому в силу А2 получим p(G,(ili)) ^ /НСДр?))- Учитывая А1, при этом
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^ УД П: )● Ьслп к тому же //(G,(iii)) 5= //(СУЛз)). то вследствие отрицательности
/7'тем более ili/''(G,(rii)) ^ Лг/’ХСХЛз))- Таким образом.1Л-(Г1 2) ^ Ц/(Л| )■

Если же /HG,(rii)) < /;(С,{1"12))- то разность цДЛ|)~М-ДЛ:) преобразуем с помощью
верхнего соо гиошенпя в (2) к виду

^^;(Л|)-Ц;(Л2) = tMG,(n| ))-/KG,(l^2))] + lG,-(Il|)K(G,-(Л|))-GДl^2)//{G,.(Л2))^ +

+П-а;(Сл/,.))С1//{С,01,))-//(С,(11,))] + 1У;'(Л2)-УЛЛ1)1.

Сумма выражений в первых двух квадратных скобках неотрицательна в силу А6, а
последнее слагаемое неотрицательно ввиду выпуклости}]. Знак же третьего слагае
мого определяется знаком множителя (1 - <5*{С, f/,)), который неотрицателен соглас
но (6).

Для оправдания определения равновесия с точки зрения участников с cjj = О
заметим следующее. Необходимый и достаточный признак максимума (12)-(13) для
функции предполагаемой прибыли можно переписать в виде пары неравенств

-а:(G.f/, )//(G)G ^ ^^CG)-/;'{^^)^ -a^(G,(7,-)/?'(G)G.

Правую часть в (14) можно трактовать как барьер, который должна превысить
разность между ценой п затратами на производство дополнительной единицы
продукции, чтобы участник / стремился увеличить свой объем производства.
Аналогично трактуется и левая часть.

Так как при. стремлении ^/, к нулю правая часть в (14) имеет предел
-a^(G,0)//(G)G, то достаточно естественно постулировать следующее поведение
участника с нулевым q,\ он готов начать производство лишь в том случае, если раз
ность между ценой p{G) и /'(О) превышает этот предельный барьер, т.е. выполнено

неравенство /з(G) -/ДО) >-a;^(G,0)//(G)G. Условие же (12) при q, = О прямо про
тивоположно. т.е. прТ1 его выполнении участник не стремится сдвинуться с нулевого

Заметим, что если гипотеза (2) определена и для </, = (). т.е. 0) имеет

некоторое значение, то в силу непрерывности справа по qj оказывается аДС, 0) =
= о, иными словами при выполнении (12) /;(G) /'(0). и
смьЕсла что-либо производить.

(14)

i/i-

участнику / заведомо нет

3. ТЕОРЕМА СУ1ЦЕСТ1ЮВЛМИЯ

В предположениях А4 и А4' постулируется лишь односторонняя непрерывность
функций и * и af по £/, при фиксированном С и полунспрсрывность по G при фикспро-
вашюм £/,. В то же время для доказательства теоремы существования требуется
предельный переход по паре переменных (G. </,), причем включая значения (/, = 0.
Чтобы не загромождать дополнительно рассуждения в основной теореме, докажем
сначала формулируемые ниже леммы, расширив предварительно область опреде
ления функций VI'* и а*. Для этого положим vv^G, (/,) = и'*(С, G) = 1 для qj > С > 0.
Условия иепрсрывмости и монотоиности, постулируемые предположением А4. при
этом, очевидно, не нарушаются. Соответственно расширяется и область определения
функций af(C.£7, ) и ).if(G.(/, ) с сохранением А4'.

Лемма 1. Фуикц1П1 \.1'^ (G,£/, ) непрерывны справа по qj к полунепрерывны по G снизу

при qj ^ о, а функции |i/(G,£//) непрерывны слева по qj и полунепрерывны по G
сверху при qj > 0.
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Соотнстстнующпе nctipcpi>iBnoci'i> фупкцт'! по f/, п
полуиспрсрытюсть по G при f/, > О вытекают испосредс'гвстго из Л I . Л2 и Л4(А4‘).
Что же касается полумспреры1Шос1И \if(G. (/,) по  G снизу при <j, = 0. го она и силу тех

же предположении равносильна полуиспрерывности функции o*{G. 0) по G сверху. Но

последнее имеет место потому, что <т^(С.О) = ini  ) и функции oJiG. (/,)

полунепрерывны но G сверху при любом q, > 0. Лемма доказана.

Лемма 2. При выполнении условия А4(А4') ()ля функций \.lj .\ij, /=1
справедливы соотношения

lim inf )VG > о,

iini sup \xj (G.(ij) = [ij (С,ё1:)УС > о, ^/>0.
}—*< G.ijj)

Доказательство. Зафиксируем положительное G и неотрицателыше ф и

рассмотрим произвол1>ну1о последовательность п'очек (G^. (р). сходящуюся к точке

(G.(7,-). Для произвольного е > 0 найдется номер  К такой, что V/: > К имеет место

HepaiiCHCTBO qf ^ ср -ье. В силу монотонности функции (G,</,) по ср получим, что

\х* {G^ ,q^ )'^ {G^ Jp + г)Ук> К. Переходя в этом неравенстве к нижнему пределу

и иегюльзуя полунепрерывиость функции p/’(G.fy,) снизу по G для
положителын>1х (/,, получим соотношение

iim inf|it(G^',^/f lim \п\' ,{'р + г)^ \ij(С.ср+г).

Доказательство.

н.

по к оо

(15)

Ввиду непрерывности \if(G,qj} по ^/, справа P/'(G.<7, + е) = (G,(~p). поэто¬
му. переходя в (15) к пределу при £—> + {). найдем, что

Иш mfцГ(G^f7,)^ МГ(С.^7,-Д

В силу произвольности выбора последовательности {G^. <4), сходящейся к (G,^, ). и
(16) получим

p;(G,.7,)= Иш ^t(G.,q-)^

Из (17) вытекает первое утверждение леммы, второе равенство доказывается ана
логично. Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть Q> {) и выполнены предположения AI-A4. Тогда существует
решение задачи (1 1)-{13). Если дополнительно выполнено условие Л5. то решение
существует и при Q = 0.

Доказательство. Сначала для каждого / построим многозначное отобра-

[qi. q^ J, которое всякому G > 0 ставит в соответствие отрезок с конгщми

qj =int{f/,IO^^/,-^//,,

= sup{r/,-IO^ ^/, ^ //.,

где Hi > о - величины из условия АЗ. Г7ри этом будем иолагат1> q = 0 или q~. = Н„ если
супремум или инфимум берется по пустому множес'1'ну. Явное указание зависимости
q'] и q~ от G М1»1 для краткости опускаем.

Покажем, что qj ^ q*. Предположим, напротив, что q^ > q* ■ Тогда |i”(G,7")<0

(16)

рГ«7,./у)^ц;(С,7,).lim inf
(G.j/,■!-)((;,(4)

(17)

жеиие G

[лиСлр)^0],

\iJ(G.qi)^{)],

(18)

(19)

1.*>6



и qj > О. Так как и силу леммы 1 функцап Ц/ЧС,^/,') пепрерывиы слева по q^, то при
достаточно малом 6 > О имеем р7(6'л/~ - 8)< О п тем более “ 5) < 0.

скольку Hcei ;ia p7(G.^/, ) & р7(С.с/, )● Это противоречит омределсшпо q~. Таким

образом, f/' ^ (!■ '.
Если оба множества, по которым берется ипфммум и супремум в (18) н (19), нс

4i Фуа*<Цап ДГ(С,г/, ) неравенствам (12)

II (13) удовлетворяют все точки замкнутого отрезка\q- .q*]. Если пусто множество в

(19), то P7(G.f/4<() при о =£ £/, ^ /Y;. т.е. qj =qf = (). и для (/, = 0 выпол
нено неравенс тво (12). Если же пусто множество в (18). то р," ^ > 0

т.с. qj =qj = Таким образом, во всех случаях, кроме
= А/,.точки замкнутого отрезка [q~,q'l'] являются решениями задачи (12)-{13).

по-

пустыс. то в силу леммы и моиотоиности по

/-/опри о q, ^
=ч,
Пусть Q > 0. Точсчно-миожествешюе отображение G

[Q. +со] и покажем его замкнутость. Так как график отображения
i^// - ^t] рассмотрим на оси

является пересе
чением иадг]')а(}н1ка функции qj{0] и модгра(|)ика f/,(G). го доста'гочно установить
замкнутость этих двух множеств. Ввиду симметрии проверим это для надграфика
функции q~i.C). Пусть последовательность {(G^.r/f )} сходится к точке (G.^-X причем

^ Q.qf ^ q'iCf). Возможны два случая: 1) если имеется бесконечная подпоследо-
к

вателышеть с q^ = Иj. то г/, = W, и заведомо точка (G,£y- ) принадлежит надграфику;
с некоторого места < /■/,. то

ц/■(C^^/7(C''))^ 0. Ввиду монотонности рДС. £/,) ио£/, тем более q)) ^ 0. В си¬

лу леммы 2 в пределе получим, что р, (C.f/- )«s О. т.е. точка (G,i/, ) принадлежит над

графику функции £/, (G). Аналогично доказывается замкнутость подграфика функции

q*{G). Тем самым установлена замкнутость отображоиия G -> [qJ ,qf].
Рассмо'1'рим сумму построенных выше отображений

жемис на отрезке \Q. Q + 2)А/,]. которое каждому  О > 0 ставит в соответствие отрезок

A{G)=^YQ + 'LqJ. Q^l.q^l Нетрудно проверить, что  в этом случае
Какутаии и существует неиодиижиая точка G g Д(С),

q,,)- для которого выполнено равенство (1 1) и

qJ{G)^ q; ^ q^{G). i = 1 п. Покажем, что qYG) < Н,. Действительно, при q~{G) =
= Л/, было бы = Я, и так как (J > 0. то G >/У,. Ввиду АЗ это дает/?(0)-Д/■/,-)< 0

и тем более р, (С. //,) < 0. Поскольку р, (G, г/,) непрерывно слева по </,, то с/ДС) <

q [. < Н j и, следовательно,2) если же мачииая

величины Q. т.е. отобра-

выполнены все
т.е.условия теоремы

существует набор Z = (G. r/i

нелепо. Таким образом, в действительности q (G) < /V, и, как было< Hj = qj (С),

установлено выше. £/, решает задачу (12)-( 13), а весь набор (G. £/],.... £/„) - задачу (1 1)-
(13). Мы доказали утверждение теоремы для Q > 0.

Пусть теперь выполнено предположение А5. Зафиксируем для каждого Q>0
набор Z{Q) = [G{Q).q\iQ)^---^ 4,i(Q)l который решает задачу (11)-(13). и

что

некоторыи
устремим Q к нулю. Так как Q < G{Q) Q + 1/7,, 0 ^ qj < Нj, то существует
предельная точка Z = (G,q^,...J^„ )● Если бы оказалось G = 0, то при некоторых поло-

Q было G{(2) < G{] и щ(С?) < ^/оь невозможно ввиду АЗ. Переходя кЖИТСЛЫ1ЫХ

пределу в соотпо111С1шях (1 1)-(1^)- ‘"‘●■'●У леммы 2 найдем, что этот предельный набор
решает задачу (1 I )-(13) при Q = 0- Теорема доказана.
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4. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ

Вопрос о елннстпенностн состояния равновесия можно разделить на две части. Во-
первых, с общемодсльной точки зрения интересна единственность равновесного об
щего объема рынка G. В ocHounoNf этому и будет посвящен раздел. Во-вторых,
данный равновесный объем рынка в принципе может в состоянии равновесия по-
разному распределяться между отдельными производителями. Это уже связано с
единственностью решений локальных задач (12)-(13)  и обсуждается кратко в конце
раздела.

Для изучения вопроса о единственности решения задачи (1 1)-(13) мы сохраним
предположения А1-А6 и добавим следую1цее.

А7. Для каждого / при О < Gj < G2, 5 > О выполнено соотношение

vv,:^(G,,8G,)^M-r(G2,5C2).

Кроме того,

w;(G,(h)<G/(ii

(20)

(21)ес ли о < cij < G.

Заметим, что условие (20) выражает согласованное неубывание функций \\* и vr .
вдоль лучей, вьЕходящих из начала координат и расположенных в пoлoжlIтeльнo^^ ор-
тантс. Его можно переписать в виде o/’(Ci,5G|)^ cJ’(G2,5G2) и, переходя к пределу

при 5 +0, найти, 4Toa/‘(G|,0)=^ gJ(G-,,0). Таким образом, согласно А7 неравенство

а/"(G| ,5G|)^ Gj (G2,5G2)

I ’

(22)

справедливо для 5^0.
Определение 1. Состояние равновесия Z{Q) = [G{Q), V/i(Q)] назовем немо-

нопольным, если f/, < G, / = 1 п.
Теорема 2. При условиях А1-А7 и любом Q ^ 0 общий объем G(Q) для немоио-

польного состояния равновесия определяется однозначно.
Доказательство. Пусть для заданного Q ^ О оказалось два немоно

польных состояния равновесия: Z^(,Q) = [G\{Q), q\{Q),---, q\{Q)] и ZiiQ) =

= [G^iQ), q]{Q), ..., q]{Q)\, причем G, = G i (0)  < G 2(G) = C 2- Пусть, далее.

/(G,) = {1^/^H : q]{Q)>i)\, l{G^J = [\^i^n : qf{Q)>i)].
Заметим, что Ga > б следовательно, l{Gi)^ Й. Покажем, что для любого

/ е I{Gi) имеет место неравенство

q}{Q) .q\{Q) (23)<
^2 G,

В самом деле, введем для краткости обозначения q\  = q](Q) п qj - ^/?(Q) и предпо
ложим, что C/2/G2 ^ ^/i/Gi. Тогда, очевидно, qi > q\ и существует q такое, что q\ ^
^ ^ ^2 и ^1^2 - 4\!G\ = 5. Используя (22) и А4'. получим цепочку неравенств: 0 ^

^ 2| = a;l‘(G|, i/i) ^ CT“(G2, ^7) ^ <t7(G2, ^/2)  = 22. Так как qj < G2, то (21) влечет Z2
Далее, поскольку наборы Z,(Q) и 23(6) равновесны, то из (12), (13) для данного /
имеем p(G,) + G,/2'(G,)z,-/;V/|)^/j(G2) + G2//(G2)z2-/;'('V2)- ^  иьшуклости
можно отбросить последние слагаемые в обеих частях, разве что усилив неравенство

/;(G,) + G,/74G,)z, ^ P(G2) + G2//(G2)22-

Если Zi = О, то (24) противоречит убьЕ

< 1.

(24)

/7(G). Пусть Z) > 0. ВЕлчтем из (24) нера-ваниЕо
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пенство (I ~2)piGi) > (1 -Z2)p{G2). которое имеет место u силу А2 п того
22< 1.И придем К ai0TH0iiieMni022/J(G,) + G|//{G,)2, <.-2l/4G2) + G2//(G2)]. Учитывая,

2| > О И //(G)) < 0. мoжe^^ вынести

что

что Z2 него неравенство/;(Gi) + Ci//(Gi) <р{С2)
+ G2/j'(G2>. которое не̂ возможно из-за А6, так как G| < Go. Полученное
показывает справедливоств (23) для / е /(G2).

Неравенство (23) показывает, что /{С.) С /(G,), т.е., используя балансы (11) для Z,
и Z2, получим

из

противоречие

.  о ^iUQ)^ Q ч]{0)^ Q1= I < I -рisHCn) *^1G. G,
»e/(G|) G] С,iel((j2)

Это противоречие означает, что предположение о существовании двух равно
весных наборов с разными общими объемами неверно  и теорема доказана.

Если Q > о, то любое состояние равновесия не монопольно. Следовательно в этом
случае равновесный объем G{Q), согласно теореме 2. определяется однозначно. Если
же Q = 0. то, вообще говоря, в одной задаче возможно существование и монопольного
и немоноиолыюго равновесий с разными объемами (например, если функции/ и
piG)G кусочно-линейны).

Следспи-inc. Если в условиях теоремы 2 предположить дополнительно,
каждого / либо f] строго выпукла, либо для всякого G > 0 из 0 ^
неравенство

в
что для
ытекает

то не только объем G{Q) в немонопольном равновесии.
ZiQ) единствен.

В самом деле,

(25)

но и весь равновесный набор

если бы при равновесном общем объеме G для некоторого
величины {) ^ (/] < (ff, удовлетворяющие соотношениям (!2) и (13). то, применяя стро-

выппсать противоречивую

I нашлись

гую выпуклость / либо неравенство (25). мы могли бы
цепочку соотиоиюний

0^[l-(G,c/f) = p(G) + G-(G,qf)p'(G)G-f/UiJ)<

< p{G) + аД G, q] )p'(G)C - fiXq]) = Ц*[G,q]) s 0.

Замечание. Монопольные равновесия (при Q = ()) отыскиваются путем решения
задач на максимум функции Pi(G. G) — p(G)G на положительной полуоси с
проверкой условий p^(G, 0) ^ 0 для i ^ к.

5. СЛУЧЛГ! ПОСТОЯННОП ЭЛАСТИЧНОСТИ

Здесь мы подробнее изучим частный случай, когда функции/ н р дважды непре
рывно дифференцируемы и

п'Г (G. г/.) = и/(G. ср) = и- о, —, о < f/,. < G (26)

w^{G.C) = \.

0^ (Xj ^ 1 - <7j. Легко видеть, что и'. и и’^ удовлетворяют условиям А4
и А7, а значит, для задачи (11)-(13) с этими функциями справедливы теоремы 1 и 2.
Условие А6 и случае дважды дифференцируемой р
неравенства

2р'(С) -н /У'(6')С ^0 VG > 0.

(C,G) = a,- + a, (27)I >

где 0^ о, < 1,

сводится к выполнению

(28)
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Дополнительное же услоьие (25) слсдстния из теоремы 2 заменим следующим
более сильным предположением.

А8. Функции/; и р дважд1>1 непрерывно дифференцируемы и для каждого / либо '

f {c/i)> О для любых с/, > О iilim
Случай а, = О соогиетствует постоянству эластичности прогнозируемого изменения

общего объема С в зависимости от изменения с/,. Лемма 3, которая будет доказана
, служит инструментом для изучения обобщенной модели Штакел1.берга

дующем разделе.

vrj^(G. G) = 1 не будет встречаться.
В предположении

(13), которая в данном случае принимает вид: найти
условиям

£/, = О, если /Д+О) - a,//(G)G - p(G) ^ 0.

f'Up)-a,-c/ip'(G)-Ofi/(G)G - p(G) = 0.

если £/, > о. Распространим гладко функции/; на отрнцательную полуось.

= fi(0) + /2 при £/, <(). Если выполнены предположения А1-А8,
уравненнскг (30) его рщиения (p=qj{G) определены однозначно и непрерып-

всех С > 0. Если ^ДС)> о при G > 0, то фугжция

£//(G) совпадает C£/,(G). Если же в некоторой точке G,- окажется £/,(G,-) = 0, т.е.

/'(О) = ajp'(Gj)Cj + p{Gj), то п силу условия 0 ^ а, < I и предположений А2, А6 имеем

fj\Q) > a,//(G)G + p{G) при G>Gj. Поэтому ^7ДG) <  0 для таких G, а t/,(G) = 0. Таким
образом, c/j{G) = max{^,(G), ()| и функции £/,(G) }|епрерывно дифференцируемы всюду,

за исключением разве лишь одной точки G,-. В самой же точке G, функция (/i(G)

имеет односторонние производные q'liG, + 0) = 0 и q'(Gj - 0) 0. Производные функ¬

ции £/,(G) npnG<G, могут, вообще говоря, иметь разньЕС знаки. Однако ниже мы
покажем, что при выполнении неравенства

Q + Z£/,.(G)^G,

которое имеет место, наггример, в точке равновесия, одионрсмснио не может быть
более одного субъекта с полож1П'сльной произв{)дной. Положим

/(С) = {/ : £/.(G)>0}, /■^(G) = {/g/(G):£/;(G)>01.

Лемма 3. Пусть выполнены предположения А1-А8. п гипотезы vi* имеют вид
(26)-(27). Тогда для любых G>du Q>()npu выполнении неравенства (31) имею!},
место оценки

f.\q.) = +СО, либо а, > 0.<■/,-—>4"

В сле-

Так как при этом интересен лини, случай Q > 0. то значение
ниже

А8 исследуем поведение решений q-, = qi{G) задачи (12)—
£/, о, удовлетворяющее

(29)

(30)

положив

то
дифференцируемы прино

(31)

2Q

/"■(G) = 0.

I
G ’Zq'(G-())^Zq;(G + 0)^-

(32)0,

Доказательство. Так как для / е /(G) выполнено равенство (30), можно
воспользоваться теоремой о дифференцируемости неявной функции и выразить
производную

(33)(l + a,)// + a^Gy/' + a////;
//

q;iG) = fi'Up)~a^p'
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Х1.ЛЯ простоты п правой масти опущен apryNrciiT С. По предположениям А2 и А8
:знамспа'1сль дроби (33) положителен. Следовательно, знак производной q'iiG) опре
деляется знаком мпс.аптеля (33). Легко Ш1ДС1'ь. что если а,- = 0. то

4'iO) = [(1-а,)// + а,(2// + С//')1<0f'Uh)

в силу А2. (28) II того, что 0 =s а, < 1 . Если же а, > 0. то ситуация более сложная и
q'j{G) может принимать значения различного знака. Предположим, что с]\{С) > 0. В
этом случае чнелитель в (33) положителен. Так как f” > 0. то ввиду (28)

1-0: ^ 9
0

^
<q'(G)^-

,/.(G)^-l+^,/.(G). (34)а,-

Таким образом, при выполнении неравенства (31) (например, в точке равновесия)
нс может быть более одного субъекта с положительной производной q'{G).

Теперь можно оценить £ q\{G) в случае, когда Hq^iG)^ G-Q. Если /+(С) = 0
/е/((7)

X q'{G)^ 0. Если же / ^(G) = {/o), то ^C-Qn ввиду (34)
/е/(0)

то

2./, (G) 2(3
I q'{G)^ql{G)^-\^- (35)С G/е/(6’)

Так как ^/,-(0, +0) = () и cy;(G,. -0)^ О при /e/(G), т.с. при G > G;. то из неравен
ства (35) следует утверждение леммы 3.

г». РЫНОК с ЛИДЕРАМИ

В этом разделе модель Штакельберга [5] обобщается и вкладывается в приве
денную выше общую схему. В классической модели Штакельберга одна из фирм
учитывает реакцию остальных участников рынка на изменение ее объема поставок и
выбором этого объема максимизирует свою прибыль.  В [2] эта фирма называется
лидером рынка. 1-1пже рассматривается случай, когда таких лидеров несколько,
остальные (ведомые) фирмы ведут себя согласно модели, описанной в разд. 5. Как
было отмечено во Введении, обобщенную модель Штакельберга мы вкладываем в
общую схему на уровне условий первого порядка, т.е. ищем такое состояние, при

стационарную точку. К сожалению, в

а

котором функции прибыли лидеров имеют
рамках данной работы исследовать эти стационарные точки на предмет выполнения
условий второго порядка ме удается. Поэтому будем говорить в дальнейшем не о
состояниях равповесия обобщенной модели Штакельберга. а о стационарных
состояниях.

Пус'п, мерш>1С .V фирм. I .v < //, относятся к категории лидеров, т.с. в своем прог
нозе учитывают реакцию остальных п -s фирм на изменение их совокупного объема

производства 0 = X ДРУ^ огносителыю друга действуют как участники классы-
(=1

ческой модели Курно, т.с. считают, что остальные лидеры нс изменяют объема
производства. Наконец, последние п-х фирм применяют рассмотренную выше

тактику с внешними поставками Q и функциями w~. vrj’, определенными (26)-(27).
Классическая модель Штакельберга получается, если  л = I. а, = I. а, = 0. / = 2...., /ь В
силу А1-А8 для любого Q ^ 0 рстепис задачи (1 1)-(!3) Z{Q) - [(G(0).
с/пШ)] существует, сд1шстве1ШО и дифференцируемо всюду за исключением точек G

6 Экономика н математические методы, № ^

I ●
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где cymecTBVEOT леиая и правая произиодмыс. Дифференцируя балаисоЕюс раиснсгно

(36)G(Q) = Q+ Z c/,(G(Q))
/=л +

по Q и используя оценку (32). легко показать, что функция G(Q) строго возрастает,
G(0) > 0. II GiQ) ^ Q при Q > 0.

Чтобы вложить обобщенную модель Штакельберга в общую схему, нужно

определить функции и vr, для / = 1.— .v. Согласно постулируемому  поведению

лидеров, гипотеза лидера i состоит в том, что при изменении его объема производства
на Tj - cjj объем внешних поставок Q для второй группы участников также изменится
на Т| - cfj. Следовательно, лидер / считает, что при замене Q иг Q + У[ - </, сохранится
балансовое равенство (36). Полученное соотношение играет роль равенства (2) для
лидера /, поэтому, дифференцируя это соотношенпс по р справа п слева в точке р = <// ,

и выражая из полученного равенства производную cIGIch'], находим вид функции vp- !

●V. Именно, если G > 0(0), то однозначно определено QiG) > 0. прии Wj для / = 1
котором С(!2(0)) = О. и для 0 < г/,. ^ Q(G) получим

1 (37)= п“(0).w- (G.cji) =
I- X ^lj(G-O)

y=,v+l

1 (38)= «■^(0).

1' X q-(G + 0)
/=л + 1

в силу леммы 3

G
■^(О) ^ тах-^ 1. >.

^  2Q(G)j
(39)о < /Г(0) и

За исключением точек О,, эти функции совпадают и непрерывны. В точках же
справа. Это обеспечиваетразрыва функция и (О) непрерывна слева, и iG(G)

выполнение условия А4. Для применения теоремы 1 нужно формально доопределить
А4.

функции \vf{G,cjj) для / = 1 S при всех G > 0, 0  < q-, ^ G с соблюдением условия

Начнем с точек (С. с/,) при G > G(0) и Q(G) < ^/, G. Для сохраненпм монотонности

произведения ^,vp^(G,r/,) и обеспечения условия (5) для рассматриваемых точек {G. <//)
положим

а-(С)
7(G.ry,) = a'"(G) + (40)vt

определив коэффициенты из условий

a*CG) + a*(G)/G(G) = ir(G). a*(G) + a-(G)/G - 1.

Так как QiG) < qj ^ G. то величины (40) лежат между > 0 и 1. т.с. поло~

(41)

жительны. Решая систему (41) и подставляя в (40), найдем

QiG) G
wfiG.q-,)- ■ G ! - —-f QiG)ir{G)4\G-QiO)\.+

(42)
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I ак как К15Э(|)фицпент при и'-(С) для (/, ^ С неотрицателен

полунспрсрывпость МО С функции И',-. Кроме того, ввиду (39)
цач’слсн псрхнмн предел

Q{G)uUG)_^ 1

. то

=  lim sup

сохраняется нужная

конечен и нсотри-

O'— G — Q{G)
(43)2

Переходя в (42) к верхнему пределу при G G(0). положим

u';cC(0),T/,) = [I-K-"l + [C(0)V^]/(7,.. (44)

Поскольку (42) п (44) неотрицательны, можно принять и-/'(С.<7,) = О для G < G(0) и
wj'(G. q,) = О для С ^ G(0).

Таким образом, введение функций vvT и н' , удовлетворяет всем условиям теоре¬
мы 1. Поэтому ее следствием является следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть выполнены условия А 1-АЗ, А5. А6. А8 и для участников

.V + 1,..., п функции wfiG. qd определены равенствами (26), (27). Тогда
обобщенная модель Штпкельберга имеет

Замечание. При небольшом ужесточении предположений

- О, так что иТ(С(0), т/,) = 1. Для этого достаточно.

с но¬
мерами I =

стационарное состояние.
можно показать, что

например, предположить , что
либо ф" строго положительны, либо в (28) имеет место знак строгого неравенства,
либо по меньшей мере два участника из ведомых имеют положительные в точке
равновесия для Q = 0. '
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