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Описан так называемый метод уровней, предназначенный для минимиза
ции негладких выпуклых функций. Метод перенесен на задачи отыскания
седловой точки выпукло-вогнутой функции и выпуклого программирования с
ограничениями. Построена двойственная декомпозиционная схема анализа
задач линейного nporpaNJMupoBannji специальной структуры, основанная на
NtcToue уровней. Приведены результаты вычислительных экспериментов.

1. В1$ЕДЕНИЕ

Метод уровней относится к семейству так называемых hundlc-алгоритмоп неглад
кой выпуклой минимизации. Эти алгоритмы предназначены для решения задачи

f(x) —» min, X е G,

где G - выпуклый многогранник диаметра D в /z-мерном евклидовом пространстве Е",
а/— выпуклая липшицева с константой L функция на G.

Специфической особенностью bundle-методов в отличие от более простых (и
соотве'гственно менее эффективных на практике) методов субградиентного спуска
является использование кусочно-линейной модели

(1)

fi(x) = max 1 fiX:)-f (x - X: f'(Xj )1 (2)

минимизируемой функции (л^- g С

J'ixj) - вычисляемые в этих точках значения и субградиенты целевого функ
ционала). Достоинство модели состоит в том. что она аккумулирует всю полученную
к соответствующему моменту информацию о/. Для сравнения укажем, что в методах
субградиентпого типа на итерации / используется лишь последний (отвечающий j ~ О
элемент модели (/(-v,-);/'(a/)).

итеративно формируемые поисковые точки, f{Xj)\

Исторически первым bundle-методом и. пожалуй, первым методом негладкой
выпуклой минимизации вообще был метод сску1цей плоскости Келли [1 1, задаваемый
весьма естественной рекурсией

€ Argmin/(A).
16 О’ (3)

Оказалось, (щнако, что сходимость метода Келли может быть-п достаточно часто
оказывается на практике - весьма медленной. Дело  в том, что в многомерном случае
точка минимума модели /) крайне неустойчива Г случайна"). Существенныйпочти

* Набота выполмема при фшки1сопой поддержке Росспйско
(проект 93-012-499).
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прогресс м iciMccTiic мстодои был смязан с предложенным К. Лемарешалем ((2. 3[)
слишком оптимистического' правила (3) к более осторожному пра-переходом о1-

виду

= ai-gmin /;.(.v)-b^|.v_.v.|-Л‘,-( (4) + 1

в котором вычислительный процесс стабилизируется за счет введения
члена, т графующего большие уклонения от .v,-
пройденных точек. Заметим, что (4) восходит к так называемому /;/ш--алгоритму
минимизации, предложенному Б. Мартине [4| на основе идей Ж. Моро [5]
мому соотионюнием

квадратичного
наиболее перспективной" из

и заданас-

(I:
= arg mm /(.v) + — Lv - ,v,|-

*бс; L 2
-V./ +1

где /- минимизируемая на С функ[1ия. Алгоритмы типа (4) (при надлежаще
выбранных правилах подстройки штрафного коэффициента фп пересчета центра
регуляризации .?,} весьма эффективны па практике. Вычислительный  опыт пока
зывает. однако, что hnmllc-\icro}\h\ обладают уязвимой точкой:
эффективность весьма сущсс'гвешю зависит от применяемых

их практическая
правил подстройки ф,

причем правила, усиешмо применяемые для одних задач, могут быть неподходящими
для других.

Один из возможных подходов к синтезу "робастных" />ш?<//г-методов связан с неко
торым неявным контролем штрафного коэффициента ф, предложенным в [6]. Со-
отвеп'С'гвующмй мезды. получивший название метод уровней", и является предметом
настоящей работы. Ниже излагается базовый вариант метода. который затем
переиоси'гся на задачу отыскания седловой точки пыпукло-погиутых  функций
задачу вг.шуклого программирования с ограниченпямп. Для всех трех вариантов
метода уровней усгапавливается скорость сходимости. Далее на

и

основе описанного
метода строится декомпозшщомиая схема анализа задач линейного программиро
вания (ЛП) специальной структуры. В последнем разделе приводятся результаты
численного тестпрованпя метода уровней, из которых вытекает его высокая практи
ческая эфс]зек тивнос'ть.

2. МЕТОД УР01ШЕГ1 ДЛЯ МтМ1МИЗЛЦ11Ц пл МНОГОГРАННИКЕ

Метод уровней, обозначаемый далее ЬсУд. определяется
X е (0. 1) и решает задачу (1) следую1Ц11М образом.

К началу итерации / в пашем расиоряжешш имеются сформированные ранее
поисковые точки Xj е G. /= I /- I. с уже вычисленными /Ц) и субградиенты/'(.v,).

И

г

терация / начинается с /(.v,)./'(.v,) н построения модели (2) целевого функционала
/. Из выпуклости/следует, что модель/оценивает/снизу:/(л) ^ Дл), .т е G. Кроме
того, ясно. 4To/(.v) не убывает по /. причем/и/совпадают в точках
решается задача JTII/(.v) —> min. а' g G. и вычисляется минимальное значение /
/-Й модели / на многограннике G. В силу отмеченных свойств ^JOдeлeй /-является
ипжнсй оценкой оп'гимал1.иого 'шачеимя/'^ задачи (1). причем эти оценки не убывают
по /. Зачем вычисляются текущее рекордное значение / целевого функционала/и
оценка ошибки Д,: / = min/(A‘y); ●

/. Далее

С учс'гом сказашюго Д, S'./--/■'■ оценивает сверху уклоиемпе от хшнпмума по
целевому функционалу лучшей (с ми1шмалып,1м зmlчeниe^^ /) из сформированных
гюисковьгх точек Xj.j ^ /. причем Д, не возрастает по /,

Наконец, определяется новая поискепшя точка .v,-+] как проекция .v, на множество

единственныктпараметрох

16.5



уровня /, = / + А. Ду модели /; (отсюда и назиаиис метода):

= argmin{l.v ~-v, P 1л' g G. /-(.v) /,1,

после чего происходит переход к следующей итератш.
Приближенным решением задачи, найденным после i итераций, считается рекорд

ная точка .V/. определенная условием: /{.v,) =/]. Метод
достижения нсравснстпа: Д, ^ е, где г> О-заранее фиксированная точность решения
:ишач11 (1).

Скорость сходимости описанного NicTojia устамавливае']' следующее утверждение.
Теорема I. При люСн>м в > О число ишгоа метода Lev), до иистросния е-/;бчпеяпл

задачи {т.е. до момента первого выполнения неравенства /(.v,) ^г)не
превосходит

послеостанавливаегся

L?D-
/V(£)= с{Х)—^ (5)

где [zj - наименьшее целое число, большее либо равное вещественного числа z:L-
константа Лшииица f; D - диаметр G.

Доказательство. Поскольку /(X,) Д,, дос'1*аточно доказать,
условие Д, > е не может выполняться более чем па /V(e) шагах.

Итак, допустим N таково, что Ддг > е. и оценим N сверху.
1°. Разобьем множество /= { I N] номеров in’cparnin на группы сле¬

дующим обргшом. Первая группа /| заканчивается номером i(\)^N и содержит
номера /■ ^ /(П такие, что Д,- *£ ( I -?>,)■'A,v =  ( 1 - А.)"'Д,-, | ,. Если 1\ отличается от /,
определи.м / (2) как иаиболыний из номеров /е /. не принадлежащих /[, и обозначим
через /2 множество всех номеров / ^ / (2), для которых Ду ^ (i - Х)'^Ац2)- Если
объединение /) 11/3 все еще нс совпадает с /, определим i (.‘^) как паиболыпий из
номеров и /. не принадлежащих l\ <J G- и положим /3 = { / : Ду ^ (1 - А.)"'Д,(3)}.

Описаг)мый процесс продолжается до полного исчерпания множества /. Поскольку
Ду не возрастает по /, /,. = | /: / (.v - 1) < /  ^ /(.v) |, ,v = 1. ..., к (/ (0) = 0).

Итак, множество / разбивается на последовательные сегменты /[ Д, (/.- следует
за /s+i). Манболыинй индекс в /,. есть ;(.v), iipnneNt по ппстроешпо

>(1 -Л.)->Д„,„.у= i к - I.

2°. Проверим, что множества Qj = |.v g G 1уу (.v) «5 /у) уровня моделей, отвечающих
одной группе итераций имеют общую точку - точку минимума п, = последней,

модели группы.

В самом деле, модели не убывают по /. а иаилучшис найденные значения /, нс

возрастают по /.так что при /е Л имеем:/)(н J sS у;, ^  /

^ (I — А.)Ду =/у (заключителыюе нера1юнство следует из

что

псе

(6)Д (■(.V+U

'гого. Ч'1'o / е ’I'.e.

-Д
/(.V)(●'Ц

Д,-^(1->.)■'Д )./(.V)

3®. Теперь мы в состоянии оценить число /V, итераций в группе /,. В самом деле,
- проекция .Vy на выпуклый многогранник Q,, содержащий точку u_,(i g /). так что

|- -I.Vy - .Vy+| l", i G /,. откуда.no стандартным свойствам прсюкцпи l.vy

обозначая черезy(.v) первый номер в /,. получаем

S l-Vy /J^
/e/.V

Оценим теперь снизу смещения 1л-у-л-.^, |. В точке .Vy /-я модель ./) равна/(.vy) и
позтому не меныпе. чем /), тогда как в точке та же модель, по построению, нс

превосходит /у = /у —(1 — Х)Д,, 'PaKUNt образом, при переходе от .v

-H,i" ̂ I.Vy - н./+1

(7)

к .Vy+, /-Я модель
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изменяется по мен1>шсй мере на (I - X)Aj. что. в свою очередь, не меньше
(1 - ;^)А

(I — ' Отсюда и из (7) следует, что число Л/, итераций группы допускают

онстантой А. то1лу -л-,,.,Г/(.VI

оценку ^ (1 - А.)"^ jL“D"A7",j.
Так как Д,, |-) = Дд, > е и Д

из предыдущей оценки, что N.. < (\-Х)~~ L}D'(\~Х)~

. Так как функция у;, очевидно, лишницива с к

> (1- Д,(]^ при .V/●(.V)

2
> 1 (см. (6)Т мы получаекг

е“". откуда /'/ = Х
(.v-n

<с{Х)[} 1Уг Теорема 1 доказана.

Заметим. Ч10 I-cv^ на самом деле принадлежит семейству Лц/?<'//е-методовг в этом
методе 'I’eKyiuiin центр регуляризации всег да совпадает с последней поисковой точкой, ●
а штрафной коэффициент на каждой итерации выбирается так. чтобы точка т
определяемая соотношением (4), принадлежала множеству {.v £ Cl/(.v) = /,| .
Подчеркнем, однако, что реализация метода уровней никоим образом не требует
явного вычисления соответствующего (I,. Укажем еще. что при А —> О метод уровней
превращается и метод Келли.

Известно ([7]), что оценка (5) нс допускает равномерного по размерности п задачи
улучшения более чем в абсолютную константу раз. Таким образом, теорема 1
утверждает, что метод уровнен является оптимальным {в некотором точном смысле)
методом решения выпуклых задач большой размерности.

/+1 ’

3. МЕТОД УРОВНЕМ ДЛЯ ОТЫСКЛПИЯ СЕДЛОВЫХ ТОЧЕК
ВЫПУКЛО-ВОГНУТЫХ ФУНКЦИИ

Идею метода ур01шя можно псрснес’П! на задачи поиска седловой то'жп функции f,

определенной на прямом нронзвсденнн G выпуклых многогранников РаЕ"''

QciE

Z* = (Л'=^ е G = PxQ :Jlx. у^З s=./t-V

где/- выпукло-вогнутая (но .vs Puvg (2 соотиетственно) функция, удовлетво-
ряющая на G условию Лнтница с константой L.

Сформулированная задача, как известно, эквивалентна двойственной
пуклых задач

ф{л') = шах fix. v) —» inin. .v € Я.
ус-0

\|/(y) = niin /(.V, V)—>max. \eQ
\eP'

c равт>1мн оптимальными значениями, или, что i-o же. сд1шствснной оптимиза
ционной задаче

V (z) = ф (л) - ф (у) min. г = (-V. у) е G

с нулевым oптн^faлы^ым значением.
Погреши ость

н
II..

: наш и

.v'0^/l-v=^yy). Сл-. у)£ С. (8)

паре вы-

(9)

(.V. V) е G в качсствс решения указанной задачи

сстествемио характеризовать неличиноп v(.v, у) = ф(.\-)-\|/(у) = ^ф(д-)_11Йпф(л)^ +[  леР J

точки

IJ - суммой погрешностей по функционалу точек х и г. рассматрп--1-Ппах\|/(у)-\|/(у)
veC)

ваемых как приближенные решения задачи мтшммзацнн  ф и максимизации \|/
соответс твен но.

Заметим, что если мы уже сформировали последовательность попскопых точек
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=  Vj) e G. j = 1 /. и ПЫЧИСЛПЛП в этих точках значения f(Zj) ii частные
суб/суперградпенты f'{Zj), f'(Zj) функцпй/(-.>7),/(.V/. ●) (предполагается, что норма
указанных век торов нс превосходят L), то мы в состоянии построит1> модели

“/

ф,(л-) = шах|./(-у) + (Л- - л-у f f'(Zj)l

(iO)

ф(у) = 111in [/(zу) + (у - yj f f'(zI)]i^i

функции ф, \|/. Ясно, что ф, оценивает ф снизу, а оценивает ф сверху, так что модель

V, (.V. у) = ф; (Л-) - ф/ О’),

как и в ситуации разд. 2, оценивает снизу целевой функционал подлежащей решению
выпуклой задачи (9). Едипствемиое отличие нынентеп ситуации от описанной в
разд. 2 состоит в том. что модель (I I), вообще говоря, не точна и в поисковых точках.
Это осл()жиеиие. однако, не мешает реализации метода уровней, i-я итерация
которого теперь п'акова.

Имея информацию f(Zj). f'(Zj). f'(Zj) в поисковых точках z, € С. j < /, и оче
редную поисковую точку I,, вычисляем/(з,-), /'(z,). /'Xz,-) и строим модели ф,-, Ф,»

(11)

V/.

Далее вычисляем минимальное значение - Д, модели V, на С. решая пару задач ЛП:
ф,-(.г) ^ min. А-€ Р. ф,(у) max, yeQ. Решив указанные задачи, находим
соответствующие двойственные множигслп Xj, р,. /  = 1 , .... /. которые удовлетворяют
условиям

in I ̂ y[/(Z/) + (.v-A-y)'^/;(Z/)1,X ● о, ^ Х: = \, minф,.(.1-) = mill
1~\ хеР леР

= 1. тахф,-(у) = пшх X j[f(Zi) + {v - Vif f'Xzi )1
veQ \eQ j=\ i ■ ; .

./=1

4/^0. X My
/=1

(12)

(13)

C помощью этих множителей формируем /-е приближенное решение задачи -
точку

= Z Л/А-уI yJ = I ̂ y.Vy . ’
/=1

Новая поисковая точка определяется из соотношения

Zj+i = (AV+|,y,+,) = arg min | Iz,--z|2|zg G, v^z) ^-(1 -  Д;1.

где Xe (O.I) - фиксированный параметр метода. Итерация закончена. Обозначим
описанный вариант метода Lev^. через Lev^.

Теорема 2. Ммя метода Lev^ при любом i выполняется неравеиепшо

(14)

Кроме того, этот метод при любом е>0 находит г-ретсние эадпчи (8) {т.е.
обеспечивает иеравеиапво viz^j) )) ли нс более чем

(15)Lrl)-
N'(t)= с'(Х)^ ,  c'(X) = 2((\-Xf-X(2-X))-\е"

шагов, где D - диаметр G и L - копепшита Липшица функции/.
I6K
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Д о к а i а т с л ь с т в о. Г. Проверим (14). Фиксируем (л. у) е G. Имеем

/(.V,, г)==/(-) + (у-у,-//;'(г;),

/(.V, y;)2=/(:^) + (.V-.V;)^/;'(.;).

Беря cyMNfbi указанных неравенств с весами X,,
результирующие друг из друга, получаем

соответственно и вычитая

2 (>.,/(л-, У)1Э 2 х^(/(г,) + (л--у,
;=1/=1

- i ц /1/(-/) + <-V - .V/ f f'.izI )}. (16)
i=i

Левая часть в (16) ввиду выпукло-иогнутости/нс больше f(x, у*)-/‘(а'', у)-

Следовательно /(у, у;)-/(У,'. У)3= 2 >ч{/(г;) + (у-у,)''./;;(г:,))-2 Ц,{Лг,) +/-1

+(у-у,
Минимизируя обе части полученного неравенства по (.v. у) е G и принимая

внимание (12). (13). мы приходим к следующему:-v(-,-  ) Ss min фДл ) - max ^/Ду). как и
ле/’ xeQ '

утверждается в (14).
2®. Остается проверить, что Д, заведомо ^едля всех / ^ /V(e) (см. (15)). В

деле, пусть целое N таково, что Дд/ > в. Докажем, чт() в зтом случае N меньше Л/'(е).
В силу конструкции наших моделей ясно, что поточечно не убывают с ростом л

так что величины Д, не возрастают по /. С учетом этого мы. как н в доказательстве
теоремы 1 , можем разбить множество / = 1 1 N\ на группы /,. ..., /д, так, чтобы
группа предшсс'твовала /^. и выполнялись неравснсл'па

Д,-^(1-^)"'Д,-(,р Дд.у-и)>0-^Г'Д

где /(л) - последний номер в группе /,. Мы утверждаем.
G,-={г elv,(.^)^/, =-(1 отвечающие итерациям ie /^, имеют общую точку,
именно, минимпзатор и’,. последней, /,-и. модели группы. В самом деле, модели
поточечно не убывают по /, откуда

V,.(CO,) ^ V,-„.)(CO,) = -Д;,,) ^ -(1 - i е Is

(мы учли (17)). так что е G/ при i € /^.
Теперь доказательство завершается точно так же, как и в случае теоремы 1.

Именно, заметим, что v,(c,) О (ибо по очевидным причинам фД.т,) ^ Дгр ^ V,(>’/), так
что Z, € G,-; поэтому Vj(2,-+i) = Ч1 - ̂ ) Д/ »

v,{z,-)-v,-(-.h)5^(i-^)A/^'(i-:^)A/(.v)-

во

самом

(17)/(.V)’

что множества

(18)

Так как, очевидно, функция v, лшпшщева с константой t по .г и по у. она
- — II lV2 но Z и (18) даетлипшицева с константой

(19)

В то же HpCNia. ПОСКОЛ15Ку и», € G,. / G /
проектирования имеем

-  ̂\Zj - -1г,- - - и-,\z ^■i+\i+\

с учетом известного свойства операции

1
1 (1-?.)'д'ali¬ s)-
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Следовательно, число /V^. помероп в />. удоплс'гпоряс')' мераьепстму:

В силу (17) и прсдгшложс.1шя о том. что Д = A,V >еr(.v)

-(Л-1)Д(1-я.) У (л)

Итак. N, < 2£)-7.“(1

„ 7,1 -1D-Lrt
2

Л' = I /V, <

. откуда

(1-;^)г(2-Х)

Теорема 2 доказана.

4. МЕТОД УРОВНЕЙ ДЛЯ ВЫПУКЛЫХ ЗАДАМ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Этот раздел посвящен распространению метода уровней на общую задачу выпук
лого пр{)граммиропания

min. <0. / = 1 т. х е G.JU) (20)

где G (Z Е

удовлетворяющие условию Липшица. Предполагается, что задача (20) paapcunisra.
Для AaabHei'injero удобно перейти от задачи с несколькими функциональными

ограничениями к аналогичной с одним ограничением. Для этой цели достаточно
задаться ироизвол1>иыми масштабными коэффициентами Я., > 0, / = 1 /н, и
переииса'гь (20) в эквивалентном ви/ie

/(.r)^niin. ,^(.v)= шах .v € С.

Обозначим через HJ) и L(.i,') константы Липшица функций/. соответс'гвсмио.
Допустим, что вычислены значения функций fui> вместе с их субградиептами

в точках .V|, .... -V, е G. Полученная информация дает возможность построить /-е
цс-

выпуклые функции на G,выпуклый компакт: fa я‘, i = 1 т.

(21)

max[/(.Vy)-i-(.v-л-у)'^/'(л'^)] и шах[^;Чл●y) +(-г-модели f/{x) =

левого функционала/и функции ограничения ,(●. Эти модели оценивают соответст
вующие функции снизу и не убывают с ростом i. т.с.

(22)

По моделям/; II .1*, строится /-я аппроксимация задачи (21)
5Дл')=^0. xsG. (23)

В силу (22) допустимое множество задачи (23) шире, чем у задачи (21), а ее целе
вой функционал не больше, чем у (21). Следовательно, оптимальное значение /, =

= min{/;(.v)lA-€ G, ^,(а')^0} задачи (23) не больше оптимального значения/= исход

ной задачи (21). С ростом / допус-1имое множество задачи (23) м(шет п’олько сужаться,
а ее целевой функционал - лишь расти, поэтому

Л ^ (24)

Введем /-е множество достижимости Г,, положив

Г^=сопг){(п. v)eE^\3j^r.{f{xp, ^((-Vy))^(n, -и)}. (25)

Определим "расстояние" с1, от точки z, = (/;, 0} до множества Г, соотношением
</,● = тах(н-/., о).тш

(и. и)бГ —I
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И з (25) мы'гскаст. что - оптимальное значение задачи ЛП

О) (26)1П1П.
; = 1

I |.1у^,Чл-)-со^ 0. I = 7 = 1,...,/,
/=1

с переменными р, со. Пуст1,(р'. со') = (р| pj, с/, ) - реи1ение задачи (26). По

ложим = X Из (24), (26) и ныпуклостп функций /'. ,i> следует,
/=|

-решением задачи (21), т.с.

/(л-,)^/*+с/,., .V, eG.

Из (27), U частности, вытекает, что с/, 0 для любого /. Дпойстиенная к (26) задача
ЛП может быть записана в виде

li;(a)= min [а(/‘(.v )-/' .)-t*(l-a),^'(.v,)] шах, 0^a=si.

Ясно, что Л,(а), инеденная в (28). - вогнутая кусочно-линейная функция а е [0, 1].
удовлетворяющая условию Липшица с константой L = (L{f) + jL(^i>)) О. где D - Д11амс1р
множес1'ва G.

Из (28) можно заключить, что точки .v, следует выбирать так, чтобы гарантировать
стремление к нулю величин dj = шах Л,(а) при/—>

(Гб[0.1)

что А- является

(27)

(28)

. Заметим, что в силу (28) функ-оо

ции hj ие возрастают по /, т.е.

h\(a) ^ ..., а G [0. 1].
Кроме того, ьшжно считать, что ф = шах hj(o.) > 0, ибо в ситуации d; = 0 точка а„

согласно (27), я1зляется решением исходной задачи.
Пpeдлaгae^Jыrt ниже алгоритм складывается из серии шагов NtcTOfla Lev;^ из разд. 2,

применяемого для минимизации функции ф„(а) = а/(А)-(-(1 -a)^>(A) на G при различ
ных значениях а.

При обосновании алгори тма будет использовано следующее утверждение.
Лемма I. Пусть £ > О и у’, у-, ... — трпекпюрия метода уровней Lev^, примененного

к задача tpit(-V) —> min. а g G. Допустим, что при некоторых / и / точки у', ..., у^

содержатся среди точек Х\ и при этом j ̂  c{'k){L{f) + L(^;0" )D~z~^. Тогда

(29)

h,(a) ^ е. (30)

Доказательство. В самом деле, ио теореме 1 имесхг

miiup,. (у^’) - min niax{(p^^(y^ ) + (у-у^' )ф',^ (у^ )} ^ е. (31)
vsG

Далее, учитывая определение функции /к ф„ и формулировку леммы, получаем

min ф,,(У^) ^ min cpcx(-v^.) = min{q/'(A';.) + (l -а)^?(.\7.)} =
k^j k^i k^i

= niin{ a( fix. + oO^CA'i)} + a/. = /J,(a) + af
k^i

(32)

и кроме того

min тах{ф„(у^) + (у - у^')ф'п (У^)) +
veG ksij ■ ■ yei' k<&i

+(у-а^.)’'ф;(а^,)}^ пип{а/;(у) + (1-а)^Ду)1^а/
\бС

(33)
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♦л

(заключительное исравеист1ю немедленно следует из определения /j). Соединяя (31)-
(33), получаем (30). Лемма доказана.

Таким образом, имеется возможность стремить к нулю с некотор(>н фиксирсишн-
ной скоростью значение функции //Да) н любой заданной точке а. Чтобы добиться

нулю интересующей нас величины ф= max liA(X),
uclO.II

поступимстремления

следующим образом.
Пусть 5, = {а. е [0. 1 ]1 /г,(а) 0). Так как hj вогнута, 5/ - некоторый отрезок; а

поскольку hi не возрастает с ростохг / ((29))

5] 62 =:> ...

Зададимся некоторым параметром х ^ ‘А) и условимся говорить.
с е \а. h] ;^-цснтрирована по othoiijchhio к отрезку [н. h\ вещественной прямой,
mini I с ~а \, I г - Л!) ^ х ' I-

Пусть /;(«)- вогнутая па [0. 1) и неотрицательная на отрезке 5 D (0. I] функция,
точка а е 5. Если эта точка х-Д^^нтрирована по отиотсии10 к 5. то легко проверить,
что

(34)

что точка
если

max h(a)^x ^h(a).
«хе[0. 1]

(35)

В частности, если /гДа) - последопателыюсть вогиу'гых функций на [0. 1), отрезки
5, = {а € [0. 1]1/;Да)& 0} непусты, а,- е 5, и х-дентрированы по отношению к 5,, то.
согласно (35), из /Да,) ^ 0 при / —> о® следует, чтошах /Да)

(xsfO.I]
о при / оо.

Теперь мы подготовлены к описанию метода уровней Lcv> для реи1сиия задачи
(21). Метод определяется параметрами А, е (0, 1),  х е (0. Ч2) работает следующим
образом. Полагаем а' = '/2 и на первом этапе начинаем применять метод LcvJ^. к задаче
минимизации на G функции ф„(л) = q/'(.v) + (1 -а)^,>{л) при а = а'. В ходе работы

л. X

метода строим описанные выше объск'1'ы f ,. Г,, /г,(а). 5, и проверяем иа каждом
к отрезку 6, =Iшаге, является ли а' X"

= {а[ hi (о.) ^ О) . На первом шаге (шаг / (1)). на котором это условие нарушается,
определяем как середину отрезка б,,,, и начинаем минимизировать методом Lev;^^

по отиоигемшо

функцию Ф„(л-), отвечающую а = а-. Второй этап продолжается до тех пор,
точка а? остается х-Д'^^'фчр^и^иной относительно 5,. Когда последнее условие
нарушается (пусть это случилось на шаге / (2))

пока

приступаем к третьему этапу, на
котором определяем а^ как середину отрезка 5,(2»  и применяем Lev?^ к функции Ф«(х‘),
при а = а-\ и т.д. В ходе работы метода на каждом шаге / формируется приближенно
решение ,v| згщачи (21) (см. (27)).

Свойства сходимости описанного метода дает следую[цсс утверждение.
Теорема 3. Каково бы ни было г > 0, длл описанного метода 'о < Л. < 1. о <

<Х< 2’ ^ £ ^laeedoMO выполнится (и. следовательно, .х^ окажется
z-решепием (21)) при

с(г, X)c{X){Uf)-¥ Ц}>)П)-{Х£У'^,

1

(36)

где

с(;.) = ((1-Х)^;^(2-?.))''.

lnl l + (L(/)-f Л(,1х)/))е~'1,
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Д о к ti 3 ii т е л ь с т в о. Пус'гь, мапротии,  N удовлетворяет (36) и c/,v > е: /Vj N}^ -
число шагов метода до М(и1снта N включительно на последовательны х этапах {к-
число этапов, начавшихся но позднее N). На всех шагах / этапа j ̂  к точка а' х-
центрирована по с)тношсншо к отрезку 5,, поэтому на этих шагах

/г,(«О > ХЕ-
В самом деле, в

(37)
npoTituHONf случае ввиду (35) было бы ^дг ^ i/-= max/j,(а)

а

^ X' lijici') ^ е. что противоречит условию > е (напомним, что с/,- d/sj при i ^ N
согласно (29)).

Ввиду (37) и леммы 1 справедлива оценка

/V,. < iUf) + Lig))- Dh~-.

Теперь оценш« число этапов к. На nepBONi шаге / = /(/) этапа уточка «^совпадает с
серединой отрезка 5,. а на первом luare /'= /(/+1) следующего этапа она не х-цепт-
рпрована по отиошеншо к отрезку 5^- с 5; (включение вытекает из (34)). Очевидно,
такое возможно лишь при

(38)

S,-^ х + -
V  Z

5; .

Следоваз'елыю
4^-1

(  I|s«|« х+-\  ̂

Проверим, что если к> ]. то

(39)

(40)е
6а^ ^ niinN (Uf)+L(g))D' j-

В самом деле, если 1 5д/ 1 < 1 . то. в силу происхождения 5д/. функцття h,\{(X) непо-
ложитсл)>на в одном из концов 5д/. Поскольку она  к тому же лппшицсва с константой
(L(/) + L{g))D. ее мaкcи^^yм на 5д; (т.е. в точности величина t/д. > е) не превосходит
(L(/) + L{g))D I 5дг|, поэтому (L(/) + I Ь^\ > t, как и утверждалось. Соединяя (39),
(40). получаем

-1
2

ln|l+(L(/)+U.?))^t“M-к^\+ 1п
Ux-и

противоречию с (36). Итак, при N, удовлет-Вспоминая. наконец, (38), приходим
воряющем (36), с/д! на самом деле не превосходит £. Теорема 3 доказана.

к

Из теоремы 3 следует, что теоретическая оценка трудоемкости отыскания е-
решения условно-экстремальной выпуклой задачи (21) оиисаниым методом лишь

1/е) множителем хуже аналогичной оценки длялогарифмическим (относительно
задач без фуикщкмнальных ограничений (теорема 1)

5. ПРИЛОЖЕНИЯ К ДЕКОМПОЗИЦИИ

Один из источников негладких выиукл1>1х задач мтишмизацип — схемы дcкo^^■
поз1[ции омтимизациоиных задач с ограничеимями. Этот раздел посвящен двой
ственному декомпозиционному подходу к решению задач ,П[П, ограничения которых
разбиты на два горизонтальных блока. Подход основам иа методе уровней Lcv^.
изложенных в разд. 2.
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Рассмотрим задачу ЛП
Р : {с. Л-) шах. Ах = h. д- е G, (41)

где с. .V е Е", h е матрица А имеет т строк и и столбцож G С Е” -
выпуклый \1Н()гогранник. Предпола1'ается. что спс'гема ограничений задачи (41)
совместна, т.е. (41) разрешима. В основе декомпозиции
что система линейных уравнений н неравенств, задающая С, имеет определенную
специфику, облегчающую решение задачи ЛП вида

max, л‘ G G

непустой

лежит г1ред1голоже1ше о том.

(г'.л-) (42)
при любом с' € Е".

Общая схема двойственной декомпозиции
Введем функцию / ; Е

/(>●)= тахСс-v^4, .<:) + ( у. Ь).хеС

Я', положив1)1
состоит В следующехн

(43)

Очевидно, / выпуклая, кусочно-линейная функция, имеющая конечные значения
во псе^ точках Е'". Решение задачи (41) сводится  к минимнзацни/в том смысле,
если yeArg тш /(у), то среди решений задачи (42) при с'=

что
г — уМ содержится

он гимальнып план исходной - (41). Из определения/вытекает, что при любом у € Е"‘
субдифференциал ЭДу) :^ (/; / = /, _ Дд-. д- ^ с[. }. где G

(42) при с’ = с - уМ. Поэтому для

д/(х) достаточно iiafiTtr одно из решений (42) при с'

Лу) = (г. Л',) + (у. h - Ллу.),/ Ху) = })- /1д-,.

се
- множество решений задачи

1ислен1^[я /(у) и некоторого субградиента /'(у) Свы

= г - уМ: если л',. е G^., то

(44)

И.} (44) следует, что любой сходящийся алгоритм минимизации первого порядка
приводит к итеративной процедуре решения задачи (I). на каждом шаге которой
необходимо решать (42) при некотором с'. Такого рода ироцедурь
декомпозиционными (блочными)
двойственной функцией /. подчеркиват

I приня'го называть
методами,

в названии двойсзчюнный характер этих
методов. Заметим, что при реализации двойственного блочного метода необходимо
иметь удовлетворительный способ решения так называемой проблемы возврата к
исходной задаче, i.e. уме'п. экономно отыскивать приближенное решение задачи (41)
гго имеющейся приближенной точке NinmiMyMa функции /. Ниже описывается
двотгетвенный блочный метод, связанный с минимизацией/методом уровней. Выбор

evp для реализации двойственной декомпозиции мотивирован его эффективностью(в смысле

причем, учи'гывая их связь с
ь

шслсниых /(у) п/’(у) .т.е.
проблему возврата практически без дополнительных

вычислении. Гтобы использовать метод уровней для двойственной декомпозиции
задачи (41). перейдем от (41) к селгейству задач

числа ВЫ'
.решенных задач Tima (2)) и

возможностью реш11Т|>

P{R) : (с. л) — R I Ах — h max. X G G.

где/iJ > О-штрафной параметр, аlvi| = £ (y.i.
/=)

.Пегко видеть, что задача, двойственная к P(R)
P{R) :Лу) -> пип. у G Q(R),

(45)

имеет вид

(46)

Jгде Q(R) = -iyeE"’: шах ly,-l=s /А.I  J
Обозначим через V(R) общее экстремальное значение задач (45) и (46). При R —> СО
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задачи (45) и (46) переходят сооткетствешю «(41)  п диойстисиную к (41)
./(у) min, у €

задачу

(47)

Общее экстремальное значение задач (41) и (47) обозначим V = 1''(оо).
Введение семейств двойственных задач (45) и (46) связано с тем, что метод уровней

приспособлен к мт1импзац1ш функций на KONiriaKTC. Пусть ^Q(R). л ' е С“ а С
у' ’

у-у^) = (с, л--') +

+ (h- Ах'. у). Поэтому /-Я модель/) функции/определяется соотношением

/(у)= тахКе. x') + (h~Ax-'. г)1.

1  ̂ i. Положим = h - Ax', тогда, согласно (44),/(у')+ (/^,

(48)

Зафиксировав £ > О и / = 1 рассмотрим двойственную пару задач ЛП
Я(Л’. /);{г. Л')-£l/iv-/?l| ^ шах .veG(/),

где С(/) - выпуклая оболочка точек xLj /, ii

R(R. /):/(у)-^ mill. \€Q(R).

(49)

(50)

Их общее экс|'ремалыюе значение обозначим через \\R, i).
Зафиксируем произвольное положитслы10с R. Опишем отдельную (/-ю) итерацию

декомиозициониого метода ретения задачи P{R), основанного на применении к
задаче P{R) метода Lev>. при X =

К началу итерации / имеем точки У € Q{R). 1 ^ у /. х' € G. 1 ^ - i (в качестве
у' выбирается любая точка из Q{R)). Итерация / начинается с вычисления точки л' . в
качестве которой берется одно из решений задачи (42) при c' = c-(v')M. Затем.
пспол1>зуя (48). состанляем /-модель/ фумктш/ и решаем задачу ЛП P{R. /) (см. (50)).
В результате определяется v задачи (50) и вектор дпойст-оптимальиыи план

венных множителей Y = (Yi Y/)> X Y/ = l> Y/^0. i. C помощью Yвьlчиcля-/=|
ется точка

.)y = I y,-v (51)
,/=l

-/-e приближенное рещенпе задачи P{R). Одновромешю подсчитывается

Д. = inin /(у')~ /)^0- (52)

Если Д, ^ е, где е- заранее фиксированная точность, то итерация /. а вместе с ней
и весь процесс заканчивается, выдавая в качестве приближенного ретения задачи
£(/0точкуд'. В противном случае решается задача квадратичного программирова
ния

Д;
1у-у'1“ niin, ,/)(у)< К(£. О + (53)

пополняет набор точек у'. И герация / на этом заканчивается,
вектора Ах - h,

./+1и ее pciiieiinc у
Положим р(л‘)= max !(Лл-/?),. 1- где (Лт -/i),. .v-я координата

Ci=max(f, .v), Ст = min (г. .v).
хеС

Сходимост!. двойственного декомпозиционного метода устанавливает следующее
у'1верждсиис.

деС/
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Теорема 4. 1®. Точка х' является Ai-pciticmn'M задачи Р(1<),т.с.

(с. х‘)-R\Ax’ V{R)-A..

2°. Пусть е>0, Л’^ 1 + ^
C-i

. Если после i итераций блочно

(54)

го метода оказы-£

аается выполненным неравенстпо Д, < е. то - Е-решенис задачи (I). т.е.

{с, х')^ V-Z, р(л-,-)^ е. (55)

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. 1®. Учм'плвая (48). своисгво вектора двойственных мно
жителей у и (51), имеем

V{R. /)= min y‘-(v)= min max[(r, x') + (h-Ax\ v)| =
vsQi/O veQUOl^j^i

= min X Y/l(f- x') + (h-Ax-'. v)] =
ysQ(R)j=] '

+(1у-Лх'. ,v1 = (c, x')~R

T.e. точка x' является pciiiemicM задачи P{R. /).
Неравенство (54) вытекает теперь из (52) и того.

V{R. /)^ V(R)^ min f(y')

min [с. .\:' )-i-
\-€Q{R)

Ч'1Ч)

(56)

(левая часть (56) - следствие неравенства /(у) /(v). правая имеет место в силу
определения 1'’(/0 как экстрсмальног'о значения .3aj;a4ii P(R)).

2°. Из определения комстамт1>| С| п нерапсиства р(л) ^ I Лл - h\] при лк)бом R > О

c^~Rp(x')^(c. x')-R l/U'-/;|, . (57)

Поскольку задача (41) предполагается разреитмой. существует точка л° g G. для
которой Ах° = h. откуда, учитывая
-У?Му' -/?!, ^ V(R)-Ai

Последнее неравенство вместе с (57) и требованиями
теоремы 4 приводит к правому соопкиисншо в (55).

Далее из (54) и требования к А,- в формулировке теоремы 4 вытекает, что (с, х') ̂
^ (с\ х')-R\ Лт' - /Л| 5= V(R)-е S (е.

онредслеиие константы С2- получаем (с, л')-
(с. л-®)-Д. 5* су - Д,-.

R и Д/ в формулировкек

■*

рстенис задачи (41). Таким) - е, где -

образом, л-'-£-ре1иеиие задачи (41). Теорема 4 доказана.
Из первой части теоремы 4 следует.

R число итераций декомпозиционного

задачи P(R). нс иревьгшает числа /V(f.) из теоремы 1. ●
Прокомментируем в'горуЕо часть утверждения теоремЕн 4. Очевидно, функция/, опре
деляемая в (43). удовлетворяет условию Лигиинца на Е" с некоторой константой L,-.
Поэтому число итераций Л/декомпозиционного
задачи Р. не иревы1нает, согласно теореме I

-V

что при фиксированном игГрафиом ггарамстре
метода, требуемое для нолучеиия е-решения

.  числа порядка ()(£ -).т.е

метода, необходимое для Е-решения

4- |Tfn(l+((;, -Г2)£ ')“Е'" ,/V(£)= с- (58)\ —

порядка О (е ■^). В случае разрешимости задачи (41) эта оценка для /V
допускает усиление. Действительно, нетрудно показать (см. теорему 1 из |8J), что
параметр R из второй части теоремы 4 можно

гюложив его равным 1 -t- max у‘

Ах = h в задаче Р. поэтому N оцсннвас'

т.е. числа

выбра'гь независимо от точности £,

где — вектор двойственных оценок ограпнченни

гея сверху числом порядка ()(£“-). Заметим.
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одмако, что [1ри иыборс R и соотнетстшт с формулпропкой теоремы 4 мы можем
применять noKOMiio jimnoMfn.iM метод, не предполагая заранее разрешимость задами
(41). Для атого достаточно, зафиксировав Z > 0. провести не более, чем Л/(е) итераций

зициониого метода (см. 58)) и иолучип, Д,- ^ £. Возможны два случая: р;(л-') > £декомпо
и рДл') £. В первом задача (41) меразреишма (согласно теореме 4). Во втором

e-peiiieniicM задачи (41). если она разрешима (теорема 4). Если жевектор является
информация о разрешимости (41) отсутствует, можно утверждать, что л'-е-решение
скорректированной задачи (41). и которой вектор h заменен на // = h +Ah. где Ah =
= /\j' _ /j. причем каждая координата вектора Ah. очевидно, не превышает е. В самом
деле, л' - илаи скорректированной задачи (41). а для любого другого се плана .v имеем

(о. х)-R\A.x~h\^-г = (c. x)-R]Al7]-e.{с. .\')-R V(R)-e

т.е. (г.т') 5= (r. .v)-e.

6. 1$|,1Ч11СЛ11ТЕ.чьм1>т опыт

Здесь реч1, пойдет об алгоритмической реализации базового метода уровней Lev;^,
описанного в разд. 2. а также о результатах его численного тестирования.

На каждой итерации Lev, решается одна задача линейного и одна задача квадра
тичного программирования. В качество решателя в обоих случаях была использована
iiporpaMNia [9]. основанная на двойствонном мс'годс квадратичного программирова
ния. изложенном в [ 101 (линейная задача сводилась к квадратичной путем дх)бавления
к линейному целевому функционалу квадрата расстояния до точки .v,. пo^шoжeннoгo

коэффициент). Число ограничений линейной и квадратичнойна достаточно малый
задач на /-и итерации (шределяется числом аффинных функций, порождающих
текущую модель /;. В описанном варианте метода Lcv>_ число /:, = /; набор аффинных

пучком), определяющий модель /;, увеличивается нафункций (называемый далее
итерацией. Размер пучка существенно влияет на трудо-едииицу с каждон новой

емкость отдельном итерации Nicro;ia- поэтому в процессе алгоритмизации Lcv>^ усилия
очистки'' пучка - сокращеипя числа состап-

аффиииых функций. При этом очистка должна быть, с одной стороны.
были направлены на разработку приемов
ляющих его
но возможности более глубокой, а. с другой - не вести к слишком значительному
росту количества итераций метода. После численного опробования ряда приемов

мы остановились на следующем простом правиле.очистки пучка
Пусть /(.V) - номер итерации, иа которой ироисхидит .v-я ио счету очистка пучка

1 определяется рекуррентным соотношением(/ (0) = 1) . Номер /(.V) при любом .v

для ,/ < ПЩ Aj = /; - f_ - оценка ошибки иа <-йД. > — Д
2

итсращш (см. разд. 2). После очистки иа /(.v)-n итерации в пучке остаются аффинные
функции /,(.v) =./(л/) -г (л- удонлетноряющис условию /,(л-;) =/;. Таким образом,

2

^ и. где п - число исремеииых минимизируемой функции/.как правило, к
Наконец, при практическом иснользовашш метода необходимо было выбрать

и зафиксировать значение параметра Хе (0. 1). Если исходить из оценки (5). то
X можно было бы считать точку макепмутш функции с(Х)

/(V)

иа
маилучшим зиачеиисм

К), 1] Так(н“1 точкой, как нетрудно проверить, является = 1-2 ^ =0.293. Однако,
как показали вычислительные эксперименты, сходимость Levj, при 0.2 ^ X. 0.8
слабо зависит от и резко ухудшается при подходе X  к концам jO. \ \. поэтому при

1
ческой реализации Ьсух параметр зафиксирован зиачеиисм -иракп’и

Ме тод уровней был подвергнут интенсивному тестиронашио. Мы нс будем касат
риментов. описанных в [61. где Ьсу^ использовался главным

ься
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образом для м11нпми:зац1ги па параллелепипедах, а остамо1И1мся па вычпсл1П’ел|.пом
опыте применения метода уроинеи к дпум классам задач транспортпого типа. В обоих
случаях вычисления были основаны на дскомпозпцпонпом подходе из разд. 5.

Першин класс составляют трехпндскспые 'I'paHcnopTHbie задачи Т\ с акспальпыхтп
суммами, HMCiouuie вид

/> ч г
tile

/| = I ь = \ iy = I

Ч Р

.  ' I '1 = 1 '> = 1и = 1 f, = 1

Р  Ч
I I

/■j = | /, = 1

р. /2=1 С], /? = i /■●I

Предполагается. ITO /; с/ г. При прпмепеппи к Г[ двойственного декомпо
зиционного подхода роль связ1ива10щпх огранпчеппй играла система уравнений

i I .V /| — гак что фупкшгя/. минимизируемая методом уровней.
h = 1 Д = 1

имеет /7 переменных. Заметим, что в данном случае задача (42). решаемая на каждом
шаге метода, легко приводится к сдинсгвсшюй транспортной задаче в матричной по
становке, для решения которой использовалась программа MRXTR из [ 1 1]. Размеры
решенных задач тина Т\ определяются условиями 5 ^  ^ 40. где/; кратно .5; р ^
^ с/ ^ 100: q и /● кратны К); prq ^ 324 000 (ограннчснпя программы). Для каждо-

набора (/;. q, г) решалась серия из 15 задач, в коз'орых нсхещиые данные
выбирались с помощью датчика случайных чисел. Общее число решенных задач тина
Ti раво 4875.

Второй класс составляют NrnoronpojiyKTOBbie транспортные задачи }га сети,
дуг которой пмее’1* orpaininemiyio пропускную способность
продуктов. Вычислительный эксперммен’1’ был проведен для подкласса этого класса,
состоящего из задач минимизации суммарных издержек при снабжении .v продуктами,
находившимися в ni пунктах, п потребителей (ripnnexj снабжение осуществляется
через /; баз, имсюпцгх ограниченную вместимость). Назовем эти задачи Ti- Они

го

часть
по совокупности

решались также на основе декомпозиционного подхода, изложешюго в разд. 5,
причем в качестве связывающих выступали ограничения
поэтому, как и в задачах тина 7]. метод уровней применялся для минимизации
функции/■ имеющей р переменных. В рассматриваемом
итерации задача (42) представляет собой ,v(rio

па вместихгость баз.

случае решаемая на каждой
числу продуктов) транспортных

сетевых задач. Для решения последних использовалась программа CNEXTR из [ 12].
Размерь) решеиных задач зчша I'l ч'аковы: 5 «5 55  р кратно 5- К) ^ т ^ // ^ 100
т. п кратно К); s е {2, 3. 5. 10. 15. 201. Для каждого набора (/;, т. п. s) решалась серия
из 15 задач, исходные данные для которых выбирались с помои(Ью случайного
генератора. Всего было решено 8250 различших задач типа Т^.

Процесс решения задачи типа или 7т прерывался после соблюдения условгЕя:
Д it

^ 6, т.с. после получения приближенного решения задачи с относительной точ-

ностыо по фупкцпоналу, рмпш.й 0. Сы.тслптельмые экс|шрнмсмты прот.дплпс, при
10 р. где е {3. 4. 5). Расчет1>1 велись на персональных крмпыогсрах IBM 386 и

486 (с corrpoHcccopoNr, тактодая частота 33 Мпц объем оперативной памяти 4 Мб) с
помощью программ, паписаипых па языке FORTRAN (транслятор NDP FORTRAN
версия 2.0). Вся информация хранилась в оперативной памя'131. Г1ро1зсдеи)1ыс расчеты.178
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‘JU Ij'lI, ‘I 'лs s

233 33 343 Ш.4 Ш2 651 1 64.8
10 54 1203 22.3

35.2
30 I 18 9822

13255
17732

83.2
35 13815 73 2571 96.1

.57.3 40 17520 SO 4582 101.3

подробное описание которых содержится в [13, 14|. показали высокую эффектив
ность II надежность метода уровней при решении всех тестовых задач.

Остановимся на некоторых выводах из вычислительного эксперимента. Назовем

о'1Носительной гюгреишостью рекорда .v^. полученного после / шагов

метода Lev^, где L ~ константа Липшица функции /. заданной па компакте G, D -
диаметр G. Согласно 'геореме 1. имеет место оценка

5,= LD

I

(59)

из которой, как отмечалось, следует оптимальность метода уровней при невысокой
I

о'гносительной погрешности bj(n - <8, <1. где и - размерность £" з Q). Это
теоретически ус'гамовлсиное свойство Lev?, не имеет, конечно, большого прикладного
значения: если бы скорость сходнмосги определялась правой частью (59) при высоких
требованиях к относптелыюй погрешности 5,,0 <5, < пг\ то он никогда не нашел бы
практического прпмеиепия. Однако вычислител1.ныс эксперименты, а также опыт,
описанный в [6]. где число переменных минимизируемых функции доходило до 400,

●од уровней ведет себя как оптимальный (в смысле [7]) при всехчто меппоказали
значениях относительной погрешности.

Положим 5,. =(/-(.v,-)- /■*)/( шах min /(Л/)). Очевидно. 5, ^ 5,. причем 8^,

в отличие от 5,. легко определяется в ходе счета по методу уровней. Во всех

вычисли'1'сльных экспериментах 5; убывала со скоростью геометрической прогрес
сии. знаменатель которой зависит от ра:1мериости пространства р так же, как и у

I
оптимального метода при высоких требованиях к точности. Именно 8, ехр -

I,..., где I-L, характеризующий "трудность задачи, всегда меньше единицы и, как
правило, лежит в пределах между 0,2 и 0.7.

Вычислительный эксиеримепт позволил также получить представление о трудо
емкости отдельной итерации метода уровнен. Во всех решенных задачах типа Ti и Тт

трудоемкость отдельной итерации метода оказалась величиной порядка р-. В
в процессе эксперимента с задачами типа Гт Д-'О' метода уровней была

зависимость времени t) его работы, необходимого для

погрешности 8. огр

I =

средняя
част1к^сти.
выявлена следующая
дос'гпжеиия относительном

I, = ср^ 1п(1 / 5),/ (60)

[2 7 X 1(Н: 9,6 X 1(Н|, причем время // и концы отрезка изменения параметра с
Отрезок изменения с в (60) отвечает скорости персонального

где с G
измеряются в секундах.
компьютера IBM 386 (33).

В заключение приведем результаты сравнительных расчетов задачи типа 7л при
= 15 м различных .v с момоицио двойственного декомпозиционного метода,

симплекс-алгоритма (пакет MINOS). В четырех столбцах
т = п = р
основанного на Lev иI  ̂

л

записаны соответственно значения ,v (количество продуктов), fj (время втаблицы
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секундах решения задачи на основе метода уровнен), (время в секундах ренюния
задачи симплекс-методом), fjt, (выигрыш во времени, раз.) Как видно из таблицы, ijii
ьтеняется от К) до 100 в запнспмости от числа продуктс)в, ч то подтверждает целе
сообразность применения двойственного декомпозиционного подхода из разд. 5 для
решения многопродуктовых транспортных задач.
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