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ЭКОНОМИКА

II М А Т Е Л1 А Т И Ч Е С К II Е МЕТОДЫ

МОДЕЛИ ПРОИЗВОДСТВА С УЧЕТОМ ДИНАМИКИ
ОБОРОТНЫХ ФОНДОВ

Ю. П. КРИВЕНКОВ

(Москва)

Недостатком существующих экономпческпх моделей производства яв
ляется то, что они плохо описывают величины оборотных фондов, обеспе
чивающих функционирование экономики. Детальный анализ существую
щих математических моделей производства 'приводится в [1]. В данной
статье
лп производства, точно отражающей движение ингредиентов в простей
шем производстве, а также результаты по
построению серии приближенных математи
ческих моделей производства. Эта серия стро
ится с учетом удобства описания разнообраз
ных и больших производственных схем
Енутрихозрасчетных структур, так и межхоз
расчетных и хорошего обеспечения математи
ческим аппаратом.

I. ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ

излагаются результаты работы по созданию функциональной моде-
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JРассмотрим модель производства,
которого изображена па рис. 1. Пусть эта мо
дель определяется параметрами: а — коэффи
циент воспроизводства, р — коэффгщиент уве
личения мощности, т — длительность цикла производства; ее состояние
описывается показателями: Xi{t) ^ количество оборотных средств в рас
поряжении производства; Хг{1) — ироизводптельность производства
цикл т, а движение ингредиентов функциями: y{t), z{t), v{t), w{t)^ выра
жающими общее количество ингредиентов, соответственно поступившее
производство, вышедшее из него, затраченное на увеличение производст
венной мощности и вывезенное из произв’одства с момента i = 0.

Составим схему движения ингредиентов внутри цшхла производства
(рис. 2). Считая А'х = x{t -х) —x{t) и принимая во внимание Д^г =
= аЛ^у, можно записать: (^) = + t) —Ф-|-

схема

Рис. 1

за

в

+  с помощью которых, исключая Ф и учитывая условие Ф > О, по-
лу^шм систему

\
\

(1)Д^Д7, = (а — 1) Д^1/ + A^v -Ь АЧо,

А-^Хг = РД^У,

Д^р -j- Д V -f- А'ш ^ Xi (t),

(2)

(3)

(4)оА^у ^ Xz{i)

(5)

(6)
4*
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описывающую функционпрование рассматриваемой моделп. Неравенство
(3) регламентирует общую величину расхода оборотных ингредиентов, по
этому его можно назвать ограничением по ресурсами.

Xj(KT-^T)

t

Если ввести величины Ui = A'ylx, U2 = A^vlx, аз = A^w j х — интен
сивности функциональной модели, выражающие скорости движения
средств соответственно в производство, накоплепие  и вывоз, то система

(1) — (6) запишется в виде
и. Л"Л"

^3 = (а — 1) Ui — Uz — из. Хз = (Знг,XX

axUx ^ Хг,
Uz^O, а схема модели будет изображена,
как показано па рис. 3.

Фупкциопальпую модель

Т«1 + XU2 -}- ТО з ^ Xi,

можно рас-
в качестве аксиоматической в

т
сматривать
том смысле, что она может явиться этало-

мерой точности приблп-пом или, иначе,
женных моделей.

Необходимость в приблпжеппых моде
лях возникает ввиду того, что использова

ние функциональной модели для описания достаточно сложных схем про
изводств, обладающих индивидуальными зиаченпями для цикла производ
ства, требует одновременного использования в расчетах множества конеч
но-разностных операторов с различными т, что неудобно. Поэтому, аппро
ксимируя конечно-разностный оператор, во-первых, дпфферепциальиым и,
во-вторых, конечно-разностным оператором с другим шагом, получим сис
тему приближенных дифференциальных и соответственно конечно-разно
стных моделей производства.

Рис. 3

2. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МОДЕЛИ

Рассмотренная функциональная модель дискретна в том смысле, что в
ней значения x^i{t), y{t), могут быть только в дискретных
точках t = кх, где Л; = О, 1, 2,. . . .

Решая систему (1) — (6) в классе функций, определенных на интерва
ле i > О, в соответствии с теорией исчисления конечных разностей [^2,
стр. 307; 3, стр. 804] или обобщенного преобразования Фурье
стр. 152], увидим, что эти функции определяются неоднозначно с точно

стью до функций вида С sin(2nA.- ^), где С — const и /с = li 2, 3, . . . .

1,
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Но II методы цсчпсленпя конечных разностей, ц обобщенное преобразо-
нанне Фурье позволяют при решении системы (1) — (б) ограничиться
только главными значениями, проводящими к аналптпческпм, достаточно
гладким, а в рамках переключательного процесса оптимальных задач к
кусочпо-апалптпческпм, достаточно гладким функциям: Хг{1), y{i).
v{t), w{t).

Система (1) — (6) оказывается вполне пригодно!! для функциональ
ного описания поточного п непрерывного производства. Поточным произ-

t

KT-t-itjnKT+Tja Kf+2^/nкХ

Рис. 4

водством здесь названа параллельная работа одинаковых (с одинаковыми
параметрами) и одинаково работающих (с одхгааковымп показателями и
интепсивЕостямп) производств, имеющих сдвиг в начальной фазе на вели
чину /с = т / ц, А: = О, . . . , ?г — 1 (рпс. 4).

Непрерывное производство получается предельным переходом пз по-
значенпп пока-с учетом ограншгенностп суммарныхточного прп п

зателей п интенсивностей.
Рассматривая функцпп Xx{t), Xz{t), y{t), v{t), w{t) как

интенсивности Iгl(^) = dy / dt, Uzit) —dv I at.

oo

кие, определяем пстинные
Uz{t) =dw I dt двп/кения ингредиентов соответственно в производство, на
увеличение мощности п вывоз. В системе (1) — (6) приближенно положим

(А^/т)а;2 = {d! dt)xz,(Д^т)а:, ^ {d/dt)x

(A'h)y^(dldt)y, (A’/t)i;s (Д'/г)ша {d I dt)w

И получим систему dxi I dt = (a—l)iti — U2—U.3, dxzidt риз,
+ -XU2 + TU3 ^ л:,, axu. < Xz, Ui ^0, 0, описывающую . приближен¬
ную дифференциальную модель производства.

Для приближенной конечно-разностной модели производства вь р
^  а > 0. Определим сред-в качестве периода дискретности некоторое число

ние интенсивности по периоду в виде

u,{t) = А’’у la, uz{t) = A^v/a, ud{t) = / а

и в системе (1) — (6) приближенно положим-

/ X (^A^Xi / а, Д"л:2 / т ^ / а,

A^ylx^A'^yla, A^vh^A^vla, A^w I т ^ A^’w I а.

(A°I a)xi = (« — l)iii — 0.2 — U3
Tu,-\-i:u2 + хпз < ахщ < ̂ 2, Ui ^ 0, »2 ^ 0, описывающую прибли-
женную конечно-разностную модель.

Перед тем как строить вторую пару приближенных моделей (назовем
их уточненнымп), рассмотрим кратко псчисление конечных разностей.

(Д" / <j)a;-2 =Получим систему
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ИСЧИСЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ

Обратимся к схеме исчисления конечных разностей в виде символиче
ского метода [2, стр. 289]. Вполне строгое обоснование этого метода может
быть проведено на основе обобщенного преобразования Фурье [1, стр. 153].
Примем во внимание, что разложение аналитической функции в ряд
Тейлора

1 о'‘ d’^

к\ dt^
к=1

(I
dtМОЖНО символически записать в виде (^ + з) — 'ф {t) = ' е

где Е — тождественный оператор: Отсюда следует, что опе¬
ратор А®, применяемый к аналптпческим функциям, можно рассматривать
как дифференциальный оператор бесконечного порядка п записать в виде

d со
о* d^
1сГШ'

“ dr я = S= е
А=1

Построим дифференциальный оператор, обратный А". Для этого иссле
дуем функцию комплексного переменного 2 / (е* — 1). В круге
она имеет разложение

ZI <С 2л

ео
1 Bh—

— 1 к\
h=0

где Bh — числа Бернулли, удовлетворяющие условиям: Во = 1, Bi~ —‘Д,
В, = Ve, В, = -7з, Во = */42, Во = -*/з0, 52Г.+ 1  = 0,k^i,

П—1

= 0,
hssO

Исходя из того, что при 121 <С 2я эта функция вместе с функцией

е* — 1
п\

п —1
взаимно обратны, рассмотрим дифференциальные

Z
k=i

операторы d
о 00

^ Вк h-i d'^- 1dt о и
к\ dt’' d А:!А" л=о fl=lо

dt

ппимрнярмые к некоторому классу не очень сильно изменяющихся анали-
тТескиГфуикций. Чтобы оценить допустимую степень изменения функ-
тических J; используем эти операторы в функции вида u(t) =
:^и данного клас ^ условие допустимости порождает пера-

венство’ |”п%| < 2я, указывающее иа^доста™чно^большую вел1ш об-
ласти допустимых значении у ● v

Можно показать, что иа множестве допустимых функции указанные
выше дифференциальные

t/a

операторы взаимно обратны, т. е. удовлетворяют
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равенству
d d

о —
dt

а
dt

= Е.
d d  А”А-^

а а
dtdt

4. УТОЧНЕННАЯ МОДЕЛЬ. РЕЖИМ РЕСУРСОВ

В символах конечно-разностного оператора А°, а т, определим урав
нения, которым удовлетворяет функцпональная модель в режиме ресурсов.
Из функциональной модели имеем систему

3^1 + т) = aa:i(i) — 5:г(^ + 1:) = Xz{t)

i/(i + т) = y{i) 4- ж,(г) — A^Wi, где Wi{t) = у(0  + и’(0-

Итерируя эту систему, будем иметь

Xt{m) — a”a:i(0) —та"^(?гт),

I

i-
Х2{пт:) — Хг{0) + рр(?гт) — Р^^(О),

у{т) = г/(0) 4- (а" — 1) / (а — 1)а:(0) — (т/ (а  — 1))а”4{гег) +

-j- {w,{nx) — Wa{0)) t (a — 1), Pгде
1|)(ггт) = Чх (A^ii’i(O) +. . . + (А^Ш1(пт--т)) / а" ‘).

Согласно сделанному ранее предположению, значения Xi{n%), Xz{nx),
отсюда и распространяются на непрерывные кусоч-1?(?гт), ш(тгт), а

но-аналитические значенпя. Поэтому справедливы выраженпя
I

\

IVx,{t) =а'^%(0) —то'^"11з(г), Xz{t) =а;г(0) + ^v{i) — Ру(0),

y{t) = у{0) -Н 1) / (а — l))xi(0)— (т/ (а— l))a'/^4(i) 4

+ {w{t)— ^i(0))/(a- 1),

.1в которых \1) (i) удовлетворяет условию А^4 (t) = A'^Wi {t) /тa'''^
Возьмем конечную разность А" от фушхцпп Xi{t),Xz{t), y{t)

A°x,{t) = — 1)х,{0) -

A^’xzit) = ^A^vit),
A-^Wiit)

I—(a"’4)(«))4a — 1Xi(0)A'^yit) a-i— 1a

Исключим a^i(O) из выражения для A'^Xi(i) с помощью А y{t) п пз вы
ражения для А°у{0 с помощью Xi{t). Получим систему

A^’xzit) = рА’^у,

A°Wi
A^Xiit) = (а —1)А‘^у —

pi- Д"У + та
= aJi(i).

Л®
— Uz{t), —iv = U3{t)n учиты-

— 1— 1— 1
А“А*

У = V
Вводя обозначения ^ о о
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вая, что Wi,{t) = v-\-w^ данная система приобретает вид: (A°/cr)a:i(i) =
= (а — 1)^1 — Иг — Из, {А"/о) 3:2(0 = рИз,

о( (а — 1) / — 1) )hi + T(a°^'"a'^^A''il:(0) / (а
— а(и2(0 +1^з(0) / — 1) =з:,(0.

Принимая во внимание А’'!}? = A'^z^i/та'''\ преобразуем выражоипе
а''^А^г!;(0. Для этого представим его в виде

а/т

d d
А'^ dt

а
А^ dt A°Wi{t) а'/^А°-ф(0== — t/x -t/xа а

d d  А'X о
о /

т
\ dt dt

А d’^а V4 Oht/x h -t/x ф(0)г(^а
d dtt

(j
dt\ /

где
d

a
A" dt

Ф(0 = (ггг(0 + м.з(0)-d  A
dt

d
)’'ф(0,

-</TФ (0 = 0.Так как т — In выражение дляdt'^ dt

а'^^А"ф(0 запишем

d
/ — E \^ dtAP0

Ф(0 .d dX -Edi

Проделав то же для оператора АР j а[dldt), окончательно получши

— Е\^Wt

d
А —— JnaH — Inafi"

^ dt°dt — Eо e
а^АД<?1])(г) Ф(0.

^—In aEdX G
e"dt

Отсюда третье равенство искомой системы приобретает впд: т^(а, т,
а) Ui -j- хВ{а, т, о, d! dt)u2 ~{-хВ{а, т, о, d I dt)u2 = Xi{t), в котором /1 (а, т,
а) —число, имеющее шщ (а/т) [(а — 1) / (а^А _ i)]
dt dt) — дифференциальный оператор,

а — Еdt X

В {а, т, а,а
записываемый спмволпческп

d dd а da т. In а£
g dt T - E dt

о
ad!' dte dt — EG

-ГТ— In aEX a'^A — 1 d d dG aIn aE dt

Для важного класса задач, в которых «z(0 и ггз(0 не очень сильно ме
няются, т. е. в предположении u^it), Usit) ^ число у удовлетворяет
условию 0,0018 ~ у 5

- Е е dt _ ЕG
dt X

2 Я 530.
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сс

13 операторе 5(а, т, а, djdt) =2 Q){d^ldt’') МОЖНО ограпп-

чцться только первым члеиом В^{а, т, а), который получается пз В {а, т, сг,
djdt), в символическом представлсшпг, заменой оператора didt на нуле
вой оператор 0. Окончательно имеем систему

Д“
— Xi{t) == (а — l)ui — U2 — Из,
а

● xAui тВиз xBuz = Xi{t)
где

Л=(а/т}[(а-1)/а‘^^^-1]

(а —(а\  а
а/та/тв = а/

которая описывает поведение уточнсппой конечно-разностной модели в
рен^пме ресурсов.

5. УТОЧНЕННАЯ МОДЕЛЬ. РЕЖИМ МОЩНОСТИ

Конечно-разностная система имеет вид

(t) = ({а — 1) / а)а;2(0
А'^у = Xzit) Iа.

Используя примененный выше метод, получим систему, описывающую
ренлпм мощности конечпо-разпостиой модели

ii

(AVcr)xi(O = {а — 1)щ — и2 — Из,

axui + р{ (т — а) I 2)и2 = X2{t).(AV а)хг(0 == Рмг,

6. ОБЩАЯ МОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВА

Объедпияя получепиые выше уточненные системы в конечно-разност
ном случае для режимов ресурсов и мощности в одну, будем иметь спстеьгу

{АР! о) Xi (i) = (а — 1)hi — Нг — Из,

{А^I o)x2{t) = рп
ати, + ({т — а) /2)рН2 ^ X2{t),

в которой А = (а/т) (а — 1) / — 1),

xAui + хВиз -j- хВиз ^ Xi (О»2,
к\

^a^(a“/^-l)-a + l) / 1) (а-1) ) ●
В =

О и понимая под Ut {t), U2{t),
момент t, получим сп-

Персходя в этой системе к пределу при а
H3{t) соответствующпе истинные интеисивности в
стему

dx21 dt=^ih,dxi ! dt— (a — 1) I — Иг— Из,

+ (т/2)Ри2<T^Hi -}- xBUz + хВИз ^ Xi{t), ахи

описывающую функционирование уточненной дифференциальной модели.
В этой модели А = {а — 1) / In а,

5= (alna — а + 1) / ((а — 1)1п а).



58 Ю. П. КРИВЕНКОВ

7. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ

Для сравнительного анализа рассмотренных выше приближенных п
уточненных моделей достаточно провестд количественную оценку в режи
ме ресурсов по сравнению с функционал1»ноп. Обозначая v ^ w = Wi.
Uz U3 = и JL предполагая показательный рост (i) в виде Wi (i) =
рассмотрим тот случай работы производства, обусловленный соотношенпя-
мп значений a;i(0) и N, который обеспечивает единообразный темп роста
^i(i) функциональной модели. Этот темп роста является граничным к об
ласти, где не обеспечивается бесконечное функционирование производства,
и характеризуется условием (а — у) (0) = а(y — ^

Определим относительную, по сравнению с функциональной моделью,
ошибку в значениях Xi (i), т. е. вычислим значение

Будем иметь соответственно в конечно-разностном и дифференциальном
случаях

[ (а — i)B Н- А] — 1)
Gа — Y= 1 X

a(Y-l) а —1 —
ст

ч■^

{ )
-1X

а — 1
е

[(а — 1)5-}-Л]1пу ■ ч■^а — Y — 1R  Д

а — 1 — Л In Ya(Y-l)

Анализ этих выражений дает безусловное предпочтение уточненным
моделям по сравнению с приближенными. Область значений сг, в которой
осуществляется преимущество конечно-разностной модели с оператором Л"
перед дифференциальной моделью, выражается в виде  0 С сг <; Ог <С 2т.

Для того чтобы полнее представить рост ошибок, получающихся при
использовании различных моделей, рассмотрим примеры.

1. Пусть некоторый производственный цпкл т= Ч2 месяца, коэфс{)п-
цпепты а = 1,005, у = 1,001 п а = 1 месяц. Это означает, что темп годо
вого выпуска примерно 12%, темп увеличения оборотных фондов 2,4% и
вывоза 9,6%. Через 50 лет относительные ошибки в значении T|(^) имеют
следующий порядок: /?«р" = 50%, Дл" = 25%, Дф’' = 0,05%, Лд‘' =
= 0,016%. ^

2. Для значений т — 6 месяцев, сг = 1 год, а = 1,1, у = 1,08, что соот
ветствует темпу годового выпуска 20% и приросту оборотных фондов 16%.
Чепез 50 лет относительные ошибки
л," = 174%, = 1,17%. = 0,4%.
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