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Последнее десятилетие отмечено интенсивным развитием ряда новых
научных дисциплин, в частности, теории надежности технических эле
ментов и их систем. Это вызвано процессом усложнения технических си-
-стем, а также интенсификацией режима эксплуатации составляющих их
элементов.

Теория надежности включает в себя ряд вполне сложившихся и спе
циализированных направлений и в целом характеризуется довольно раз

витым математическим аппа
ратом. Вместе с тем у1<ажем

t  на определенную преемствен
ность в ряде пунктов совре
менной теории надежностп и
демографической статистики.
Так, применяемые в технике
функции выживания невос-
станавливаемых
давно используются в табли
цах смертности населения.

Известное в технической литературе выражение для среднего остатка
жизни элемента через функцию выживания приводится  в демографиче
ской статистике еще в [1]. Имеется сходство в постановке ряда задач ди

воспроизводства населения [2] и теории восстановления [3, 4],
что заслуживает детального сравнения и изучения.

Представляется возможным и целесообразным рассмотрение групп
-Леиия, например, в масштабе государства, в определенных сугубо специ
альных отношениях как сложных систем, отдельные «элементы» которых
подвержены «отказам» двух типов: 1) восстанавливаемым (например,
леченные болезни), 2) невосстанавливаемым (смерть
рения или болезни).

Численность элементов этой системы весьма велика (что благоприятно
,для использования теории вероятностей) и изменяется со временем по
-сложным законам, определяемым закономерностями рождаемости и смерт-

ряде случаев и другими факторами, например

у+л?
о

А■о-

2

Рис. 1. t — ОСЬ абсолютного или историче
ского времени; z — координата контрольной
точки; у — возраст элемента в момент t =
= z; X — время дожития элемента; у х —

время ншзни элемента
элементов

намики

насе-

из-
от естественного ста-

ности, а в
движениями.

В данной работе аналитически изучаются некоторые вопросы,
ные со смертностью и с динамикой воспроизводства населения и представ
ляющие, по нашему мнению, интерес как для демографов, так и инжене-
ров-исследователей, привлечение внимания которых  к демографическим
моделям, несомненно, полезно.

Для изучения вероятностных аспектов смертности введем функцию
1{х, у, -z), равную условной вероятности элементу, достигшему в момент

миграционными

связан-
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t = Z возраста у, прожить еще время большее или равное х (рис. 1). Тогда
обычная функция выживания определяется как:

X

(1)1{х, О, z) = exp
о

Здесь Х(|, z) — мгновенный коэффициент смертности для
t = Z НЛП, как принято говорить в теории надежности, интенсивность отка
зов («Я-характерпстпка»). В стационарном случае (независимость от z)
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Рис. 2. Функция выжпвашш 1{х,
О, s) мужского (м) п женского
(ж) иаселенпя СССР по данным

переппсп (г = 1959 г.)

О х

Рис 3. Функция выживания
г(х,' у, х) мужского (м) п жен
ского (ж) населения СС^

данным переписи tz
= 1959 г.)по

-ггя в технической теории надежности
(1) широко используется в тех

« <=:ппт,тпем пли равном у + ̂  есть
Событие смертп элемента в “озраст^^^ ^ интервале

произведение двух событии: 1) о У при условии, что я
и 2) отсутствие отказа в интервале л
отказа в {z — у, z) (рис. 1). ^„^стрй-

По теореме умножения вероя

выражение
[5, 6].

(2)

для условной вероят-общее выражение
Отсюда, с учетом (1), находим

дожития 1{х, у, z) ● V+*ностп

^у)=ехр
^у)1-ЧУ^ 0,2

1{х, у, 2) = + Vi 0> ^
у

(3)

тт. Их и z). На рис. 2 построены по
TI .а Их о 2), можнопостропть ^ жснского населбния

данньГЬ" фунипя^выжнвапня^^. ^ (3) .оответствующле услов-

Иужпо отметить, Ч1 попущении л(ё> ^ У1 г.омгтт\тл?
основано^а^Д™У>^У^ддзпо„У «замороженному» режпмуа ее построение

тельно, соответствует
смертности. № 4.

{атяческпе методы6  Экономика и матсй'
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Зная 1{х, у, z), можно найти моменты ^-го порядка для остатка жизни
X {у, Z):

СО 00д
[i~l{x^y,z)]dx^ к \xf^~4{x,y,z)dx.X^^{y,z)= J x^^ (4)дх

В частностп, полагая к = 1, найдем средний остаток жпзнп Х{у, z).
С учетом (3) и (4) имеем }^ля.X(y,z) аналитические представления:

оо с *

X {и, Z) = Z-1 {у, О, Z — у) ^ г (Т1, 0,2 — у) dll = \

00

~\k{l,z~ij)dl f/i].exp
у оу

(5)

Еще в 1825 году Гомпертц [8] отменил, что логарифм коэффициента
смертности для ряда животных и людей (начиная с некоторого возраста)
ириолпзителъио линейно растет во времени. Считается [8J j что бпологиче^
ские модели старения человека должны удовлетворять экспоненциальной
зависимости коэффициента смертности от времени. В соответствии с этим
примем;

z) — a{z) exp [b{z)y); (6)

(6) является частным случаем несколько более общей аппроксимации
макегама, которая с позиций теории надежности представляет историче
ский интерес как первый, по-видимому, пример совместного
ных» и «постепенных» отказов.

учета «внезап

на рис. 4 приведены фактические зависимости In 1000 Х{у, z) от возра
ста у для мужского и женского населения СССР по данным Г71; прп этом
Л(у, 2) определялись как:

ЧУу^) = ‘^Q{y^z){2 — q{y,z)]-K

вероятность элементу, имеющему в момент t = z воз
раст у, умереть в [у, у 1]. Очевидно, что q(y,z)  = 1 — 1([ у z) (7)
обычно получают разложением в ряд g(^,z) ;

(7)
Здесь д(у, z) —

У+1

д(г/,2)= 1 —ехр — —^)d£ . (8)
V

Вместо (7) можно предложить более точное выражение:
1

>'●(^.2) — -^b{[l ~q{y,z)][i — g(г/ — 1^2)]}-!,

Разница ™жду (7) и (9) сущес^епна при Действительно, для
Til — 2. а для (9) Я(те, __ оо. Практически же при у  100 лет
(7) п (9) мало отлпчаются. Кроме того, сама технология подеста pin z)
по данным переписи и смертности в прпмыкающпе годы допускает
ностн, так что односторонние уточнения тппа (9) пока
це.чесообразны. Большое значение процедура (9)
технической теории надежности.

На рис. 4 показана линейная аппрокепмация In 1000 Х{у, z) в соответ-
(6) в интервале 30 -г 100 лет. Параметры a{z) п b{z) определялись

методом наименьших квадратов. При этом для мулччин; a{z) = 3 222 ● 10“'*
1/год, b{z) = 7,059-10-2 1/год, а для женщин: a{z) = 1,078-10-'* 1/год,
h{z) = 7,952-10-2 1/год. Из рис. 4 можно заметить своеобразный колеба
тельный характер отклонения In 1000 А, (у, 2) от оптимальных линейных

(9)

погреш-
практнчески пе-

сейчас вможет иметь

ствпи с
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Рис. 4. Зависимость
цпента смертности '
ского (ж) паселенпя

н-
1959 г.

больших у.\п\0001{у, Z) притемпа роста
аппрокспмацпй и замедление жрншпп
Последний эффект сильное необходимые вьшисления, находим

Подставляя остатка жизни Л {у, z].

b-4z) exp {a(z)b-‘(2) exp [й(г)г/]} X
X Ei{~a(z)b-4^) exp[b(c)j/]}-

[9] интегральная

аналитическое

X{y,z) = -

показател
Здесь

(10)

ьная функ-
— Ei[—-s) - табличная

цпя:
(И)

аналитическое выражение для
(3) п (6) выпишем еще

(2) (Z) е--^р (Ь (г) г/) (ь (Z) ^) - 11}
: техипческо!! теории надежпостп
1 Например, в [5] рассматривает-

металличсскпх труб камеры

(12)
Б соответствии с

1{х, у, z):
1(Х,У, s) = GXp{"

, = о получаем BCTPJ—ос
экспоненциально р пзноса

^ -тивиого двигателя ракеты, приводящая к двоп-
долговечностп. Таким образом,

а
в

Прп у
двойное L
ся физическая модель

по™—иомГроспределению
сгорания
пому экс 6*



в. Ф. ШУКАР£ЛО564

выражение (10) для Х{у, z) имеет н технические прплолченпя. В частно
сти, при р = о получаем среднюю долговечность:

Xq = — Ъ~^ esp(ab“*)£^i(— аЪ~^).

В демографической статистике, зная плотность распределения f{y,z)
возрастов в данный момент BpeMeni^i = z для группы населения и исполь
зуя аналитическое выраженпе для Х{у, z\ (10), можно вычислить нек_ото-
рыо более общие характерпстики, например, среднее суммарное время T{z)
предстоящей жизни для жпвущпх в данный момент Z:

(13)

СО

T{z) = N{z)lx{y,z)f{y,z)dy. (14)
о

Здесь N{z) — численность в данный момент z мужского или женского
населения. Для обычных значительных групп населения Т [z) весьма близ
ка к действительной случайной величине Т (г).

Значительный теоретический и практический интерес представляет
вопрос об эволюции возрастной плотности распределения /(у, i) во вре-
менп, тесно связанный с динамикой процесса воспроизводства населения.
Рассмотрим этот вопрос в общем виде, имея в виду как важную саму по
себе демографическую модель, так и сходные технические модели.

Пусть Ntii {t) — численность женского населения в момент времени t,
а  — интенсивность рождений девочек в момент t, определяемая как
предел отношения числа рождений девочек в интервале {t, t At) к интер
валу при At->- 0. Число женщин в возрасте (у, у + dy) в момент t равно
Л^ж(^)/ж(у, t)dy. С другой стороны, это же число равно числу рождений
девочек в интервале {t — у, t — у — dij), умиоя<енному на вероятность про
жить время большее у, т. е. па соответствующую функцию выживанпя
1ж{у, 0,t — y).

Таким образом:

Л^ж(^)/ж(y,^)dy = у)1уц{у, 0,t — y)dy.

Отсюда сразу находим:
(15)

/ж(у, t) = (t) nm{t — у) 1ж (у, о, i — у).

Из условия нормировки для /ж(у, t) находим Nm{t)

(16)

со

Д'ж(0 =\ ~ y)lm{y,0,t — y)dy. (17)

Подставляя (17) в (16), запишем/ж (у, i) в виде:

^ж(^ —y)/ж(y,0,^ —у)/ж (у, о = (18)
оо

I Пуц(t — y)lm{y,0,t — у)dy

Итак, /ж (у, i) определяется двумя функциями: интенсивностью рожде-
выживания девочек. Известно [2], что питеисивпостьПИЯ и вероятностью

рождений девочек определяется интегральным уравнением:
00

?гж(0 == I n^{t~y)rm{y)dy. (19)
о
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где?’}ц(^) —функция воспроизводства [2J, равная ф(у)/ж (у). Здесь ф(у) —
фертильность женщин в возрасте у, предполагаемая пепзменноп во вре
мени i. Однако это существенное огранпченпе. G течением времени функ
ция ф(у) изменяется н, более точным, хотя п более слоншым, будет пред
ставление фертпльпостн функцией ф (у, t). Соответственно и фзшкцто вы
живания следует записать в общем виде ^ж(у, О, t  — у). Таким образом,
наиболее общая запись функции воспроизводства:

{y,t)= —

а соответствующего пптегральиого уравнения воспроизводства.

(20)

со

(21)
о

связаны, как отмечалось в [2], с решением

=“ е™

лродшествующий пастоящому момен^
-”f= 1^Тогда полуаим:

Некоторые трудности
ин-

t

(22)
^^ж(0 — о

-<о

(22) можно считать пзвестпой функцией ф(г). что
^  ̂ Вольтерра П-го рода.Первый пптеграл

дает для интегральное уравнение
в

t
(23)

n.^t)

(20), функцию-ф(0;Выпишем отдельно, с учетом
(24)

—00

/%\ УТ ] а — Z о, Е) определяются предысто-
Вообще, только t) требуется при t > О прогио-

риой. в отношении Ф®Р™”“ ,,щ„ц социально-бпологпческои [10] и, в
■шровапие, которое ™пяется сложнон^^^^Ц „ожно прогиоз..ро-
копечиом счете, математиче Р отрезке (0,0 эволюцию «,„(*).
вать в соответствии с (23) “ Р^^^^еграле (23) необходимо еще прогно-
Л'ж(0 и /,„(!/, t). Строго ГОЧОР"’= i Правда, при  t < Ь лет фертпль-
зпровать lm{t — it °Р „ожить равной нулю, что даст сразу реше
пость ф(г — i, t) можно ПОЛО) ^ долгосрочном же прогнозе
для интенсивности РО®Денин «ж W ^ „ыжпваиня п решение ш.тег-
Пж(г) необходимо ПР°™™"Р““™ ^ Б этом случае^ешешю целссооораз-
рального УР^^'^^^.Г^одом последовательных прполпжешш.
НО проводпть на dbiu мы^м

(25)

(h-l)
= 1И0 + S Пщ

П>}< о
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Так как ^ то все последовательные приближения (25) яв

ляются нпжнпми оцепкамп Пж (t), причем (i) {^) ●

Если заранее известно, что n^i.t) не убывает,
двухстороннюю оценку для Пщ (О:

(23) можно найтито из

(26)
о

Комбинирование верхних и нижних оценок полезно в методе последо-
Функцпя я|з(^)^0 при tвательных приближении.

«ж(Ю ^ ?гж(0) или, во всяком случае, ограничена сверху другой постояи-
0, 1)ф(^ — о О при i-)- 00 (1^0). Для населения с

так какоо.

нон, dL l{t —
возрастающей ?гж(0 должно быть:

00оо

5 Гж {t — l,t)dl= 5 ф(^ ~ I. О {t — I, О, I) > 1. (27)
оо

Таким образом, при некотором ^ верхняя оценка в (26) становится бес
конечной. Предполагаемая качественная картина оценок (26) представле
на на рис. 5.

Отметим еще, что если принять смертность и фертильность незавпси-
мы.\п1 от t, то уравнение (23) в принципе точно решается методом преоб

разования Лапласа (по у):

n^-{s) =^^*is)[i~r*{s)]-\ (28)

Выпишем теперь по аналогии с (18)
возрастную плотность распределения

\  мужского населения /м(у, i)‘
(29)

— y)k,{ij,0,t — у)
/м(у, t) =

со

\ пу, {t — у) {у, о, г — у) dy
t15лет

Рис. 5. Графики пижней и верхней
оценок решения «ж (О интегрально
го уравнения воспроизводства насе
ления (пунктиром показаны последо-

ПрпблШКОНИЯ к Иж (О
снизу)

о о

Интенсивность рождении мальчиков
несколько больше интенспвиости рожде
ний девочек. Для СССР [10] можно при
нять TijA{t) = l,06mn(i). Таким образом,
можно прогнозировать процесс измене
ния во времени численности мужского

и женского населения, а также их возрастпых распределепий. Зная эти
процессы, можно прогнозировать целый ряд вторичных практически важ-

характеристик. Например, рост суммы Q{t) пенсионного обеспечения
определится выражениями, пропорциональными суммарному времени жиз-
пп пепсиоперов каждого дола в [О, i].

вательные

ных

t ОО

N
QiJi.m (О — ^ (Е)/м,ж(У, ^)dy^ (30)м,жм,ж

о Vп(м, ж)

Внутренний интеграл в (30) дает расшифровку используемой в [1]
функции Y{x, t), равной числу всех элементов в момент возраст которых
больше или равен х.
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Аналогично вычпсляются чпсленностп различных контингентов в опре
деленный отрезок временп, что важно для планирования производства,
обороны п пр. Располагая медицинской статпстикой заболеваний по воз
растам, можно планпровать объем средств здравоохранения. Ряд других
имеющих непосредственное практическое значение расчетов, вытекающих
из анализа динамики воспроизводства населения, рассмотрен в [2]. Сей-

рассмотренпя общей модели воспроизводства населения укажем
более частные, но сходные технические модели, изучаемые

час после
на некоторые
теорией надежности.

Рассмотрим систему из постоянного числа N элементов, которые в про-
заменяются аналогичными новыми (прицессе эксплуатации при отказах

t = О все элементы новые). Найдем плотность распределения
раста элементов в момент времени t. Полагая в (16) >

=Nh{t-v), где h{t) - плотность восстановлении [3,4] рав-
пая предку отношения среднего числа отказов элемента в {t, t + At) к
At npS L i О, а Ф5ШКЦПГО выживания не зависящей от t - у, т. е. равной
1(у), найдем, что при О ^ у ^

(31)f{y, t)=h{t-y)l{y).

^  4.(„ f\  О ПОИ у > t. Событие у = t возможно и имеет
Очевидно , что/(у, О Р записать, используя дельта-

конечную вероятность, к/* —z/Шу) при у = t В аналогичной
функцию Дирака, что { д.^едьства,/(у, t) в [5]. Плотность вос-
форые приводится, правда без д удовлетворяет интегральному урав-
стаыовлепия h{t), как известно L » J’
нению Вольтерра П-го рода.

t

— J h{t — z)l'{z)dz. (32)
h{t) = —

где Хо — средний срок службы элемента.
^  ° “ ’ интегральную функцию распределенияh{t) воз-Прп t _

Зная / (у, t), можно наити
раста F{y^ t):

оо

t
у <

5 h{t — y)l{y)^y^
о

f{y, t), найдем средннп возраст Yt эле

(33)
F{y, 0 =

распределенияЗная плотность
момент t:мента в

(34)
Yt

о

Погрешность при больших у (близких
мйьтми при этом значениями 1{у) в подынтег-

оо.

со.Из (34) можно получить
Очевидно, что tl(t) 0 Р ,,
быть заменена

t) уничтожается
ральном выражении.

постоянной
весьмак
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Таким образом:
СО

S y^{y)dy 1.11
2 Хо *

о
lim Yt = (35)
^->●00 оо

5 l{y)dy
о

Точное выражение для Уt может быть получено лишь  в некоторых слу
чаях. Например, если элементы не подвержены старению, то фуикцпя вы-

может быть ярпнята экспоненциальной l{i) = exp [—(Хо)“^^].
В этом случае для Yt имеем точное выражение:

У, = Хо{1-ехр[-(Хо)-^ф.

При t, равном 3 4-4 средним срокам службы
навливается и средаий возраст элемента совпадает со средним сроком
службы элемента Xq. Как следует из (35), такое совпадение возможно
лишь в весьма частных случаях.

Соотношения типа (36) можно получить и для систем  с переменной
численностью элементов N{t). Например, если iV(^)  = iV(0) exp (ai),
a l\t), как и выше, экспоненциальная

живанпя

(36)

элемента, процесс уста-

, то:

У, = [а -Ь (Хо)-']~Ч1 - ехр [-а - {Хо)-Ч]}. (37)

Из (37) следует, что при а > О установившийся средний возраст в си
стеме меньше Zo, т. е. имеем эффект омоложения совокупности.

Рассмотренные технические модели имеют определенные черты сходст
ва с процессами простого и расширенного воспроизводства населения, а
также и очевидные внутренние качественные отличия.

Для демографических моделей аналогично может быть_ вычислен срсд-
возраст населения в момент t. Общая формула для Yt получается

выражений (16) и (29) для плотности распределений возрастов:
НИИ из

оо

lyn{t~y)l{y, 0,t—ij)dy
о

(38)
СО

5 n(t у) Ну, o,t — y)dy
о

Функция распределения возрастов населения, в отличие
ной выше технической (33), не имеет скачков и является
Это объясняется существованием большой, практически
предыстории рождений и смертей. Вычисление Yt по
сложное, чем для рассмотренных_ технических моделей. С качественной
стороны следует отметить, что Yt -при больших t может не стремиться
(в отличие от рассмотренных технических моделей)  к определенному пре

делу при переменном режиме воспроизводства, характеризуемом перемен
ной фертильностью и смертностью. Вообще же доказательства существова
ния и способы получения асимптотических формул в демографических
делях воспроизводства населения являются весьма сложными вопросами,
по-видимому, еще не изученными. Во всяком случае, они более сложны.’

довольно развитой современной математической теории

от рассмотрен-
непрерывной.

неограниченной,
(38), конечно, более

мо-

пежели в вое-
становления.
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Мы не рассматриваем в данной статье более подробно особенности де
мографических II технпко-экоиомнческпх агоделен,  а также родственность и
перспективы взаимосвязи математической демографии  с другими областя-
мп. Отметим лишь, что воспроизводство основных фондов имеет черты
сходства с демографическими процессами [И], а динамика брачности [12]
с процессами массового обслуживания [13]. Определенный интерес пред
ставляют работы Лотка по математической теории популяции (динамика

возрастной структуры). Ряд выводов Лотка, отно-
населению, излагается и обсужда-

численностп, эволюция
сящихся в основном к стационарному
ется в [14,15]. V

Изложенные в данной работе результаты имеют как демографические,
так и техипческие приложения. Подчеркнем также, в качестве общего вы
вода, как важность сравнительного изуче1шя
технической теории надежности и демографической статистики, так и не-
обходимоГть Гальнейшей разработки сходных для обеих ооласхеи матема-
тическпх моделен.
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