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Назовем аналитическим плановым расчетом для .S’ автономных н (нлп)
сводных плановых расчетов

{(Зйр)}) где кр^{кр}, p = i,2,^. . ,S,В

прямой плановый расчет

{(/"г;)}, {(3/.)}. {Ли}, (*)

где 7t в {к} и выдаются на печать все таблицы результатов,

бого к б [к] область определения функций {{fuij)} прштдлежпт матрицам

если для лю-

(Зл). и (Зл„).р

Можно привести эквивалентное определение
расчета, использующее понятие базовой матрпцы*.

Рассмотрим S

ап

(плп)автономных и сводн

алт1Т1Н1еского планового

ых плановых расчетов

{{fh^ij)}, {(З/tp)}, -В
Назовем экономический показатель базовым для аналитического

нового расчета если его значение

где /срб {/ср}, р = 1,2,3, . .. ,Р 5 б".

пла-
входит в область определения функ-

JIz, . . . ,П/} множество базовых показателей. Составим
тгоД1тГ'^’ ^ строки (столбцы) образуют соответствующие экопомп-

еские показатели из множества базовых показателей. Обозначим получен
ную матрицу через (q^) II будем называть ее базовой

Аналитическим плановым расчетом для S автономных II (пли) плапо-

/срб{А:р}, р =расчетов {{Яи^)}, {Ли ), В
вых гдеР5

— 1, 2,..., д5, называется прямой плановый расчет{(/,;^,.)}, {(д,,)}, (Aj,
выдаются на печать все таблицы результатов, если для лю

бого & б {Л;} область определения функций (/«..) принадлежит матрице
(Зб).

Автономные плановые расчеты, свободные плановые расчеты анали
тические плановые расчеты являются по определению
ми расчетами, по каждый из них обладает частными оЕпГтя^мГск^
довательно, можно говорить о трех подклассах
расчетов.

класса прямых плановых
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МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ

ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Ю. И. ВОЛКОВА . Б. Б Л X ТII И,

{иовосабарсч)

вопрос об псдользованш! метода последова-
класса линейных задач с ыатри-В заметке рассматривается

плана для решения
Предполагается, что эта матрица наряду с“ блок.

тельного улучшения
цей специальной структуры. „ппттттпт
произвольным блоком алгоритмов линейного програм-

Известно, что при д^дач встречаются значительные труд-
мпровашш для т,ешаемых задач. Опыт показывает, что
нос'ш, ограничивающие разм i Р учесть пх особенности, эти
для миогпх практшхески ^додены. Эта общая идея учета специ-
трудности могут быть Р „д вычислений в методе последователь-
фики II использована при оргаш с ^ рассматриваемых задач. Основной
иого улучшения плана для Pf™ „ записи необходимой оперативной
выигрыш получается за счет кол '
информации. пошественные числа Cj, ; =

1. Постановка задачи. Задан   щ- к) и 7?г-мерные векто-
fl, Cik]● )

(д й) 6 / cz {(г, k). * ■ ■ ■ ’ ^ ^ ,2, а = (^i) -
ры-столбцы д,ттнттй вектор А ==

Требуется найти неотрицател ^ мпнпмизпрующпе функцию

, т-
II системуп

иеотрпцательиых чисел А = ^ . >
п

(1)2 Cik^ih
({,k)6J

2

при ограничениях

2
(2)I б ц = {1, . . . , m}.

у, ХИ,+ S
h:(i,j=l

ледующу^^ экономическую пнтер-
Сформулированная задача Д°"У““теских способов производства рм-

претадшо Имеется песколвко «х мог продукции,

-роду--®;Гзре^:ГГз1меиа --- ир^ДУКД-

„спользования -«-но"огш«окпх сиосо^^^^^ „„поят.итв задание по выпуску

годно поставлешюи задачи линейно-
(2) ОТОЙ задачи содержит

программирования. Матрда элементов в множестве иар
.

т строк II « + п ото 5

что связано

.7го
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Первые п столбцов этой матрицы совпадают с заданными векторами dj\
остальные столбцы d(i,k) ((i, /О б J) содержат по два ненулевых элемента:
г-й элемент равен —1, /с-й равен +!●

с.,1кС,
3

1а а.о

+ 1— а ак) к

Схема 1

Неотрицательная пара (X, X), удовлетворяющая условиям (2), назы
вается допустимым решением задачи. Допустимое решение (X, X) назы
вается 071тимальньш, если функция (1) принимает па нем мииимальпое
значение.

2*^ Описание алгоритма. При отыскании оптимального решения задачи
линейного программирования методом последовательного улучшеггая на
каждом шаге имеется допустимое решение и соответствующая ему система
линейно независимых векторов (столбцов матрицы системы (2)). С по
мощью оценок, однозначно определяемых пз системы линейных уравнений,
проверяется оптимальность имеющегося решения и в случае иеоптималь-
ности производится его улучшение (см. [1]).

Пусть (X, X) — допустимое базисное решепие задачи, а
«3.1 б {/i,

Ч к), (г, к) = {(ii, /ci), . . . , (iAi, км)} (3)
— соответствующая ему система линейно независимых векторов, которые
образуют базис в /тг-мерном пространстве {N Л'1 = т). Система (3)
нова, что

та-

fe ,) + . . * +

Вектор оценок п = (ль . . . , Лт) находится из уравнений

N М (4)

т

V,
Zj iV, (5) ^iз^ , ● A у

?*=1

nh — ni = Cik, (i,/с)6Г.

Б системе (5) вторая группа уравнений имеет специфический
и это, как мы покажем ниже, позволяет вместо ооратиой матрицы системы
(5) порядка т запоминать некоторое преобразование, занимающее
телыю меньший объем памяти машшш и несущее в себе всю информацию,
необходимую для проведения метода последовательного улучшения плана.

Рассмотрим ориеитированный граф (р, 7’).^Он состоит
собой связных подграфов*

вид

значи-

113 нескольких
подграфов, являющихсяIIнесвязанных менщу

* Граф (Цл, Тр) называется связным, если для любых двух его вершин п к2
найдется цепь из ребер, соединяющая их. Цепью, соединяющей вершину ki с вер
шиной кг, называется последовательность реоер, в которой первое и последнее реб
ро (и только они) содержат вершины ki н кг соответственно, любые два соседних
ребра имеют общую вершину и никакие два нссоседних ребра общих вершин не
имеют.
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изолнрованпылш вершинами. И те и другие обозначим через (|Др, Гр), р =
== 1. . . . , iY (для изолированных вершин- соответствуюш;пе множества fXp
будут содсряхать лишь одну вершшгу, а множества ребер Гр пусты).

Разобьем вторую группу уравнении системы (5) на подгруппы соответ-
разбисншо множества Г на подмножества Гр:

Jtj —■ Cik

CTBCIIIIO

(iJc)eTp.ji/t

Из каждой такой подсистемы с точностью до постоянного слагаемого
найдем оценки:

(6)т = Я10 + Ар*

В дальнейшем для удобства записи будем считать, что формулы (6)
определяют л, для i G Цр при всех р = 1, . . . , iV, положив для изолирован
ных вершин соответствующие им Hjo равиылгп нулю.

Если теперь в (5) вместо подставить выражения (6), то для опреде
ления неизвестных величии Др получим систему.

N
(7)

iG(x

Порядок системы (7) равен Л' т. е. числу векторов а,, , вошедших в ба
зис. hLo, что если система (5) имеет едпнствепное решение, то и система
(7) также будет иметь едпнствеыиое решепие.

Порешппем систему (7) в виде
АВ == а

р=1

(7')

где
B = {bpt},

(8)N;p=l,.bpi = S ● A 9

d = (di,
i = 1,.. (9)N.

dt = Cj,— 2
A 1

:6ц

/  A N DisKTon неизвестных величин. ^

^ liп^cлив’ дя^ ^об^а^ую матрицу найдем решение сисем. (7 ).

" ifnoHoe Р-нпе (A^X) ^
только тогда, когда най-

соотношениям
денные оценки я ( ь ’

тогда п

т
(10)7 = 1,. ..,^,2

г=1

3th

●  \ IX а к) вТ имеет место равенство,
пргпхем, для 7 б {/ь ● ● ● ’ V номером /о или (г'о, ко) не выполняется, то

Если в (10) нер^е^ равный соответственно aj, или ацо, ft o),
вводя в базис вектор а ^ этого нужно наптп коэффициенты разло-
мошио улучшить базиса aj, , t = I, ■ ■ ■, N и Щи. ь,), т = 1, . . .
жетшя вектора а “ „дайных уравнений:

 М. т. е. решить систему
(И)Xiu' + S

1;(г, г)6Т

1=1, ..JV т.● 1

S di
k:(i, h)€Tt=l
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Решенпе системы (11) ыо^жет быть получено следующим образом. Пре
образуем п1-мерный вектор а в Л’-мерный вектор р  = (Pp)p=i,.... д\ по фор
мулам:

рр= S Р=1, ...,Л^ (12)ttj,

Формулу (12) будем называть преобразованпем вектора а в соответ
ствии с графом (р, Г). Столбцами матрицы В, таким образом, являются
векторы (1ц, t = 1, . . ,, iV, преобразованные в соответствпп с графом (р, Т).

Замечание. Прпменытельпо к векторам вида преобразование (12) упрощает
ся: если i n к являются вершппа.мп одного п того же подграфа, то Р = 0; если же
I с Рр|, а к S ppjipi рг), то р1-я компонента прсобразоваппого вектора равна —1,
Р2-Я 1, остальные равны пулю.

Умножим
матрицу В 1 на вектор р ,_получпм = X' = . . .

.  .. , Xjxi]-) коэффициенты разложения а, относящиеся к векторам Uj

Коэ(|)фпцпенты разложения а njni векторах ь_) находятся из системы:
N

2 ^ik + 2
Ц1, ?)6Т

Система (13) распадается па Л’независимых подсистем
N

хц' = а- — 2 i G Рр, р 1, . . . , N.

i е р.= «г
Л:(т. й)6Г ^ = f

2 ^ik + 2

(13)

(14)
Щг, А)6Гр щ, «еГр 1=1

Подсистемы, состоящие из одного уравнения, т. е. те, которые соответ
ствуют изолированным вершинам, представляют собой

исключены из рассмотрения. Каждая из оставшихся подспстем
р ^ т одно уравнение, являющееся следствием остальных, и неизвест

ные X(ji, (г, к) G Тр определяются
замкнутой транспортной задаче.

Таким образом, вектор а может быть представлен:

тождества it потому

из р-и подсистемы аналогично потокам в

—  +■ ■ .+

Умножая (15) на е, е > о и вычитая

а
ii (15). At)

из соотношения (4), получим:

-f ea = a. (16)Л1)

Если взять e равным
X-

Ч(  . X
»т*т \mm

л подставить его в (16), получим соотношение типа (4), т. е. разложение
вектора а по новому базису (в базис вошел вектор  а вместо вектора, коэф
фициент при котором в (16) обратился в пуль). Коэфзфпциенты
ложения представляют собой компоненты нового решения.

Покажем теперь, как исправляются матрица В~^ и граф) (ц, Т) при
переходе к новому базису.

тшщш
Xj X

г^А-гП

этого раз-
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Граф, соответствующий новому базпсу, обозначим (р, Т), его подгра
фы — (рр, 7р), а матрицу новой системы (7'), получаемую преобразова
нием векторов а,^ полого базиса по графу (р, Г), через В.

Возможны с.чедующне случаи.
вытесняет из базиса вектор aji- В этомI. Вектор а = а^^ случае

(р, Т) = (р, Т), (рр, Гр) = (ррГр), р = 1, . . . матрица Е отличается
I- В однпм столбцом (вместо столбца, соответствующего вьзодпмому^
базиса вектору, записывается преобразованный по графу (р, 2 ) вектор а^,,) ●

Переход от В~^ к Б~^ осуществляется по формулам (см. [2]):

изот

Ztx
^3 р. ^Zpx   ^рх

t

Ztx (17)

где 2px п zpT — элементы матриц 5"^ и _
0 = 1 N — коэффициенты разложения вектора по старому базису.

II ’ Вектоп а = вытесняет из базиса а^, ^). Пусть, например, {г, к) 6
Тогда Село подграфов в графе (,ц Т) б^т на единицу больше

числа подграфов в графе (р, Т), ирпчеы (рр, ?р) - Гр- ’
,  , , ^ \ гг Глг+i) получаются пз (рр„ Гр.), если из Ур.
р ^ р1 , а (рр, ? р) п (№1’ ^ п'глптттт В на единицу больше порядка В,
выбросить ребро (?●, к). Порядок матрицы В на едиш

Ztx == / ’
Xj t в-^ соответственно, а х,Зр

б Гр..

II она имеет вид:
Pi. . . ^uv.Ьп

Рр1. . . ^p,N^Pil

В =
PjY.. .b^N^/Vl

\ &JV4-1. 1 ● ● ● ^

Здесь

bpj = 2
/ = 1, . . ., TV,s CLa 1гл^Y+i. t —i = 1, . . >

a,-;
i6 H-iV+1

p,v+i S e\ja ■2
i6P-p,

B-^ можно осуществить

'pi ““ 16 iJ-N+l

последовательным выполне-

Переход от 5 ^
пием следующих двух шагов.

Шаг 1. Вычисляется обратная
г?!! .. ● Ьзн \

матри

/

ца к матрице

:
 pi-я строка.лв =

. . . bnJ
элементы ее обрат-одной строкой, II

как и в случае I путем псправ-ак же.Матрица В
ной матрицы могут быть вь
леиия В~^:

т

Zpp р = l, . . . ,iV^i¥=pi,
Zpt = Xp
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^PPi
Р = 1 N.Zpp, —

л  л

Здесь Zqi^ Zpt — элементы матриц л В
= 1, . . . , N — компоненты вектора х' = (а:/, . .. , х^’>), получающегося в
результате умножения р-й строки матрицы В на матрицу В~К

Шаг 2. Из В~^ за одну птерацпю метода окаймления (см. [2]) нахо
дится матрица Б~^. Соответствзчощие формулы имеют вид

-1 соответственно; ж/

(
Y 7В~^ =

Y = Рл'+1—
6/v+i5 ^ 1

Y Y

Здесь через Ьн+\ п р обозначены iV-мерпые вектор-строка и вектор-стол
бец, компонентами которых являются первые N элементов последней стро
ки и последнего столбца матрпцы В соответственно.

вектор а = вытеснив при этом вектор

Пусть ^0 6 Цр,, /соб Цр,. Ясно, что pt =#: р2, так как в противном случае
система векторов {я(г,л), (г, к) б Гр,; «(г»,ho)} лиисино зависима. Число под
графов в графе (ц, Т) на единицу меньше по сравнению с (ц, Т). Вместо
двух подграфов {цр„ Гр,) и (цр^, TpJ графа (ц, Г)  в (ц, Т) будет один
(црп ^'р,), где Цр, = Цр, и Цр^, Гр, = Гр, и Гр,  и (io, ко). Остальные же под-

графа (ц, Г) будут не связанными между собой подграфами и графа
(ц, Г). Мы лишь изменим номер iV-ro подграфа, присвоив ему номер рг,
(цр,, Гр,,) = (|4,jy, Tn). Матрица Б будет иметь порядок на единицу меньше
порядка матрицы В и может быть полут^гена из нее вычеркиванием столбца
с номером t и сложением строк с номерами pt и рг.  В матрице Б строка,
получающаяся от сложения двух этих строк, должна быть помещена в стро
ке с H^iepoM pi, а в рг-н строке должна быть помещена N-я строка матри-
цы Переход от В~^ к Б~^ осуществляется за два шага.

Шаг 1. Путем исправления В~^ находится обратная матрица для матри
цы В, где

III. В базис вошел
iV).

●  \11 ● .

в — ● ● ● ь
Y Ьт ● ● ●

Делается это так же, как шаг 1 случая И,

Шаг 2. Аналогично, путем исправления находится обратная матри
ца для матрицы

— Pi-я строка, = + & i= 1, . . . ,/V.OiN Рг<>

6ц . . . &IN

&р,1 . .Л.P — р1-я строка.N

в =
о  . . . о 1 — рг-я строка.

&N1● ● ●

Если теперь в матрице поменять местами рг-й и А-й столбцы,
а также t-io и А-ю строки, то в левом верхнем углу будет находится Б~^
(см. [2]).
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IV. В базис вошел вектор а= Я(й, ;ю), вытеснив при этом вектор a(i, л):
J) Тогда {цр, Т’р) (I'P- Тр),^слп р ф ро, то (рр„ Гр,) пре-

образуотся в (рро, fp,) следующим образом: рр, — рр„, Т
\{1. к). Матрица В равна В и, следовательно, В~^  = В~^.

2) /о б Рро, /со б Ир,, ро =/= pi. а (/, /с) б ^ '
Тчоличество подграфов графа (р, Т) равно количеству подграфов графа

(р. Т). Как 1г в случае И. при выведении лз базиса й(г,/ц граф (рр., Гр,)
него ребра (?", /с) распадется на два связанных между

обозначим Тр,) и (рр„ Гр,). Наряду с

= Гро и (/о, /ь*о) \Ро

после удалоппя из
co6oii подграфа, которые мы
этим, благодаря тому, что в базис вошел вектор оцо,Ло)) вместо дву;}^графов
(цр... ГрЛ II (ир,, Гр.) образуется один граф, который обозначим (рр„ Гр,)
(слг случай! III). Все остальные подграфы остаются без измененпя, п мы

-  иумерацпю. Матрица может быть полу-сохраним за ними прежнюю
чена пз В~^ за трп шага.

Шаг 1. Вычисляется обратпая матрица для матрицы

\
11 ●

S/ъ

бР i = V.а.;Vг< —. . ь i’
— ро-я строка,В= Ь 9sNP2I ●

^ ̂ N1 . ■ ■

Ьц .

Ър„1 ● ● ●

.  . КгН

bpii . . ● &NN

Ър,1 = bpot + Ьр

^-1 путем исправления

Zjii . - ● hN \

.  . b]_N

— ро-

— р2-ЪрЛ ●

i = 1

Шаг 2. Переход от

я строка,

В =
я строка,

, , Л’.

в-к
Шаг 3. Вычисление

ЬрД - ■ ● — Ро-я строка,

— р2-я строка
Ьр,1 ● ● ●

Ьр,1 . . -^р.

. . bpfNbNl ●

— pi-я строкаN

== 2

ЭК0Н0М1?ЧИ№Й расчет mj-iinero пспо.чьзования ресурсов.

i = l, . ..,/v.
,1ьр
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