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МатеМатический анализ 
эконоМических Моделей

ВВедение

Роль государства в научно-технической политике не ограничивается ее разработкой. Ряд иссле-
дований (Stiglitz, Wallsten, 1999; Глазьев, 2010; дементьев, 2009 и др.) доказывает, что государству 
принадлежит ключевая роль в ее осуществлении, в том числе через участие в производственной 
и инвестиционной деятельности. К аргументам указанных авторов добавим, что государство акку-
мулирует большие объемы данных и способно использовать их для влияния на рынки в интересах 
налогоплательщиков.

Влияние политики на рынки может быть благоприятным для одних агентов и вызывать недо-
вольство других. Моделирование этого влияния —  одна из задач анализа политики (Fischer et al., 
2007; Kerr, Graisford, 2007). для этого используются числовые модели равновесия: общего (Melo, 
Tarr, 1999; Макаров, 1999; Макаров и  др., 2007; Полбин, дробышевский, 2014) или частичного 
(Fock et al., 2000; Прокопьев, 2015; Светлов, 2016; Бородин, 2018).

данная статья посвящена моделям частичного равновесия (МЧР). ее цель —  изложение и апро-
бация способа расширения возможностей и преодоления некоторых недостатков таких моделей. 
научная новизна заключается в результативном применении известных положений теории двой-
ственности в  линейном программировании к  решению прикладной задачи совершенствования 
моделей влияния политики на рынки. Предлагается заменить параметрическую функцию предло-
жения в модели частичного равновесия линейной подзадачей отыскания объема предложения по 
заданной в непараметрической форме границе производственных возможностей для случая, когда 
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подзадача об объемах предложения линейна. автором разработан способ, позволяющий избежать 
вычислительные сложности, с которыми сопряжено решение получившейся задачи.

Почему так важна задача построения модели частичного равновесия, в которой на месте функ-
ции предложения находится субмодель, выводящая предложение из непараметрической границы 
производственных возможностей? дело в том, что возможности стандартного подхода ограничены 
рядом присущих ему проблем.

1. Параметрическая идентификация многомерной функции предложения очень сложна. не-
возможно определить данную функцию с помощью регрессионного анализа фактических данных 
о ценах и объемах продаж. При равновесном ценообразовании изменение фактических цен связа-
но со смещением кривых спроса и предложения, поэтому нельзя ввести допущение, что ряд наблю-
даемых цен и объемов сделок принадлежит одной и той же кривой предложения. на практике при-
ходится использовать косвенные методы в сочетании с калибровочными процедурами (Прокопьев, 
2016). Проблемы, связанные с измерением ценовых эластичностей —  основание осторожного от-
ношения к моделям этого класса (Abler, 2007). Отказ от параметрической функции предложения 
не решает аналогичной проблемы, связанной с функцией спроса, но результаты моделирования 
становятся намного более робастными.

2. При параметрическом представлении производственной функции (для последующего выво-
да из нее функции предложения) почти всегда предполагается (явно или неявно), что все ресурсы 
используются без остатка. Это предположение особенно уязвимо в сельском хозяйстве, где погод-
ные условия конкретного года могут предопределять недоиспользование тех или иных ресурсов.

3. Параметрическое представление вмешательства государства в производство (например, пре-
ференций отдельным технологиям) требовало бы данных о достаточно продолжительной ретро-
спективе таких вмешательств или в крайнем случае наличия хорошо себя зарекомендовавшей ими-
тационной модели, позволяющей сгенерировать выборку для параметризации. такие требования 
практически равносильны неприменимости формализма частичного равновесия для описания по-
добных интервенций.

ПРеОБРазОВание ПОдзадаЧи ОБ ОПтиМальнОМ ОБъеМе ПРедлОжения 
В СиСтеМУ неРаВенСтВ С иСПОльзОВаниеМ теОРии дВОйСтВеннОСти

Перечисленные выше проблемы в  принципе можно преодолеть, переформулировав условие 
частичного равновесия1 s p d p( ) ( ),=  где s(p) и  d(p)  —  неотрицательные вектор-функции спроса 
и предложения от вектора цен p > 0, в задачу

 arg max ( ) | ( ),
s

ps c s s S d p− ∈( ) =   (1)

решаемую относительно векторов s и p. здесь s —  вектор объемов предложения, S —  множество 
осуществимых производственных программ, c(s) —  функция издержек. такая формулировка под-
разумевает, что многочисленные независимые поставщики-ценополучатели выбирают планы, 
максимизирующие их прибыль (без учета инвестиционной деятельности) при возможности об-
мениваться ресурсами. тогда при заданных ценах p результатом совокупного производственного 
процесса становится предложение s*, которому соответствует максимум (на S) суммарной по всем 
поставщикам прибыли. далее будем называть класс задач, эквивалентных (1), PF+PE-моделью2.

PF+PE-модель, записанная в форме (1), не входит в класс задач математического программи-
рования. здесь цены являются константами в оптимизационной задаче3, но должны быть перемен-
ными в условии равновесия. для численного решения такой задачи потребовалась бы процедура, 
которая вначале решает оптимизационную задачу о размере предложения при заданных (фиксиро-

1 для большинства практических задач такая форма записи достаточна, поэтому более общее условие, допускающее ну-
левые цены, в статье не обсуждается.
2 От англ. “production frontier” и “partial equilibrium”.
3 В противном случае решением задачи оказался бы оптимум для монополиста.
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ванных) ценах, а потом, вычислив образовавшийся дисбаланс спроса и предложения, корректиру-
ет цены, повторяя эти действия до тех пор, пока спрос и предложение не сойдутся по всему набо-
ру благ. В практических приложениях обеспечение сходимости такой процедуры затруднительно: 
многомерная функция предложения от цен, задаваемая оптимизационной задачей, вовсе не обяза-
тельно непрерывна. Встает вопрос, можно ли переформулировать задачу так, чтобы ее можно было 
эффективно решать, используя существующие инструментальные средства.

В данной статье проблема решена применительно к частному случаю, когда подзадача оптими-
зации max ( ) | ,

s
ps c s s S− ∈( )  входящая в состав задачи (1), линейна. Введем следующую специфика-

цию этой подзадачи:

 A a B s sλ λ λ≤ ≥ ≥ ≥0 0 0; ; ; ;   (2)

 ps c− →λ max.   (3)

В выражениях (2) и (3) переменными являются λ  —  вектор интенсивности производственных 
процессов и s —  вектор объемов производства. Параметры: a0 —  вектор объемов ресурсов; A, B —  
матрицы расхода ресурсов и выпуска продукции при единичной интенсивности каждого производ-
ственного процесса; p —  вектор цен продукции каждого вида; c —  вектор издержек каждого про-
изводственного процесса (в денежном выражении) при его единичной интенсивности. Условия (2) 
задают границу производственных возможностей (Farrell, 1957; Charnes et al., 1978).

замечание. Вместо задачи (2)–(3) можно использовать другие встречающиеся в литературе не-
параметрические спецификации границы производственных возможностей, лишь бы они имели 
форму задачи линейного программирования (см. например, (Banker et al., 1984)).

теперь рассмотрим вектор p как переменную, вменив ему условие p > 0, и определим функцию 
спроса s(p), значение которой равно вектору s*, полученному в результате решения задачи (2)–(3) 
при ценах p и неизменных значениях остальных параметров. дополним задачу условием равно-
весия

 s p d p( ) ( ),=  (4)

где функция спроса d(p) непрерывна, монотонно убывает по каждому компоненту вектора p, а ее 
матрица якоби определена при любом p > 0.

если подсистема (2)–(3) решается относительно λ  и s при фиксированном векторе p, тогда как 
уравнение (4) решается относительно p, то получившаяся система (2)–(4) является спецификацией 
задачи (1).

Первая теорема двойственности в линейном программировании (Dantzig, Orden, 1953, p. 1) по-
зволяет заменить задачу (2)–(3) системой линейных уравнений и неравенств. Воспользовавшись 
этой заменой, составим новую задачу, эквивалентную (2)–(4). Эта задача, наряду с выражением 
(2), содержит выражения:

 δ η η δA B c p p− ≥ − ≥ ≥ >; ; ; ;0 0  (5)

 ps c a− =λ δ 0;  (6)

 s d p= ( ).  (7)

В системе (2), (5)–(7) переменными являются, помимо λ  и s, цены p, объективно обусловлен-
ные оценки ресурсов δ  и продукции η.  Остальные обозначения прежние. Выражение (5) —  это 
система неравенств, двойственная по отношению к (2); (6) —  условие равенства целевых функций 
прямой и двойственной задач; (7) —  условие равновесия. Все уравнения и неравенства системы 
линейны, за исключением (6) и (7).

В силу первой теоремы двойственности в линейном программировании решение задачи (2), 
(5)–(7) соответствует частичному равновесию для спроса d(p) и предложения, задаваемого задачей 
(2)–(3). Это решение существует, если существует оптимальное решение задачи (2)–(3), а множе-
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ство значений функции d(p) есть неотрицательный ортант пространства продуктов4. При этих ус-
ловиях проекция любого решения λ δ η* * * * *, , , ,s p( )  задачи (2), (5)–(7) на пространство переменных 
задачи (2)–(3) совпадает с некоторым оптимальным решением λ* *,s( )  задачи (2)–(3) при ценах p*.

таким образом, для отыскания равновесия в изучаемой спецификации PF+PE-модели не тре-
буется решать задачу (2)–(3) методами линейного программирования, итеративно согласовывая 
решение с функцией спроса. достаточно решить систему неравенств (линейных) и уравнений, не-
которые из которых нелинейны.

PF+PE-МОдель РынКОВ СельСКОхОзяйСтВеннОй ПРОдУКции  
РеГиОнОВ РОССии

1. исходная модель. В рассматриваемом примере многомерная функция предложения выводит-
ся из числовой модели территориально-отраслевой структуры сельского хозяйства России (Svetlov 
et al., 2019). Эта линейная модель объединяет непараметрические границы производственных воз-
можностей всех субъектов Российской Федерации в границах 2013 г. Условия удовлетворения по-
требностей их населения приняты согласно медицинским нормам. Включены транспортные подза-
дачи по доставке продукции из мест производства (включая импорт) в места потребления (включая 
экспорт).

Модель описывает двухэтапный процесс принятия решений в  случайных условиях (Кардаш, 
1977). Каждый исход, в соответствии со (Светлов и др., 2013), представлен фактическими данными 
одного года5. целевая функция модели  —  максимум математического ожидания маржинального 
дохода6 сельхозпроизводителей. В модели свыше 100 тыс. переменных и около 15 тыс. ограничений.

источником данных для модели служит база данных региональных агропродовольственных си-
стем (Сиптиц и др., 2015), сформированная на основе публичных данных Росстата и единой меж-
ведомственной информационно-статистической системы (еМиСС) по регионам России.

Модель отражает производство четырех продуктовых агрегатов —  зерна; молока; скота и птицы 
(в живой массе); остальной продукции сельского хозяйства (в стоимостном выражении). Первые 
три считаются условно-транспортабельными: их продажи учитываются по месту потребления, для 
чего составляется оптимальный план межрегиональных перевозок, импорта и экспорта. Продажи 
остальной продукции сельского хозяйства (условно-нетранспортабельной) учитываются по месту 
производства.

Ресурсы: сельхозугодья, пашня, основные средства производства, оборотные средства, работ-
ники (занятые в сельхозпроизводстве), поголовье животных в пересчете на крупный рогатый скот, 
фуражное зерно. Сельхозугодья и пашня дифференцированы по 12 природно-сельскохозяйствен-
ным зонам. наличие ресурсов, кроме земельных, аппроксимировано данными сельхозорганиза-
ций с применением корректирующих коэффициентов.

Модель в ее исходном виде предполагает, что цены не зависят от объема продаж. используя ее 
в  составе PF+PE-модели в  качестве субмодели предложения, можно существенно расширить ее 
аналитические возможности. ни одна традиционная МЧР не в состоянии достичь столь деталь-
ного представления факторов предложения, какое возможно в PF+PE-модели. наряду с субмоде-
лью предложения PF+PE-модель содержит нелинейные многомерные функции спроса на рынках 
субъектов федерации, а также линейные многомерные функции, связывающие цены экспорта или 
импорта с соответствующими объемами.

Полученная таким путем PF+PE-модель содержит (в представлении, подготовленном препро-
цессором к процедуре поиска оптимума) 123 426 переменных и 67 992 ограничения, из числа кото-

4 В прикладных задачах существование решения, как правило, обеспечивается при менее обязывающих требованиях к 
функции спроса.
5 В.а. Кардаш использует данные по группам лет со схожими погодными условиями, пренебрегая возможностью исходов 
хуже среднегрупповых.
6 Управленческий эквивалент теоретического понятия “прибыль в краткосрочном периоде”.
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рых 12 808 нелинейные. ее полная математическая запись, раскрывающая архитектуру и использо-
ванные приемы моделирования, приведена в Приложении.

2. данные и сценарные условия PF+PE-модели. Сценарий отражает равновесие, которое сло-
жилось бы на рынках в  результате межрегиональной диффузии технологий в  течение примерно 
пятилетнего периода7 при условиях:

 – ресурсы и технологические возможности сельского хозяйства соответствуют периоду 2011—
2015 гг., их колебания в этот период считаются случайными;

 – минимальная потребность населения регионов в зерне, молоке, скоте и птице (в том числе 
в переработанном виде) соответствует численности населения 2015 г. и рекомендуемым нормати-
вам обеспеченности этой продукцией;

 – насыщение региональных рынков продукцией наступает при превышении продаж над по-
требностью на 10%;

 – средний процент по займам на пополнение оборотных средств составляет 20% годовых, 
а средний срок пользования ими —  1 год;

 – транспортные тарифы соответствуют 2017 г. и не подвержены случайной вариации;
 – ограничения пропускной способности инфраструктуры не предусмотрены;
 – средний тариф на импорт молока, скота и птицы (равно как и для продукции их переработки) 

составляет 15% независимо от объема поставок;
 – внешняя торговля зерном осуществляется только по морским маршрутам;
 – не действуют другие ограничения на внешнюю торговлю, кроме уже учтенных в издержках 

импорта и экспортной выручке;
 – действие случайных факторов соответствует многомерному эмпирическому распределению 

вероятностей, задаваемому данными 2011—2015 гг.
исходные данные для границ производственных возможностей и цен те же, что и в сценарии 

“Фактический климат” модели (Svetlov et al., 2019).
Сценарные значения эластичностей и кросс-эластичностей спроса, экспорта и импорта по це-

нам получены при помощи процедуры калибровки, включенной в состав модели (Fock et al., 2000), 
и на основе опорных значений, использованных этими авторами, а также данных Продовольствен-
ной и сельскохозяйственной организации ООн об объемах продаж, экспорта и импорта соответ-
ствующей продукции в  натуральном и  стоимостном выражении по России за 2011—2015 гг. для 
всех регионов России эластичности и кросс-эластичности спроса по цене приняты одинаковыми.

3. торговля сельхозпродукцией в сценарном равновесии. При сценарных условиях моделируемый 
процесс диффузии технологий обеспечивает приращение математического ожидания стоимости 
произведенной в России товарной продукции до 5,036 трлн руб., что выше аналогичного средне-
годового показателя за 2011—2015 гг. на 0,31%. его коэффициент вариации составит 5,05% против 
5,12 по фактическим данным: товаропроизводители способны несколько лучше адаптироваться 
к неопределенности, присущей сельскому хозяйству.

Сценарное состояние внутрироссийского рынка продовольствия представлено в таблице. Объ-
емы продаж в натуральном выражении, представленные в этой таблице в столбцах под общим за-
главием “исходы случайных условий…”, рассчитаны по формуле qrpy

r R∈
∑  (обозначения см. в При-

ложении), где индекс y соответствует исходу (столбцу таблицы), а  p  —  виду продукции (группе 
строк). значения выручки определены по формуле v qrpy rpy

r R∈
∑ .  логика расчета показателей для 

всей продукции сельского хозяйства аналогична, только вместо натуральных объемов использует-
ся стоимостной агрегат.

7 Это условие определяется параметром δ, определяющим область доверия согласно (Thompson et al., 1990). Принятое зна-
чение δ = 0,1 при темпе обновления капитальной ресурсной базы 2% в год примерно соответствует пятилетнему периоду.
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таблица. Продажи продукции сельского хозяйства на внутренних рынках России*

Показатели
исходы случайных условий,  

подобные годам:
Коэффици-
енты вариа-

ции, %
Среднее Фактиче-

ское**
Прирост, 

%
2011 2012 2013 2014 2015

Всего сельскохозяйственной продукции***

Продажи в фактических ценах, 
млрд руб. 5180 4879 4807 4316 4577 6,85 4752 4734 0,37
индекс цен 0,997 0,997 0,997 0,998 0,998 0,08 0,997 1 –0,27
Продажи в равновесных ценах, 
млрд руб. 5163 4863 4791 4307 4569 6,78 4739 4734 0,10

зерно
Продажи, млн т 12,78 12,76 12,77 12,77 13,01 0,83 12,82 12,76 0,449
цена, тыс. руб./т 8,57 8,56 8,56 7,35 8,50 6,45 8,31 8,31 –0,003
Выручка, млрд руб. 109,5 109,2 109,4 93,9 110,5 6,64 106,5 106,0 0,446

Молоко
Продажи, млн т 47,44 47,44 47,42 47,42 48,88 1,35 47,72 47,42 0,638
цена, тыс. руб./т 20,96 20,96 20,95 22,25 21,62 2,72 21,35 21,33 0,109
Выручка, млрд руб. 994 994 994 1055 1057 3,34 1019 1011 0,748

скот и птица (в живой массе)
Продажи, млн т 11,56 11,56 11,56 11,56 11,58 0,09 11,57 11,56 0,072
цена, тыс. руб./т 85,45 85,41 85,45 90,25 95,15 4,91 88,34 88,35 –0,009
Выручка, млрд руб. 988 987 988 1043 1102 4,98 1022 1021 0,062
* Все стоимостные показатели приведены к 2015 г.
** Фактический уровень продаж аппроксимирован нормативной потребностью населения России в соответствующей про-

дукции по состоянию на 2015 г.
*** Часть условно-нетранспортабельной продукции, учтенной в этом разделе таблицы, потребляется за рубежом.

Базой для расчета прироста продаж при составлении таблицы приняты не фактические про-
дажи, а нормативные, отражающие минимальную потребность населения, поскольку статистика 
учитывает оптовые продажи сельхозпродукции по месту производства. По месту потребления учи-
тываются только продовольственные товары, которые из нее изготовлены.

В сценарных условиях продукции будет производиться и продаваться больше, чем нужно по 
нормативу. Это приведет к некоторому снижению товарных цен на внутреннем рынке как в целом 
по ассортименту сельхозпродукции, так и по двум отдельным видам —  зерну и скоту (с птицей). 
Молоко в сценарных условиях подорожает.

При условиях, заданных сценарием, российские сельхозтоваропроизводители с избытком удов-
летворяют потребность всего населения страны в зерне и мясных продуктах с выгодой для себя: 
математическое ожидание маржинального дохода составляет 593,6 млрд руб. В отсутствие государ-
ственных гарантий продовольственной безопасности, выражаемых включенными в модель усло-
виями удовлетворения минимальных потребностей, продажи сельхозпродукции за рубеж были бы 
значительно выше, чем по сценарному решению, но это привело бы к недостаточному потребле-
нию этих продуктов и росту цен в регионах России8.

заКлюЧение

В статье предложен новый прием построения моделей частичного равновесия —  замена функ-
ций предложения системой линейных уравнений, образуемой парой взаимно двойственных задач 
линейного программирования, одна из которых задает границу производственных возможностей, 

8 данные о внешней торговле России, о производстве, объемах продаж и ценах продукции сельского хозяйства в трех 
субъектах Российской Федерации — Краснодарском крае, Белгородской области, Республике татарстан, а также об объ-
емах продаж и ценах этой продукции на оптовых рынках Москвы и Санкт-Петербурга, полученные в результате решения 
составленной PF+PE-модели по описанному сценарию, и краткие комментарии к этим данным представлены в Приложе-
нии, размещенном в свободном доступе по адресу http://svetlov.timacad.ru/sci1/pfpe.pdf.
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а вместе они определяют объем предложения при равновесных ценах. на этой основе введен новый 
тип моделей частичного равновесия —  PF+PE-модели. Благодаря ему решены проблемы, суще-
ственно сдерживающие применение таких моделей:

 – метод избавляет от необходимости постулировать функциональные формы функции пред-
ложения, оценивать ненаблюдаемые ценовые эластичности и кросс-эластичности предложения;

 – адекватно описываются ситуации, когда некоторые ресурсы используются не полностью;
 – метод позволяет вводить в модель и исследовать субсидии на ресурсы, предоставление тор-

гуемых ресурсов на нерыночных условиях, субсидии на процентные ставки по кредитам, что было 
затруднительно или невозможно при стандартном подходе.

новый подход свободен от препятствий детализации представления сферы производства, кроме 
ограничений со стороны инструментальных средств и имеющейся статистики. В частности, он дает 
возможность с необходимой точностью описать различные исходы случайных условий и вычислить 
равновесия, складывающиеся при каждом исходе, в ситуации, когда производственная программа 
принимается и выполняется еще до того, как станет известен исход. Кроме того, в сравнении с обыч-
ными моделями частичного равновесия в PF+PE-модели упрощается и становится более точным 
отражение капиталовложений и их последствий для рынков. для аграрных приложений последнее 
особенно актуально в силу вывода (Zinchenko, 2017) о недоинвестировании сельского хозяйства.

МЧР уязвимы для критики с позиций теоретических представлений, согласно которым равно-
весие не характерно для реальных рынков, а тенденция к нему —  не главный фактор ценообразо-
вания. Стандартный подход в ответ на эту критику допускал только введение разрыва между спро-
сом и предложением, обусловленного прямыми субсидиями или трансакционными издержками. 
В этом отношении предложенный в статье прием полезен тем, что позволяет в явной форме от-
разить некоторые аспекты таких феноменов, как неполнота информации (например, недооценка 
поставщиками вероятности наступления неблагоприятных исходов случайных условий); экстер-
налии; неконкурентные условия доступа к ресурсам; присутствие внеэкономической мотивации.

Проведенная апробация доказала возможность применения данного подхода к моделям, поря-
док матриц якоби которых приближается к 10 105 5× .  такие порядки дают возможность детального 
модельного описания сферы производства и, соответственно, получения более надежных оценок 
предложения продукции в зависимости от цен в сравнении с имеющимися альтернативами.

Перспективна возможность применения предложенного подхода для моделирования произ-
водственных цепей. В этом случае задачами вида (2), (5)–(7) можно описать не только производ-
ство промежуточной продукции, но и спрос на нее (наряду с предложением конечной продукции).

Предложенный прием целесообразно использовать при разработке инструментальных средств 
анализа экономической политики и  отдельных ее направлений (научно-технической, аграрной, 
промышленной политики) с позиций влияния политических инструментов на товарные рынки, 
как внутренние, так и международные. Это позволит заранее предвидеть многие косвенные эф-
фекты решений государственной власти, использовать политические инструменты с большей уве-
ренностью в результатах, свести к минимуму политические риски.

ПРиложение
МатеМатиЧеСКая заПиСь PF+PE-МОдели РеГиОнальных 

РынКОВ СельСКОхОзяйСтВеннОй ПРОдУКции РОССии

система ограничений стохастической двухэтапной модели  
территориально-отраслевой структуры сельского хозяйства России9

Множества: I —  ресурсы; I I3 ⊂  —  ресурсы, дифференцированные по природно-сельскохозяй-
ственным зонам; I I Ip0 3⊂ \  —  ресурсы, пополняемые продукцией p (синглетон или пустое мно-
жество); I I I1 3⊂ \  —  ресурсы, допускающие пополнение в форме займов; I I I2 3⊂ \  —  воспроиз-

9 Эта система ограничений замещает условие (2) системы (2), (5)–(7).
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водимые ресурсы I I p
p P

2 0=( )∈


;  P —  виды продукции; P P1 ⊂  —  виды условно-транспортабельной 

продукции10; R  —  регионы; R Rp0 ⊂   —  регионы, через которые возможен экспорт или импорт 
условно-транспортабельной продукции p; R R1 ⊂  —  регионы, производящие сельхозпродукцию; 
R Rr2 ⊂  —  регионы, не имеющие транспортной связи с регионом r; S —  производственные про-
цессы; S Sr0 ⊂  —  производственные процессы, фактически реализуемые в регионе r (синглетон); 
Z —  природно-сельскохозяйственные зоны; Y —  исходы случайных условий.

Оператор #X вычисляет число элементов множества X.
Переменные: krs  —  интенсивность производственных процессов (доли к фактической интен-

сивности); qrpy  —  продажи продукции (тыс. т или млн руб.); xrpy  и  mrpy  —  экспорт и импорт про-
дукции (тыс. т); liry   —  размеры займов (млн руб.); uiry   —  объем пополнения воспроизводимых 
ресурсов (тыс. т); eprry  —  объемы ввоза в регион r из региона r  (тыс. т); vrpy  —  цена продукции 
(тыс. руб./т, руб./руб.); � �v vpy py,  —  пограничные цены импорта и экспорта (тыс. руб./т); w1 —  мар-
жинальный доход (млн руб.).

Параметры: a aizsy isy,  —  затраты ресурса i согласно фактическим данным региона s при исходе 
случайных условий y (тыс. т, млн руб., тыс. га, тыс. голов); c cizry iry,  —  наличие ресурса (тыс. т, млн 
руб., тыс. га); bpsy  —  выпуск продукции согласно фактическим данным региона s при исходе слу-
чайных условий y (тыс. т, млн руб.); dpr  —  потребность в продукции (тыс. т); wrs  —  альтернативные 
издержки производства (млн руб.); frr  —  расстояние между регионами (км); gry  —  цена перевозки 
(тыс. руб./т/км); δ  —  безразмерный параметр, определяющий область доверия (Thompson et al., 
1990); ιiy  —  процент по кредитам (доли).

Баланс ресурсов (тыс. т, тыс. га, млн руб., тыс. голов):

 a k c i I z Z r R y Yizsy rs
s S

izry
∈
∑ ≤ ∈ ∈ ∈ ∈3 1, , , ;

 a k c l u i I I r R y Yisy rs
s S

iry iry iry
∈
∑ ≤ + + ∈ ∈ ∈, \ , , ;3 1

 l i I I u i I Iiry iry= ∈ = ∈0 01 2, \ ; , \ .

Баланс продукции (тыс. т, млн руб.):
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Удовлетворение потребности (тыс. т): q d r R p P y Yrpy pr≥ ∈ ∈ ∈, , , .1

насыщение рынка (тыс. т): q d r R p P y Yrpy pr≤ +( ) ∈ ∈ ∈1 1δ , , , .
Маржинальный доход (млн руб.):
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10 Предполагается, что условно-транспортабельная продукция реализуется в регионах потребления, в связи с чем модель 
формирует план перевозки такой продукции. Остальная продукция реализуется в регионах производства, в том числе 
перекупщикам для поставки в другие регионы или на экспорт. Планы ее перевозки не составляются, обеспеченность ре-
гионов ею в модели не контролируется.
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Ограничение, определяющее область доверия (Thompson et al., 1990):

 k r R s S k r R s S Srs r rs r≥ − ∈ ∈ ≤ ≤ ∈ ∈1 01 0 1 0δ δ, , ; , , \ .

Условия неотрицательности переменных:
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0 0
0

1 1

1 2
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система ограничений задачи, двойственной к модели  
территориально-отраслевой структуры сельского хозяйства11

Переменные: λ λizry iry,  —  теневые цены ресурсов; pryµ  —  теневые цены продукции; ,pry pryµ µ 

  —  
теневые цены условий удовлетворения потребности и насыщения рынка; ξrs  —  теневые цены огра-
ничений, определяющих область доверия (все теневые цены измеряются в тыс. руб. на единицу со-
ответствующего им ограничения); w2 —  альтернативная стоимость ресурсов (млн руб.). Остальные 
используемые обозначения введены в предыдущем пункте.

Условие оптимальности для производственных процессов (млн руб.):

 a a b aizsy izry
z Zi I

isy iry
i I I

psy pry
p P
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Условие оптимальности для объемов продаж (тыс. руб./т или руб./руб.):

 − + + ≥ ∈ ∈ ∈ = = ∈µ µ µ µ µpry pry pry rpy pry pryv Y p P r R y Y p P P� � � �/ # , , , ; , \0 1,, , .r R y Y∈ ∈

Условие оптимальности для объемов экспорта (тыс. руб./т):

 − ≥ ∈ ∈ ∈µ pry py pv Y p P r R y Y / # , , , .1 0

Условие оптимальности для объемов импорта (тыс. руб./т):

 µ pry py pv Y p P r R y Y≥ − ∈ ∈ ∈ / # , , , .1 0

Условие оптимальности для объемов перевозок продукции (тыс. руб./т):

 − + ≥ ∈ ∈ ∈ ∈µ µpry pry ry rrg f Y p P r R r R y Y
 

/ # , , , , .1 1

Условие оптимальности для объемов займов (руб./руб.):

 λ ιiry iy Y i I r R y Y≤ ∈ ∈ ∈/ # , , , .1 1

Условие оптимальности для пополнения воспроизводимых ресурсов (тыс. руб./т):
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альтернативная стоимость ресурсов (млн руб.):
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домены переменных двойственной задачи:
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11 Эта система ограничений замещает условие (5) системы (2), (5)–(7).
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определение равновесных цен через функции спроса и условия равновесия12

Параметры: qrpy  —  объем продаж продукции на региональном рынке (тыс. т, млн руб.), при ко-
тором цены равны vrpy ; ωpp  —  эластичность или кросс-эластичность спроса по цене; xrpy  —  объ-
ем экспорта (тыс. т), при котором экспортная цена равна ��vpy ;  mrpy  —  объем импорта (тыс. т), при 
котором цена импорта равна ��vpy ;  � �ωpp  и  � �ωpp  —  эластичности (кросс-эластичности) цен экспорта 
и импорта по соответствующим объемам в окрестности объемов xrpy  и  mrpy ;  ε  —  малое значение, 
предупреждающее вычислительную ошибку при qrpy → 0.

Условия равновесия на региональных рынках при спросе, задаваемом степенной функцией,  
ln (тыс. т):

 ln ln ln ln ,q q v v rrpy rpy pp rpy rpy
p P

+( ) − +( ) = +( ) − +( )( )
∈
∑ε ε ω ε ε







∈∈ ∈ ∈R p P y Y, , .

Расчет равновесной цены экспорта (тыс. руб./т)13:
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Расчет равновесной цены импорта (тыс. руб./т):
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Целевая функция: минимум разности целевых функций прямой и двойственной задач модели 
территориально-отраслевой структуры сельского хозяйства w w2 1− →min.

В соответствии с выражением (6) в искомом равновесии данное выражение должно быть равно 
нулю. для вычислительного удобства условие (6) заменено вышеприведенной целевой функцией. 
Полученная задача равносильна исходной, поскольку в пределах множеств допустимых решений 
задач (2) и (5) имеет место ps c a− ≤λ δ 0.
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A computable mathematical model of partial equilibrium is developed, which supply functions are de-
rived at the run-time from the data that define suppliers’ production frontiers in a non-parametric form. 
Unlike the common computable partial equilibrium models, the proposed model avoids sophisticated es-
timations of supply function parameters, achieves better credibility of the model outcome. Such a model 



116 СВетлОВ

Экономика и математические методы    том 55    № 4    2019

allows a researcher to study the response of markets to the varying amount of resources as well as the 
production technologies and climate conditions, avoiding assumptions (which are difficult to test) on 
how such factors affect the supply functions. For the purpose of ensuring acceptable computational prop-
erties of the model, the non-parametric production frontier is represented by simultaneous inequations 
derived from the duality theory, instead of the common representation as a linear program. Furthermore, 
the paper presents the application of the developed model to the analysis of price change in the cattle 
and poultry, milk and grain markets in Federal subjects of the Russian Federation (within 2013) in the 
scenario that partially activates the current reserves for improving territorial and industrial structure of 
the Russian agriculture. The model specification considers transport links between the Federal subjects, 
natural agricultural zones and uncertainty.
Keywords: computable model, partial equilibrium, policy analysis, duality theory, non-parametric pro-
duction frontier, markets of agricultural products.
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