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ВВЕДЕНИЕ

Опцион – это один из наиболее популярных инструментов биржевой и внебиржевой торгов-
ли (Hull, 2009). Под опционом (стандартный опцион, vanilla option) понимают контракт, в со-
ответствии с которым покупатель приобретает право, а продавец берет на себя обязательство 
купить (продать) актив по цене, указанной в контракте, или осуществить денежную выплату 
в фиксированной сумме в будущем, а именно в момент времени: а) закрепленный условиями 
опциона (европейский опцион); б) выбранный покупателем в течение срока, предусмотренного 
опционом (американский опцион) (Hull, 2009; Фельмер, Шид, 2008; Ширяев, 1998). За это пра-
во покупатель выплачивает продавцу премию – справедливую стоимость опциона (см., например, 
(Ширяев, 1998)). Под исполнением опциона обычно понимают операцию обмена активами или 
выплату денежных средств, когда покупатель использует свое право по опциону.

Наравне со стандартными опционами на рынках торгуются также опционы, условия ис-
полнения которых отличаются от стандартных. Их называют экзотическими опционами (exotic 
option) (Hull, 2009). Среди многообразия экзотических опционов выделяется класс контрактов, 
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Аннотация. Рассматривается неполный рынок с дискретным временем без транзакционных из-
держек, состоящий из одного рискового и одного безрискового активов. Предполагается, что 
доходность рискового актива на каждом шаге принимает одно из трех значений. Таким обра-
зом, предусмотрены возможности роста и снижения цены рискового актива, а также времен-
ной остановки на уровне предыдущего значения. На этом рынке обращается экзотический оп-
цион из класса контрактов, обязанность и момент исполнения которых зависят от некоторого 
случайного события (например, цена рискового актива достигает некоторого заданного уров-
ня). Для расчета такого опциона на описанном неполном рынке применен минимаксный под-
ход, отражающий точку зрения продавца опциона и состоящий в следующем. Считается, что 
функция риска продавца экспоненциальная и зависит от полученной продавцом премии и от 
дефицита капитала его портфеля в момент исполнения контракта. Распределение цен риско-
вого актива участникам рынка неизвестно. Продавец разумен в следующем смысле. Он пред-
полагает, что на рынке действует наихудшее для него распределение (максимизирует ожидае-
мое значение его риска), и в сложившейся ситуации стремится минимизировать это значение, 
управляя портфелем активов. Для описанной модели рынка впервые выведено рекуррентное 
соотношение, описывающее эволюцию минимаксного значения ожидаемого риска продавца. 
Для максимального значения ожидаемого риска продавца найден минимизирующий его само-
финансируемый портфель (оптимальный портфель продавца). Доказано, что портфель с потре-
блением, соответствующий оптимальному портфелю продавца, является суперхеджирующим 
относительно любой дискретной вероятностной меры, а его капитал не превосходит капита-
ла любого другого суперхеджирующего портфеля. Таким образом, полученное решение невоз-
можно улучшить, выбирая другие функции риска. На основании полученных результатов вы-
ведены формулы для суперхеджирующих портфелей бинарного и барьерного опционов.
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обязанность и момент исполнения которых зависят от некоторого случайного события, тако-
го как достижение ценой рискового актива некоторого заданного уровня или выход за преде-
лы установленного коридора. Например, к таким опционам относятся так называемые бинарные 
(binary, или bet, или didgital) и барьерные (barrier) опционы.

Рынок – это набор конечного числа рисковых и безрисковых активов (Ширяев, 1998). Безри-
сковыми называют активы, эволюция доходности которых может быть описана предсказуемой2 
случайной последовательностью или, в наиболее простом случае, детерминированной число-
вой последовательностью. Так, безрисковым активом является банковский счет с фиксирован-
ной процентной ставкой. В отличие от безрисковых активов эволюция доходности рискового ак-
тива может быть задана только согласованной3 случайной последовательностью (Ширяев, 1998). 
Примером рисковых активов служат активы, обращающиеся на биржах, в частности акции ком-
паний. Рынок полностью определяется распределением цен рисковых активов. Однако это рас-
пределение обычно неизвестно участникам.

На полученную при продаже опциона премию продавец формирует набор активов, назы-
ваемый портфелем. Стоимость портфеля называют его капиталом. Рынок считают арбитраж-
ным, если при нулевых начальных вложениях на нем найдется такой портфель, капитал кото-
рого в момент исполнения опциона положителен с положительной вероятностью. В противном 
случае рынок называют безарбитражным (Ширяев, 1998). Известно, что рынок является безар-
битражным тогда и только тогда, когда на нем найдется такое распределение цен рисковых ак-
тивов (мартингальное распределение), относительно которого цены в среднем не меняются.

Расчет опционов, обращающихся на безарбитражном рынке, как правило, состоит в нахож-
дении премии и самофинансируемого портфеля с потреблением (Ширяев, 1998) таких, что ка-
питал портфеля продавца в момент исполнения опциона не меньше (равен) стоимости его обя-
зательств по контракту. Такой портфель называют хеджирующим (совершенным хеджирующим). 
Рынок, на котором для любого финансового инструмента, величина выплаты по которому зави-
сит от цен рисковых активов (но при этом ограничена), существует совершенный хеджирующий 
портфель, называют полным. Известно, что рынок полон тогда и только тогда, когда на нем име-
ется только одна мартингальная мера (Ширяев, 1998; Фельмер, Шид, 2008). Поэтому на полном 
рынке расчет опциона осуществляют относительно этой меры. В литературе имеются приме-
ры расчета экзотических опционов на полных рынках. Так, для рынка Блека–Шоулза (полный 
рынок с непрерывным временем) известны формулы расчета бинарного и барьерного опционов 
(Hull, 2009), европейского опциона с ограничением выплаты сверху и снизу, а также барьерного 
опциона с ограничением на выплату снизу (Демин, Андреева, 2011). В случае дискретного вре-
мени и полного рынка, на котором цена рискового актива описывается геометрическим случай-
ным блужданием, в (Фельмер, Шид, 2008) выведены формулы для расчета барьерного опциона. 
Получить явные формулы для расчета экзотических опционов удается очень редко, даже если 
известна вероятностная мера, задающая рынок. Чаще в этом случае для расчета экзотических 
опционов применяют численные методы (Carr, Nadtochiy, 2011; Kudryavtsev, Levendorskii, 2009).

Как правило, рынки являются неполными. Например, неполным будет рынок, на котором до-
ходность рискового актива на каждом шаге принимает не менее трех значений. На неполном рынке 
возникает проблема выбора меры, относительно которой следует производить расчет опциона. В на-
стоящее время существуют два подхода к ее разрешению. Первый – это построение суперхеджирую-
щего портфеля экзотического опциона, который состоит из рисковых и безрисковых активов, а так-
же, у ряда авторов, из стандартных опционов и капитал которого позволяет исполнить обязательство 
по экзотическому опциону относительно любой вероятностной меры из множества эквивалентных 
мартингальных (Ширяев, 1998; Фельмер, Шид, 2008; Acciaio, Beiglbock, Penkner, Schachermayer, 2016). 
В работах (Ширяев, 1998; Фельмер, Шид, 2008) приведено доказательство существования суперхед-
жирующего портфеля с потреблением, основанное на равномерном разложении Дуба. Однако этот 
подход не дает конструктивного способа построения суперхеджирующего портфеля.

2  Иными словами, располагая всей информацией, имеющейся на рынке на момент времени n – 1 включительно, лю-
бой участник рынка может точно определить цену безрискового актива в момент времени n.

3  Это означает, что цена рискового актива в момент времени n становится известна участникам рынка только в этот 
момент времени, ее невозможно достоверно предсказать заранее.
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Второй подход состоит в выборе меры, максимизирующей ожидаемую выплату по опци-
ону и/или полезность продавца, как правило, по множеству эквивалентных мартингальных 
мер и в статической постановке (Гущин, 2013; Schachermayer, 2012; Beiglbock, Henry-Labordere, 
Penkner, 2013; Fahim, Huang, 2016). Показано, что эта задача является двойственной к задаче су-
перхеджирования, и получены условия существования решения обеих задач, которые оказалось 
трудно проверить.

В этой статье будет исследован рынок, состоящий из одного рискового и одного безрисково-
го активов. Предполагается, что эволюция доходности рискового актива описывается случайной 
последовательностью, которая похожа на геометрическое случайное блуждание с той лишь раз-
ницей, что элементы порождающей ее последовательности принимают три значения с положи-
тельной вероятностью. В рамках этой модели учитывается не только возможность роста и паде-
ния цены рискового актива, но и тот факт, что в некоторые моменты времени цены на рынке не 
меняются. Данный рынок является неполным (Ширяев, 1998). Рассмотрение такого рынка обу-
словлено тем, что на нем могут быть наглядно описаны все сложности, связанные с теорией рас-
чета экзотических опционов на неполном рынке.

Для расчета экзотических опционов был применен минимаксный подход, впервые изложен-
ный в работе (Хаметов, Шелемех, 2015) для расчета американских опционов на неполных рын-
ках. Этот подход состоит в следующем. Предполагается, что функция риска продавца экспонен-
циальная и зависит от полученной продавцом премии, а также от разности между капиталом 
его портфеля и величиной причитающейся покупателю выплаты в момент исполнения опцио-
на (дефицит капитала портфеля продавца). Поскольку продавцу неизвестно распределение цен 
рискового актива на рынке, он предполагает, что это распределение максимизирует его ожидае-
мый риск. Продавец, управляя портфелем активов, стремится минимизировать свой ожидаемый 
риск. В этой статье на основании изложенного подхода получены новые формулы для портфеля, 
которому соответствует минимаксное значение ожидаемого риска продавца экзотического оп-
циона на неполном рынке, и доказано, что построенный портфель является также суперхеджи-
рующим относительно любой дискретной вероятностной меры.

Выбор экспоненциальной функции риска, с одной стороны, связан с ее мультипликативным 
свойством, которое позволило применить для решения рассматриваемой задачи стохастический 
вариант метода динамического программирования и существенно упростить вид полученных 
соотношений. С другой стороны, полученное решение задачи расчета экзотического опциона 
является наилучшим в том смысле, что капитал соответствующего суперхеджирующего порт-
феля минимален (не превосходит капитала любого другого суперхеджирующиего портфеля от-
носительно любой дискретной вероятностной меры).

Структура статьи следующая. Описание рынка и постановка задачи нахождения минимакс-
ного риска продавца приведены в разд. 1–2. В разд. 3 выведено рекуррентное соотношение белл-
мановского типа, описывающее эволюцию минимаксного значения ожидаемого риска продавца 
в обратном времени; получены формулы для самофинансируемого портфеля продавца, соответ-
ствующего минимаксному значению ожидаемого риска; показано, что этот портфель является 
совершенным суперхеджирующим, а его капитал не превосходит капитала любого другого су-
перхеджирующего портфеля. В разд. 4 приведены расчеты, реализующие минимаксный подход 
для бинарного и барьерного опционов на рассматриваемом неполном рынке. Доказательства 
всех утверждений содержатся в Приложении.

1. ОПИСАНИЕ РЫНКА

Пусть на стохастическом базисе Ω, ,( ) ,F Fn n≥( )0 P  задана одномерная согласованная случайная 
последовательность Sn n

{ } ≥0
, удовлетворяющая рекуррентному соотношению

 S0 1= , S Sn n
n= −1λ

ε , n ≥1 , (1)

где λ >1  – шаг решетки (фиксирован); εn n
{ } ≥1

 – последовательность независимых в совокуп-
ности, одинаково распределенных случайных величин, принимающих значения из множества 
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−{ }1 0 1, ,  с вероятностями p p p1 2 3 0, , > , соответственно, ∑ =
=

p 1.i
i 1

3

 Пусть последовательность 

Sn n
{ } ≥0

 описывает эволюцию цены рискового актива. Очевидно, что случайная величина 

( )λεn −1  принимает значения из множества − −( ) −{ }λ λ λ1 0 1/ , ,  и имеет экономический смысл 
доходности рискового актива в момент времени n. Без ограничения общности можно считать, что 
F S Sn n n= { }= { }σ ε ε σ1 1,..., ,..., , n ≥1 .

Пусть на Ω, ,( )F Fn n≥( )0  заданы дискретные меры Q такие, что для любого n ≥1 :

q Q n1 1 0= =−( )≥ε , q Q n2 0 0= =( )≥ε ,  q Q n3 1 0= =( )≥ε  ( qi
i=
∑ =

1

3

1 ).

Множество дискретных мер Q, относительно которых элементы последовательности εn n
{ } ≥1

 
независимы в совокупности, обозначим через R. Очевидно, что R непусто и компактно (Бил-
лингсли, 1977).

Легко убедиться, что в рассматриваемом случае мартингальных мер бесконечно много. Их мно-
жество может быть описано соотношением { }∈ = λ = − + λ ≤ ≤Q R : q q q q q, 1 (1 ), 0 11 3 2 3 3 .

Пусть также имеется один безрисковый актив, стоимость которого в любой момент времени 
равна 1. Набор, состоящий из безрискового и рискового активов, называют {1, S}-рынком. Оче-
видно, что описанный {1, S}-рынок является безарбитражным и неполным (Ширяев, 1998).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РАСЧЕТА ЭКЗОТИЧЕСКОГО ОПЦИОНА  
НА НЕПОЛНОМ {1, S}-РЫНКЕ

Для удобства изложения материала приведем некоторые сведения из теории опционов (Ши-
ряев, 1998). Пусть β β= { } ≥n n 0

 и  γ γ= { } ≥n n 0
 такие, что β γ0 0, ∈R 1  и для любого n ≥1 : βn  и  γn  – 

Fn−1 -измеримые случайные величины, а R1 – множество действительных чисел. Элементы этих 
последовательностей имеют смысл, соответственно, количества безрискового и рискового акти-
вов в момент времени n. Отметим, что βn  и  γn  могут принимать не только положительные, но 
и отрицательные значения. Последнее означает, что соответствующее количество безрискового 
или рискового актива взято в долг. Обозначим через D – множество, состоящее из всех γ ; D n

k  – 
множество с элементами γ γ γn

k
n k= ( ,..., ) , 0 ≤ ≤n k .

Для портфеля π β γ= { },  в момент времени n ≥ 0  его капитал будет X Sn n n n
π β γ= + , а началь-

ный капитал портфеля продавца опциона X 0
π  равен премии, полученной продавцом от покупа-

теля (т. е. справедливой стоимости опциона).
Портфель π называют самофинансируемым, если для любого n ≥1  справедливо равенство4

 ∆ ∆β γn n nS=− −1.  (2)

Далее мы будем использовать только самофинансируемые портфели. Последнее означа-
ет, что на данном рынке отсутствуют транзакционные издержки и продавец не получает ин-
вестиций. Из (2) вытекает, что для любого n ≥1  капитал портфеля π допускает представление 

∑= + γ ∆π

=

X X S .n i
i

n

i0
1

Нам потребуются следующие обозначения: 1) N – горизонт; 2) Tn
N +1  – множество момен-

тов остановки τ относительно фильтрации Fn n
( ) ≥0

, принимающих значения в  множестве 
n N, ..., +{ }1 . При n ≤ τ  момент остановки τ имеет смысл момента наступления случайного со-

бытия, обуславливающего осуществление выплаты по экзотическому опциону. Для удобства из-
ложения в рассмотрение введен также дополнительный момент времени N + 1. Если случай-
ное событие, обуславливающее выплату по экзотическому опциону, не произошло до момента 

4 Везде ниже будем обозначать ∆Yn = Yn – Yn-1, где Yn – любая случайная величина.
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N включительно, то по соглашению τ = +N 1.  Например, τ λ= + ∧ ≥ ≥{ }( ) min :N n Sn
m1 0  или 

{ }τ = + ∧ ≥ ≤ λN n S( 1) min 0 : ,n
m  где m – целое число. Для вспомогательного момента времени 

N+1 примем =+S S ,N N1  β = β+ ,N N1  γ = γ+ .N N1  Соответственно, =+
π πX X .N N1

Пусть f n n N
{ } ≤ ≤0

 – согласованная последовательность неотрицательных случайных величин. 
Для любого n N∈{ }0,...,  случайная величина fn имеет смысл величины выплаты по опциону 
в соответствии с условиями контракта в случае, если τ = n. Если случайное событие не насту-
пило до момента времени N включительно, опцион прекращает свое действие, но выплата по 
нему не осуществляется. Поэтому примем ≡+f 0.N 1  В этих обозначениях экзотический опци-
он – это пара τ τf( , ).

Разность X fτ τ−  назовем дефицитом капитала портфеля продавца экзотического оп-
циона. Пусть функция риска продавца экспоненциальная, зависит от полученной продав-
цом премии и  дефицита капитала его портфеля, т. е. имеет вид exp ( )X X f0 − −{ }τ τ . Число 
I E X X fQ Q

0 0
γ

τ τ
, exp ( )= − −{ }  назовем ожидаемым риском продавца относительно меры ∈Q R.

Предполагается, что явный вид распределения вероятностей, соответствующего описыва-
ющей рынок мере ∈Q R, участникам рынка неизвестен. В соответствии с контрактом прода-
вец обязан достоверно исполнить опцион. Поэтому разумный продавец считает, что на рын-
ке действует такое распределение вероятностей из множества R, которое максимизирует его 
ожидаемый риск. Разумный продавец выбирает такой самофинансируемый портфель (воз-
можно, с потреблением), который минимизирует максимальное значение ожидаемого риска. 
Таким образом, мы пришли к задаче нахождения минимаксного значения ожидаемого ри-
ска продавца:

 →γ

γ∈ ∈
I inf sup.Q

D Q R
0

,  (3)

Как и в теории игр (Петросян, 1998), величину =
γ∈ ∈

γV Iinf sup
D Q R

Q
0 0

,  назовем верхним гарантирован-

ным значением ожидаемого риска продавца. Она имеет смысл минимаксного значения ожидаемо-
го риска продавца.

3. ОПТИМАЛЬНЫЙ ПОРТФЕЛЬ ПРОДАВЦА

В этом разделе определим оптимальный портфель продавца экзотического опциона и уста-
новим его вид, а также некоторые важные свойства.

Определение 1. Самофинансируемый портфель π β γ* * *,= { }  такой, что =
∈

γI Vsup ,
Q R

Q
0

*,
0  назовем 

оптимальным портфелем продавца экзотического опциона на неполном {1, S}-рынке, а предска-
зуемую последовательность γ* – оптимальной стратегией продавца.

Оптимальный портфель продавца будем искать следующим образом. Сначала выведем ре-
куррентное соотношение, описывающее эволюцию верхнего гарантированного значения в об-
ратном времени. Затем, основываясь на этом рекуррентном соотношении, получим формулы 
для оптимального портфеля продавца.

Нам понадобятся дополнительные обозначения. Fn-измеримую случайную величину 
I S S E X X f Fn

Q
n n

Q
n n

γ
τ τ τ

,
{ }, ..., exp ( ) |1 1( )= − −{ }( )≥  назовем ожидаемым риском продавца5 относитель-

но меры ∈Q R  в момент времени { }∈ +n N1,..., 1 .
Для любого { }∈ +n N1,..., 1  определим Fn-измеримую случайную величину ( ) ( )=

γ∈ ∈

γ

+
+

V S S I S S, ..., inf sup ,..., ,n n
D Q R

n
Q

n1
,

1
n
N

1
1

( ) ( )=
γ∈ ∈

γ

+
+

V S S I S S, ..., inf sup ,..., ,n n
D Q R

n
Q

n1
,

1
n
N

1
1

 которую назовем верхним гарантированным значением ожидаемого риска 

продавца в момент времени n. Из определения следует, что { }= +{ }τ= τ>V f1 exp 1N N N N{ } , а VN + =1 1 .
Обозначим также: Θ = = ≥ + + ={ }q q q q q q q q q q( , , ) : , , ,1 2 3 1 2 3 1 2 30 1 , S S Sn

n1 1= ( , , )… .

5  В определении ожидаемого риска продавца через 1{τ=n} обозначен индикатор события {τ = n}, т. е. случайная величи-
на, которая принимает значение «1», если событие произошло, и «0» в обратном случае.
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Теорема 1. Случайная последовательность V n n N
{ } ≤ ≤ +0 1

 удовлетворяет рекуррентному 
соотношению

 

{

}

( ) ( )

( ) ( )

{ }

{ }

{ }

{ }

= + λ γ λ− λ +

+ + λ −γ λ −

= + =

{ } { }

{ }

τ= τ>
γ ∈ ∈Θ

+
−

+

+ + +

τ= τ> +

+ +

V S f q V S S S

q V S S q V S S S

V f V

1 exp 1 inf max , exp ( 1) /

, , exp ( 1) ;

1 exp 1 , 1.

n
n

n n n
D q

n
n

n n n

n
n

n n
n

n n n

N N N N N

1 1 1 1
1

1

2 1 1 3 1 1 1

{ } 1

n n1 1

 (4) 6

Приведем формулы для оптимального портфеля продавца. Обозначим

 

{

}

( ) ( )

( )

{ }

{ }

Φ = λ γ λ− λ + +

+ λ −γ λ−

γ

∈Θ
+

−
+

+

S q V S S S q V S S

q V S S S

( ) max , exp ( 1) / ,

, exp ( 1) ,

n
n

q
n

n
n n n

n
n

n
n

n n

1 1 1 1
1

2 1 1

3 1 1  (5)

где γ ∈R 1  – любое число, n N∈{ }0,..., .

Теорема 2. На {1, S}-рынке, заданном (1), существует оптимальный самофинансируемый порт-
фель продавца экзотического опциона π β γ* * *,= { }  такой, что:

1) для любого n N∈{ }1,...,  оптимальная стратегия продавца γn
*  при условии, что τ ≥ n,  имеет вид:

 S

V S S

V S S
если для любого S V S S

если существует S V S S

1
ln

,

,
, : ( ) , ;

(1 ) , : ( ) , ,

n n

n
n

n

n
n

n

n
n

n
n

n

n n n
n

n
n

n

* 2
1

1
1

1

1
1

1
1 1 1

1
1

1
1

1,
*

2,
*

1 1
1

1
1

1� �

( )
( )

( ) ( )

( )
γ =

λ
λ −

λ

λ












γ Φ >

αγ + −α γ γ Φ =











−

−
−

−
−

− −
γ − −

−

−
γ − −

−

 (6)

где α ∈( )0 1, ,

 ( )
( )( )

γ =
λ

λ− λ











−

−
−

−
−

−S

V S S

V S S1
ln

,

,
,n

n

n
n

n

n
n

n

1,
*

1

1
1

1

1
1

1
1

 
( )
( )( )

γ =
λ−

λ









−

−
−

−
−S

V S S

V S S

1

1
ln

,

,
n

n

n
n

n

n
n

n

2,
*

1

1
1

1

1
1

1

 (7)

последовательность lnV n n N
{ } ≤ ≤0

 удовлетворяет соотношению:

 
V S f V S S

V S S V S S V f V

ln 1 1 max ln , ;

1
ln ,

1

1
ln , ; ln 1 ; ln 0;

n
n

n n n n
n

n

n
n

n n
n

n N N N N

1 1 1

1 1
1

1 1 1}
{( ) ( )

( ) ( )

= +

λ
+ λ

λ +
+ λ

λ = =

{ } { }

{ }

τ= τ> +

+
−

+ τ= +

 (8)

2) элементы последовательности βn n N

*{ }
≤ ≤1

 могут быть найдены из условия самофинансируемости (2).

Замечание 1. В утверждении теоремы 2 без ограничения общности можно считать, что γ0 0* ,=  
β0 0

* ln .=  V

Замечание 2. Пусть выполнены условия теоремы 2 и  α λ= +( )1 1/ . Тогда стратегия

 
S

V S S

V S S1

1

1 1
ln

,

,
n n n

n

n
n

n

n
n

n

*
1,
*

2,
*

2
1

1
1

1

1
1

1
1( )

( )
( )

γ =
λ
+ λ

γ +
+ λ

γ =
λ

λ −

λ

λ











−

−
−

−
−

−  (9)

будет оптимальной для любых Sn
1

1− .

Замечание 3. Согласно (Ширяев, 1998) неполный рынок является безарбитражным. Если ры-
нок арбитражный (например, для любой меры ∈Q R  выполняется q1 0=  или q3 0= ), то из дока-
зательства теоремы 2 следует, что оптимальной будет стратегия γ ≡ 0 .

Замечание 4. Из (8) следует, что для любого n N∈{ }0,...,  справедливо неравенство 
ln ln ,V S V S Sn

n
n

n
n1 1 1( )≥ ( )+ .

6 Рекуррентное соотношение (4) выведено впервые и не следует из результатов других работ.
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Покажем, что оптимальный портфель продавца, описанный в теореме 2, является одновре-
менно совершенным суперхеджирующим. Пусть C n n N

{ } ≤ ≤ +0 1
, C0 = 0 – неубывающая согласо-

ванная последовательность, элементы которой Cn имеют экономический смысл накопленного 
на момент времени n потребления. Пару {π,C} называют портфелем с потреблением. Для любого 
n N∈ +{ ,..., }0 1  капитал портфеля с потреблением {π,C} определяется как разность: = −π πX X C .n

C
n n

,  

Капитал портфеля с потреблением X n
Cπ,  допускает представление ∑= + γ ∆ −π

=

X X S C .n
C

i
i

n

i n
,

0
1

Определение 2. Самофинансируемый портфель с потреблением π* *,C{ }  будем называть 
суперхеджирующим портфелем экзотического опциона, если для любой ∈Q R  выполняется 

( )≥ =τ
π

τQ X f 1С,* *

 и совершенным суперхеджирующим – если ( )= =τ
π

τQ X f 1.С,* *

Теорема 3. Пусть экзотический опцион задан парой (τ, fτ) и π* – оптимальный портфель продавца 
такого экзотического опциона в смысле определения 1. Тогда портфель с потреблением π* *,C{ } , где

 ( )∆ = γ ∆ −∆ =C S V S Cln , 0,n n n n
n* *

1 0
*  (10)

является совершенным суперхеджирующим портфелем экзотического опциона, причем его капитал 
1 1 1{ }

,
{ }

* *

lnn n
C

n n
nX V S≤ ≤= ( )τ

π
τ  , где ln  V n n N

{ } ≤ ≤ +0 1
 удовлетворяет (8).

Определение 3. Совершенный суперхеджирующий портфель с потреблением π* *,C{ }  на-
зовем минимальным совершенным суперхеджирующим, если для любого n N∈{ }0,...,  и  любо-
го другого суперхеджирующего портфеля с  потреблением � �π,C{ }  справедливо неравенство 

≤≤τ
π

≤τ
πX X1 1 .n n

C
n n

С
{ }

,
{ }

,* * � �

Теорема 4. Совершенный суперхеджирующий портфель π* *,C{ } , определенный в теореме 3, яв-
ляется минимальным.

Замечание 5. Из утверждений теорем 2–4 вытекает, что на рассматриваемом неполном 
{1, S}-рынке для любого экзотического опциона всегда существует оптимальный портфель про-
давца, который также будет совершенным суперхеджирующим портфелем с минимальным 
капиталом.

Замечание 6. Формулы для расчета экзотического опциона на неполном {1, S}-рынке, приве-
денные в теоремах 2–3, получены впервые.

Замечание 7. Полный рынок – это частный случай рассматриваемого {1, S}-рынка, и для него 
справедливы утверждения теорем 1–4. Легко проверить, что при этом на полном {1, S}-рынке для 
любого экзотического опциона ( , )τ τf  и  n ∈{ }1,...,τ :

а) количество рискового актива в суперхеджирующем портфеле определяется (9);
б) потребление C n

* = 0 .
Отсюда следуют известные формулы для суперхеджирующего портфеля европейского опци-

она на полном {1, S}-рынке (Фельмер, Шид, 2008).

4. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА ЭКЗОТИЧЕСКИХ ОПЦИОНОВ НА НЕПОЛНОМ {1, S}-РЫНКЕ

Из теорем 1–3 следует, что для данного неполного {1, S}-рынка построение решения задачи 
расчета экзотического опциона сводится к решению рекуррентного соотношения (8). В этом раз-
деле мы найдем решения (8) для бинарного и барьерного опционов.

4.1. Бинарный опцион – это контракт на получение от продавца одной денежной единицы 
в момент, когда цена рискового актива превысила некоторую заданную величину, если это со-
бытие произошло до момента времени N включительно. Отметим, что бинарный опцион явля-
ется одним из основных инструментов на рынке Forex, торгуется на Американской (Нью-Йорк) 
и Чикагской фондовых биржах.

Пусть случайное событие состоит в том, что стоимость рискового актива превысит фиксиро-
ванное значение λm  (m>0), т. е. τ λ= + ∧ ≥ ≥{ }( ) min :N n Sn

m1 0 .
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Пару ( , ){ }τ τ1 ≤N  называют бинарным опционом первого касания с верхним барьером (Hull, 2009).
Обозначим:
1) ( ){ }( )+ − −{ } { } { }= τ= τ>

γ ∈ ∈
τ τ≤

+
+

+
+

V E X X F1 1 inf sup exp 1 | ;n
d

n n
D Q R

Q
n N n

n
N

n
N

1
1

1
1

2) Bi n k p C p pn
i

i

k
i n i( , , ) ( )= −

=

−∑
0

1  – биномиальное распределение от трех аргументов n k p, , , где 

k n∈{ }0,..., .
3) [·] – целая часть действительного числа;

4) ( )( )= − + + λA t N n S t0,5 log ,n  ( )( )= − + + λa t N n S t0,5 log .n

Теоремы 2–3 и следующее утверждение дают формулы расчета бинарного опциона первого 
касания с барьером сверху на рассматриваемом неполном {1, S}-рынке.

Теорема 5. Пусть ( , ){ }τ τ1 ≤N
  – бинарный опцион первого касания с  верхним барьером. Тогда 

∀ ∈ −n N{ ,..., }0 1 :

 
( ) ( )= + − −

λ
+ λ














+ λ − −
λ
+ λ
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d
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d

{ } { }

{ } 1

n
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n
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 (11)7

Замечание 8. Из утверждения теоремы 5 следует, что для любого n N∈{ }1,...,  оптимальная стра-
тегия γ ≥τ=1 0,n n{ }

*  т. е. минимальный суперхеджирующий портфель не предполагает заимствований.
4.2. Барьерный опцион – это комбинация бинарного и стандартного европейского опциона, 

состоящая в следующем: если произошло событие, определенное условиями контракта, то в мо-
мент времени N покупатель получит выплату, равную выплате по стандартному опциону.

Рассмотрим случай, когда f Sn n

k= −( )+
λ  соответствует стандартному опциону колл, 

а  τ λ= + ∧ ≥ ≥( )( ) min :N n Sn
m1 0 , где константы k и m удовлетворяют неравенству 0 < <k m . 

Пару ( , )τ τf  называют барьерным опционом колл Up&In (Hull, 2009).
Обозначим

−λ{ }( )( )( −λ + − −


{ }=

γ ∈ ∈
τ=

+
τ> τ τ≤

+

+
+

+
+

SV E S X X Finf sup 1 ( ) 1 exp 1 .n
b

D Q R

Q
n N

k
n n N N

k
n{ } { }

n
N

n
N

1
1

1
1

Теорема 6. Пусть ( , )τ τf  – барьерный опцион колл Up&In. Тогда ∀ ∈ −n N{ ,..., }0 1 :
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+
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,
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S N n A m N n A m

N n a m k N n a m

S N n a m k N n a m

V S V

ln Bi , ,
1

1
Bi , ,

1

1

1 Bi , ,
1

1
Bi , ,

1

1

Bi , 2 ,
1

1
Bi , ,

1

1

Bi , 2 ,
1

1
Bi , , / (1 ) ,

ln 1 ( ) ln 0.

n
b

Sn
m n

k

Sn
m n

k

m

n
k m

N
b

S N
k

N
b

{ } 1N
m  (12)

Замечание 9. Легко показать, что, как и в случае бинарного опциона, в данном случае мини-
мальный совершенный суперхеджирующий портфель не предполагает заимствований.

Замечание 10. Из утверждения теоремы 6 следует, что формула для капитала суперхеджиру-
ющего портфеля барьерного опциона колл Up&In, приведенная в (Фельмер, Шид, 2008) для слу-
чая полного рынка, оказывается справедливой и для рассматриваемого неполного {1, S}-рынка.

7 Формула (11) для бинарного опциона получена впервые.
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Замечание 11. Дальнейшие перспективы исследований могут быть связаны с рассмотре-
нием более общей модели неполного рынка, а также с включением в модель транзакционных 
издержек.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство теорем 1–5. Для этого нам потребуются вспомогательные утверждения. 
В силу телескопического свойства условного математического ожидания для любого n N∈{ , , }0…  
справедливы равенства

 

( )( )
( )

( )

( )

( )

{ }

{ }

{ } { }

{ }

{ }

= + − − =

= + −∆ − − =

= + −γ ∆

γ
τ= τ> τ τ

τ= τ> + + τ τ +

τ= τ> + + +
γ +

I S f E X X f F

f E E X X X f F F

f E S I S F

1 exp 1 exp ( ) |

1 exp 1 exp ( ) |
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Q
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n n n n

n n n
Q

n n n
Q n

n

,
1 { } { }

{ } { } 1 1 1

{ } { } 1 1 1
,

1
1  (13)

Обозначим через ( )=
γ

∈
γI S I Ssup ( ).n

n
Q R n

Q n
1

,
1

�  Напомним, что {Θ = =q q q q( , , ) :1 2 3  }≥ + + =q q q q q q, , 0, 11 2 3 1 2 3

}≥ + + =q q q q q q, , 0, 11 2 3 1 2 3 .
Лемма 1. Для любого γ ∈ DN N

1 1  случайная последовательность �{ }( )γ

≤ ≤

I S
n

n

n N
1

0

 удовлетворяет ре-
куррентному соотношению:

 

� �

� �

� �

{
}

( ) ( )

( ) ( )
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n
n
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q
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n
n

n

n
n n n n

n
n

N N N N N

1 1 1 1 1

2 1 1 3 1 1 1

1  (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что для любых γ ∈ DN N
1 1  и  ∈n N{0,...., }  справедли-

во неравенство

 � �( ) ( ){ }{ }≥ + −γ ∆






{ } { }

γ
τ= τ>

∈
+ + +

γ +I S f E S I S F1 exp 1 sup exp .
n

n
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Q
n n n

n
n1 1 1 1 1

1  (15)

В силу независимости в совокупности дискретных случайных величин εn n
{ } ≥1

 справедли-
во представление

� ( ) ( ){ }{ } ( )= + γ λ − λ λ


 +{ } { }

γ
τ= τ>

∈Θ
+

∈
+

γ −I S f q S I S S1 exp 1 sup exp 1 / sup ,
n

n
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q
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Q R
n
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n1 1 1 1

,
1

1
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∈
+

γ
+

∈
+

γ
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,
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,
1 1
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γ
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n
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1
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� ( ){ }{ }= + −γ ∆






{ } { }τ= τ> + + +

γ +f E S I S F1 exp 1 exp .n n n
Q

n n n

n
n1 1 1 1

1

Левая часть последнего неравенства не зависит от меры Q, поэтому его можно переписать 
в виде (15). Однако для любых γ ∈ DN N

1 1  и  { }∈n N0,...,  справедливы неравенства
�

�

( )( ) ( )

( )

{ }

{ }

{ }

{ }

≤ + −γ ∆ ≤

≤ + −γ ∆








{ } { }

{ } { }

γ
τ= τ> + + +
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τ= τ>
∈

+ + +

γ +

I S f E S I S F

f E S I S F

1 exp 1 exp |

1 exp 1 sup exp .

n
Q n

n n n
Q

n n n

n
n

n n n
Q R

Q
n n n

n
n

,
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1
1

Правая часть последнего неравенства не зависит от меры Q, поэтому оно справедливо и для 
�γI S( ).

n

n
1  Из (15) и последнего неравенства для любых γ ∈ DN N

1 1  и  { }∈n N0,...,  следует, что
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 � �( ) ( ){ }{ }= + −γ ∆






{ } { }

γ
τ= τ>

∈
+ + +

γ +I S f E S I S F1 exp 1 sup exp .
n

n
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Q
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n
n1 1 1 1 1

1  (16)

С учетом (1) формулу (16) можно переписать в виде (14). Утверждение доказано.
Доказательство теоремы 1. Докажем сначала, что для любого n N∈{ }0,...,  справедливо 

неравенство
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Очевидно, что для любых γ ∈ +D n
N

2  и Sn+1 : � �( ) ( ) ( )≥ =
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 поэтому из 
(14) следует неравенство:
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n n1 1

Правая часть этого неравенства не зависит от γn
N

+1 , поэтому, взяв от обеих его частей ниж-
нюю грань по γn

N
n
ND+ +∈1 1 , получим (17).

Докажем, что для любого n N∈{ }0,...,
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Из определения нижней грани, случайной величины V Sn
n
1( )  и  (14) для любого 

γ γ γ= ∈+ + +( n n
N

n
ND1 2 1, )  имеем
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В силу определения нижней грани для любого ε > 0  существует γ εn
N

n
ND+ +∈2 2( )  такое, что для 

любого Sn
1  имеет место равенство
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где γ ε γ ε( ) ( )= +n
N

2 . Поскольку формула (19) справедлива для любых γn
N

n
ND+ +∈2 2 , она справедлива 
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Последнее неравенство справедливо для любого ε > 0 , поэтому верно неравенство
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Левая часть этого неравенства не зависит от γ ∈+ +D ,n n1 1  поэтому из него следует (18).

Из (14), (17) и (18) следует (4). Теорема доказана.

Замечание 12. Легко показать, что рекуррентное соотношение (4) можно переписать в виде
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Замечание 13. Для любого n N∈{ }1,...,  величины fn  ограничены, т. е. существует констан-
та c > 0 : f cn ≤ . Из рекуррентного соотношения (20) следует, что для любых n N∈{ }1,...,  и  Sn

1
1−  

справедливы неравенства
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Доказательство теоремы 2. По определению (см. формулу (5)) и  в  силу (20) для любого 
n N∈{ }1,...,  функцию Φn

nS−
−

1 1
1γ ( )  можно записать в виде

 
Φn

n
n

n
n n

n
n

S V S S S

V S

−
− − −

− −

−

= ( ) −{ }{1 1
1

1
1 1

1 1

1

1γ λ γ λ λ( ) max , exp ( ) / ,

11
1 1

1
1 1 1, , , exp ( ) ,S V S S Sn n

n
n n−

−
− −( ) ( ) − −{ }}λ γ λ

 (22)

где γ ∈R 1 . Из последнего равенства видно, что Φn
nS−

−
1 1

1γ ( )  – верхняя огибающая набора функций 
(от γ), стоящих в (22) под знаком максимума. Поскольку каждая из этих трех функций выпукла 
по γ, то Φn

nS−
−

1 1
1γ ( )  также выпукла по γ.

Из определения случайной величины Φn
nS−

−
1 1

1γ ( )  и (21) следует, что для любого γ ∈R 1  вер-
но Φn

n
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1
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Из (22) следует, что возможны две ситуации:

1) для любого γ справедливо неравенство Φn
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Рассмотрим случай 1, который означает, что выполняется неравенство
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В силу монотонности экспоненты минимум достигается в единственной точке γ*:
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1
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1 2

* *, , где 
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Отсюда немедленно следуют формулы (6) и (7). При подстановке полученного выражения для 
γ* в (20) после преобразований получаем (8). Доказательство закончено.

Доказательство теоремы 3. Докажем сначала, что существует такая неубывающая согласован-
ная последовательность C n n N

{ } ≤ ≤ +0 1
, что справедливо представление
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i0
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 (24)

Пусть V n n N
{ } ≤ ≤ +0 1

 удовлетворяет рекуррентному соотношению (20) и для любого n N∈{ }1,...,  

существует γn nD∈ , доставляющее в (20) нижнюю грань. Очевидно, что справедливо неравен-
ство 1 11 1
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nC S V S∆ ∆ ∆ . Без ограничения общности можно счи-
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Отсюда следует, что для любого n N∈ +{ }1 1,...,  случайные величины Cn являются Fn-измеримыми.

Формулу (25) можно записать в  виде ln ln .*V V S Cn i i
i

n

n= + −
=

∧

∧∑0
1

γ
τ

τ∆  Из (20) вытекает, что 

lnV fτ τ= , а из двух последних равенств получаем (24).
Из (24) следует, что самофинансируемый портфель с потреблением π* *,C{ }  такой, что:
а) количество рискового актива в нем определяется оптимальной стратегией покупателя γ0

*N ;
б) количество безрискового актива вычисляется, исходя из определения самофинансируе-

мого портфеля (2);
в) потребление находим по формуле (10);
г) для любого n N∈{ }1,...,  капитал портфеля X Vn

C
n

π* *, ln=  
является совершенным суперхеджирующим. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 4. Пусть � �π,C{ }  – суперхеджирующий портфель, � �π π, ,* *C C{ }≠{ } . 
Тогда справедливы равенства:

1 1 1
1

{ } { }
,

{ }
, (τ τ τ τ

π
τ

π
τ

τγ> > >
= +

≤ = + − −∑n n
C

n n
C

i i
i n

f X X S C C� � � � � � �∆ nn ) ,










1 1 1
1

{ } { }
*, *

{ }
*, * * * *

τ τ τ τ
π

τ
π

τ

τγ> > >
= +

= = + − −∑n n
C

n n
C

i i
i n

nf X X S C C∆ (( )









.

Несложные преобразования разности этих равенств, с  учетом того что =πX Vln ,n
C

n
,* *

 
=τ

π
τX fC,* *

 (см. теорему 3), позволяют получить неравенство

1 1{ }
, ,

{ }exp ln .
* *

τ
π π π

τ
π

τ τ> >− − + − −( ){ }≤n n
C

n
C

n n nX X V X X f� � � � �

Возьмем от обеих частей последнего неравенства условное математическое ожидание отно-
сительно σ-алгебры Fn:

1 1{ } { }
, ,exp exp

* *

τ τ
π π π

τ
π

τ> >≥ −{ } − −( ){ }( )n n n
C

n
C Q

n nX X E X X f F� � � � VV n ,

или, что то же, � � �{ }− ≤τ>
π π

τ>
γX X V I S1 exp 1 ( ).n n

C
n

C
n n n

Q n
{ }

, ,
{ }

,
1

* *

 Левая часть этого неравенства не зави-
сит от меры Q, поэтому верхняя грань по всем ∈Q R  дает неравенство
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�� � �{ }− ≤ ≤τ>
π π

τ>

γ
X X V I S1 exp 1 ( ) 1.n n

C
n

C
n n n

n
{ }

, ,
{ } 1

* *

Следовательно, � �≤τ>
π

τ>
πX X1 1n n

C
n n

C
{ }

,
{ }

,* *

 и  � �= ≤τ τ
π

τ
πf X X .C C, ,* *

 Теорема доказана.
Доказательство теоремы 5 основывается на следующем вспомогательном утверждении.
Лемма 3. Пусть мера ∈Q R*  такова, что для любого n N∈{ }1,...,  вероятности 

Q n
* /ε λ λ=−( )= +( )1 1 , Q n

* ε =( )=0 0  и Q n
* /ε λ=( )= +( )1 1 1 . Тогда для любого n N∈{ }1,...,

 ≥λ( )
}

{

{ }

)( )

( )

= + − − λ + λ +

+ λ − − λ + λ

{ } { }≤ ≤ ≥λ <λ

−

Q S F N n A m

S N n a m

max 1 1 Bi( , , / (1 )

1 Bi( , , / (1 )) .

n t N
t

m
n S S

n
m

*

n
m

n
m  (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что

 { }≥ λ










= ≥ λ < λ ≥ λ








≤ ≤ + ≤ ≤

S S S Smax , max .
n t N

t
m

n
m

n
m

n t N
t

m

1
∪  (27)

Возьмем условную вероятность от левой и правой частей равенства (27), тогда

 ( ) ( )≥ λ = + < λ ≥ λ{ }≤ ≤ ≥λ + ≤ ≤
Q S F Q S S Fmax 1 , max .

n t N
t

m
n Sn

m n
m

n t N
t

m
n

* *

1
 (28)

Обозначим ∑= ε
=

M ,n i
i

n

1

 ≤ ≤n N1 .  Событие Sn
m

nF<{ }∈λ , поэтому на основании свойств ус-

ловной вероятности (Ширяев, 2004, свойство К*) второе слагаемое в правой части (28) можно за-
писать в виде

 ( ) ( ){ }< λ ≥ λ = ≥ −
+ ≤ ≤ <λ ≤ ≤ − −

λQ S S F Q M m S F, max 1 max log .n
m

n t N
t

m
n

Sn
m t N n

t n n
*

1

*

0 1
 (29)

Для условной вероятности, стоящей в правой части (29), справедливо представление

≥( ) ( )− = ≥ − +
≤ ≤ − − λ − − λQ M m S F Q M m S Fmax log log

t N n t n n N n n n
*

0 1

*
1

( )+ < − ≥ − =− − λ ≤ ≤ − − λQ M m S M m S Flog , max logN n n t N n t n n
*

1 0 1

( ) ( )= ≥ − + λ <− +− − λ
−

− − λQ M m S F S Q M m S Flog log .N n n n n
m

N n n n
*

1
*

1

Последнее равенство получено из известного принципа отражения (Фельмер, Шид, 2008, 
с. 273–275). Поскольку для любых 0 ≤ <h n :

=( ) ( ) ( ) ( )∑ = ∑ = − = − = λ + λ + λ{ } { }ε =−
=

ε =
=

−
−

Q h t h Q M t h C1 , 1 2 / (1 ) 1 / (1 ) ,
i

t

i

t

t t
i h t h*

1
0

1
0

*
1i i

справедливы равенства

( ) ( )

( ) ( )( )

≥ − = =∑ =

= = − −∑ = − − λ + λ

− − λ
≥ −

− −
≤ − + + −

− −
λ

λ

Q M m S F Q M l F

Q M N n i F N n A m

log

2 Bi , , / (1 ) ,

N n n n n
l m S

N n n
i m S N n

*
1

*

log

*
1

( log ) 2

N n

n

n

1

 ( ) ( )( )<− + = − − λ + λ− − λQ M m S F N n a mlog 1 Bi , , / (1 ) .N n n n
*

1  (30)

Из (28)– (30) следует утверждение леммы.
Доказательство теоремы 5. Будем доказывать (11) методом индукции назад. Очевидно, что для 

шагов N+1 и N утверждение теоремы выполнено. Пусть для любого n N k∈ − +{ }1 1,...,  верно, что

 ln , ..., ln ,  V S S f V S Sn
b

n n n n n
b n

n1 1 1
11 1

1
( )= +

+
( )+


={ } >{ } +

−
τ τ

λ
λ

λ

 +

( )


+

1

1 1 1λ
λln , . V S Sn

b n
n  (31)
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Легко показать, что решение (31) представимо в виде ln * V Q n Fn
b

n= =( )τ . Вид такой услов-
ной вероятности при заданном τ установлен формулой (26).

В силу теоремы 2 случайная величина ln  V Sk
b k

1( )  удовлетворяет (8). Согласно предположе-
нию выражения, стоящие под знаком максимума в (8), определяются формулой (26). Неслож-
ные, но громоздкие вычисления позволяют найти разность величин, стоящих под знаком мак-
симума, и получить, что при Sk

m< λ  выполняется

λ
λ

λ
λ

λ
1

1

11 1
1

1 1 1 1+
( )+

+
( )−+

−
+ +ln , ln , ln ,   V S S V S S V Sk

b k
k k

b k
k k

b k SSk( )≥ 0.

Следовательно, lnV Sk
b k

1( )  также удовлетворяет (31). Отсюда по индукции следует утвержде-
ние теоремы.

Доказательство теоремы 6 почти дословно повторяет доказательство теоремы 5, поэтому мы 
его не приводим.
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CALCULATION OF EXOTIC OPTIONS IN INCOMPLETE MARKETS*

E. A. Shelemekhi

Abstract. We consider incomplete market with discreet time and without transaction costs, consisting 
of a risky and a risk-free assets. Return on risky asset is supposed to take on each step one of three 
values, so that increase, decrease and constancy of risky asset’s price are possible. There is exotic 
option in the market. In the article exotic option is a contract, for which payoff and moment of 
execution depend on some event, such as risky asset’s price reaches some given value. To calculate 
such an option in the incomplete market minimax approach was adopted. The approach reflekts 
seller’s point of view and implies the following. Seller’s risk function is supposed to be exponential 
and to depend on the option’s initial price and on deficit of seller’s portfolio at the execution moment. 
Participants of the market do not know the distribution of risky asset’s price. The seller is prudent, i. e. 
the seller assumes that the distribution is the worst one (it maximazes seller’s expected risk) and seeks 
to minimize expected risk by portfolio management. For this problem we have derived a new recurrent 
equation describing evolution of minimax value for seller’s expected risk. A self-financing portfolio 
has been found, which minimizes maximum value of seller’s expected risk (optimal portfolio). It has 
been proved that a corresponding portfolio with consumption is a superhaging one with respect to any 
discrete measure and it’s capital does not exceed capital of any other superhaging portfolio. Thus it is 
impossible to improve obtained solution choosing another risk functions. By use of this resuts formulas 
for superhedging portfolios of binary and barrier options have been derived.
Keywords: exotic option, incomplete market, minimax approach, superhedging, binary option, bar-
rier option.
JEL Classification: C73.
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