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Одна из основных задач науки – характеризация объектов исследований, т.е. выявление их 
характерных признаков и отличительных особенностей, включая оценку влияющих факторов 
и условий и поиск инвариантов изучаемых систем – устойчивых свойств и значений, не изме-
няющихся при различного рода преобразованиях. Такой подход широко распространен в мате-
матике и физике при решении фундаментальных проблем, при формировании теоретического 
базиса знаний. Он позволяет сформулировать законы сохранения вещества и энергии, провести 
идентификацию и классификацию объектов, их сравнение, оценить потенциалы существования 
и развития, выявить моменты изменений состояния систем. Без однозначного сопоставления 
показателей разных периодов и регионов невозможен анализ, прогноз, моделирование, плани-
рование или управление экономикой на макро- и на микроуровнях (Zaznobin, 2010). В экономи-
ке основным инвариантом является стоимость эквивалентных по качеству товаров, выраженная 
в их цене в инвариантных платежных единицах измерения и обмена и позволяющая проводить 
количественные расчеты разной сложности. В познавательном смысле инвариантными являют-
ся наборы исходных данных, независимых от способов их научной интерпретации, что необхо-
димо для обеспечения сравнительного статистического анализа.

Различаются качественные (общие) инварианты содержания понятий и аксиом, сохраняю-
щиеся при выводе согласно логическому закону тождества. В теории они имеют универсальные  
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Аннотация. Рассматривается возможность объективной оценки инвариантных характери-
стик социально-экономического развития территорий на региональном уровне с помощью 
функций первых интегралов решений дифференциальных уравнений связи макроэкономи-
ческих показателей. Уравнения модели выводятся из формулы касательного преобразова-
ния Лежандра аналитических функций связи показателей при естественных ограничени-
ях, учитывающих постоянство региональной среды экономической деятельности. Средовые 
параметры и связанные с ними интегральные характеристики отражают генетические осо-
бенности региональной системы и имеют смысл скрытых экономических показателей, учи-
тывающих состояние инфраструктуры, производства и управления. Они позволяют оцени-
вать и сравнивать территории по потенциалу развития экономики. Модель реализована на 
примере количественного анализа связи внутренних инвестиций в экономику с объемами 
промышленного и сельскохозяйственного производства регионов Российской Федерации за 
период 1999–2012 гг. На основе модели выявлены разные виды общих и региональных инва-
риантов, которые служат критериями совершенства экономического взаимодействия. Учет 
средовых смещений в расчетах, индивидуальных для каждого региона, и оценка их влияния 
на значение региональной оценочной функции позволяет провести диагностику экономиче-
ского состояния регионов и проанализировать эффективность инвестиционных вложений 
в промышленность и сельское хозяйство.
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свойства, и на их основе производятся новые знания. Такие инварианты задают фундаментальные 
принципы, нарушение которых приводит к негативным результатам, а следование им – к устойчи-
вому положительному эффекту. К числу общих инвариантов относятся главные аспекты существо-
вания региональной экономической системы, которые соответствуют генетическим особенностям 
национальной и региональной моделей экономики (Кольцов, 2011), обусловленным географической 
и исторической средой. В (Пилясов, 2014) рассматривается инвариант как соотношение устойчи-
вых оппозиций дихотомии территориального развития.

Выделяются также масштабные инварианты пространственно-временных рядов данных, струк-
турные инварианты схем связей типа фрактальных сетей и количественные инварианты в виде ко-
эффициентов моделей и обобщенных показателей эффективности производств, стоимости и по-
лезности товаров. Предполагается, что количественные величины в пространственно-временных 
границах сохранения качества состояния территориальных объектов имеют постоянные значения, 
и смена состояния на новое, сопряженное с трансформацией систем, влечет за собой дискретное 
изменение этих количественных характеристик.

Разные аспекты инвариантности обсуждаются в классических работах П. Самуэльсона (Саму-
эльсон, 2003, 2004; Samuelson, 1964), в частности проблемы, связанные с экономическими индек-
сами, кривыми безразличия, количественными инвариантами, оптимальными значениями и др. 
Подходы, связанные с инвариантностью, развиваются в методах индикативного планирования, 
диагностики развития экономики, экономической метрологии и квалиметрии и коррелированы 
с проблемами оценки состояния и агрегирования с расчетом интегральных показателей развития 
производств, отраслей и регионов.

Большое внимание экономической инвариантности уделяется в работе (Sato, Ramachandran, 
2014). В ней применяются математические методы теории групп Ли для определения инвариант-
ности экономических моделей и выделения первых интегралов решения дифференциальных урав-
нений для получения своеобразных законов сохранения показателей, в частности постоянства со-
отношения “доход/богатство” вдоль траекторий уравнений экономических моделей Самуэльсона 
и фон Неймана. Также рассматриваются модели рынков с возмущениями, вызванными изменени-
ем внешних факторов и политическим вмешательством в бизнес-процесс.

В данной статье исследуются дифференциальные уравнения связи экономических показателей 
с выделением первых интегралов решений уравнений и соответствующих инвариантов функций 
связи этих показателей для характеризации состояния региональных экономик с использованием 
временных рядов статистических данных.

Математическое моделирование. Будем исходить из гипотезы существования аналитической 
зависимости z = z(x), связывающей обобщенный экономический аддитивный массовый показа-
тель (потенциал) z с набором { }= =x x i n, 1,...,i  входных факторов (экстенсивных потенциалов), 
определяющих величину этого выходного показателя. Для такой зависимости справедливо прямое 

{ }→ =z x f a a a( ) ( ), i  и обратное →f a z x( ) ( )  касательные преобразования Лежандра
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где ai – показатель чувствительности (интенсивный потенциал); =E a x z/i i i  – эластичность z по 
фактору i.

Согласно (1) двойственная z(x) функция f(a) содержит полную информацию о зависимости 
z(x), т.е. является ее своеобразной генетической основой, вид которой можно восстановить об-
ратным преобразованием →f a z x( ) ( )  по соотношению (1). Анализ разных рядов данных (Чер-

кашин, 2005) позволяет находить f(a) в линейной форме ∑= −
=

f a z a x( ) ,i i
i

n

0 0
1

 где { }=x x i0 0  – в об-

щем случае переменная величина, но может быть постоянной на ограниченных временных или 
пространственных интервалах. Тогда выражение (1) преобразуется к виду
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=

z x z a x x( ) ( ) ,i i
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n

i0
1

0  (2)

где e – ошибка аппроксимации.
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Предполагается, что в естественном состоянии ε → 0,  поэтому величина e может трактоваться 
как возмущение или управление описываемой системой z(x). Уравнение (2) имеет тривиальное реше-
ние: = =z z x x, ,i i0 0  – его часто рассматривают как равновесное, вследствие чего состояние z x( , )0 0  
предлагается трактовать как набор характеристик среды, включая аддитивное управление. Вектор 
переменных x понимается как набор факторов, а вектор постоянных x0 как набор условий форми-
рования итоговой, интегральной величины z(x). Двойственная ей функция
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n
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через набор устойчивых средовых показателей z x( , )0 0  отражает генетические особенности си-
стемы, которые можно, например, рассматривать в качестве особой формы инвариантности – 
типа национальной модели экономики (Кольцов, 2011). Имеет смысл набор z x( , )0 0  трактовать 
как скрытые экономические показатели, контекст наблюдаемых закономерностей связи, в со-
вокупности учитывающих состояние инфраструктуры и управления, научно-технический про-
гресс, наличие свободных производственных мощностей, товарных запасов и т.д.

Выражение (2) при ε → 0  в пространстве координат x представляет собой пучок гиперплоско-
стей Pl, вращающихся вокруг инвариантных средовых показателей z x( , )0 0  при изменении ве-
совых коэффициентов a. Последовательные переходы →P P1 2  образуют группу преобразований 
зависимостей (2), которые параметризирует набор значений z x a( , , )0 0  и функций (3) от этих зна-
чений. Уравнение (2) обладает симметрией изменения по характеристикам системы и ее среды 
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0  а также симметрией относительно перемены местами аргументов xi 

и функции z. При a = 0 функция достигает экстремального значения z(x) = z0, соответствующе-
го характеристике состояния среды.

заменой = − = −w x z x z y x x( ) ( ) , i i i0 0  при постоянных значениях z x( , )0 0  переходим к сме-
щенным относительно z x( , )0 0  переменным:
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здесь yi имеет смысл свободного потенциала, выделенного из среды, активная часть переменных 
уравнения (2). Величину yi можно считать реальным, а xi – номинальным (наблюдаемым) показа-
телями. Первое равенство (4) – линейное по наборам переменных a и x соотношение, второе – эк-
вивалентное ему дифференциальное уравнение Эйлера для однородных функций =w sy sw y( ) ( ).  
Это уравнение обладает многими интересными свойствами (Черкашин, 2005), и в силу его уни-
версальности – отсутствия неизвестных коэффициентов – решения приводят к фундаменталь-
ным и частным закономерностям из разных областей науки. Например, в физике они применя-
ются в теории размерности, на основе которой формируются базовые физические соотношения.

Преобразование (1) в смещенных координатах (4) является вырожденным =f a( ) 0,  на ос-
нове которых обратным касательным преобразованием невозможно восстановить зависимость 
w(y). Конкретизация закономерностей (4) начинается с введения в уравнение средовых характе-
ристик z x( , )0 0  с переходом к генетическому выражению (3), развертывающему f(a) через харак-
теристики местной среды z x( , )0 0  и изменения двойственных переменных чувствительности a.

В математической экономике решениями w(y) уравнения (4) являются разного рода метри-

ки типа эвклидовой ∑( )=
=

w y c y( ) i ii

n 2
1

1/2
 или линейной ∑=

=
w y c y( ) ,i ii

n

1
 где ci – постоянные 

коэффициенты. Линейные формулы широко используются в балансовых соотношениях, на-
пример в моделях межотраслевого баланса, а также при расчетах интегральных показателей. 
широко известна функция Кобба–Дугласа = α βw Ay y1 2  (при a + b = 1), связывающая объемы 
производства w с влияющими на них факторами производства: затратами труда y1 и капитала y2 
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(A – технологический коэффициент, a – коэффициент эластичности по труду, b – коэффици-
ент эластичности по капиталу).

Уравнения (1)—(4) в экономической интерпретации устанавливают универсальную связь эко-
номического эффекта z(x) с набором факторов производства { }=x x ,i  где xi имеет смысл наличных 
ресурсов (номинальная величина), x0i – накопленных резервов (связанная или характерная величи-
на), = −y x xi i i0  – доступных к использованию и используемых ресурсов (реальная величина воз-
действия фактора). При расчетах эффекта в основном используются реальные значения факторов yi, 
хотя формирование резервов также имеет определяющее значение, особенно в ресурсной экономике, 
соответствующей тривиальному решению уравнений =x xi i0  с рентным эффектом z(x) = z0, детер-
минированным совокупностью условий природной, производственной и рыночной среды z x( ).0 0

Объем реализации w(y) зависит от издержек производства по каждому ресурсу yi по форму-
ле (4), принимающей во внимание экономию y0i средств вплоть до состояния y0i = 0, или xi = x0i. 
C учетом структуры расходов =p y w/i i  и показателя ресурсоемкости = = ∂ ∂b a y w1 / /i i i  урав-

нение (3) преобразуется в инвариантную функцию вида ∑ =
=

p b/ 1.i i
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 на величину нормы прибыли g – 1. Данный инвариант указы-

вает на то, что технологические условия bi и структура издержек pi должны быть согласованы.
Для решения уравнение (4) представляется в симметричном виде (Камке, 1971):
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Комбинируя попарно равенства из (5), находим n независимых решений – первых интегралов k 
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i  В обобщенном смысле первый интеграл выражает устойчивую связь, со-

отношение оппозиций, противоположностей, априорно независимых параметров системы. Пе-
ременные kij и ki на любых решениях уравнений (4) и (5) удовлетворяют соотношению
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т.е. являются однородными функциями нулевого порядка, в частности рассматриваются в каче-
стве однородных координат организации исследуемой системы z = z(x), поскольку всякое реше-
ние уравнения (4) является функцией этих координат =Ф k( ) 0.  Любая функция от первых ин-
тегралов удовлетворяет (6), т.е. также становится первым интегралом. Однородные координаты 
в экономических исследованиях удобны тем, что определяемая ими система не меняется при ум-
ножении всех координат на одно и то же ненулевое число, что важно, например, при изменении 
масштаба цен или размеров производства. Многие экономические показатели являются отно-
сительными, т.е. по сути однородными, но в общем случае необходимо принимать во внимание 
средовое смещение показателей, что делает оценку индексов более точной, приближенной к по-
стоянному значению первых интегралов.

В качестве примера рассмотрим ситуацию с соотношением изменения цены товара k21 и курса 
валют k32, приняв в качестве аддитивных показателей y1 – массу товарной нефти (объемы производ-
ства в баррелях за вычетом накопления резервов и внутреннего потребления x01, предложение), y2 – 
свободную долларовую массу на покупку нефти (спрос), y3 – свободную рублевую массу (доходы от 
продажи нефти и др.). Функция первых интегралов =k y y/21 2 1  и  =k y y/31 3 2  находится в виде ли-
нейного уравнения (7а), которое дает соотношение смещенных показателей (7б):

 = − +k ck c ,32 21 0  (7а)

 = − +
y

y
c

y

y
c .3

2

2

1
0  (7б)
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здесь c0 – критическое значение курса (при k21 = 0 или c = 0), c0 / c – критическое значение цены 
(при k32 = 0).

зависимость курса рубля k32 от цены нефти k21 с начала 2012 г. имеет сложную структуру (рис. 1). 
Первый период до конца 2012 г. удовлетворяет уравнению связи k32 = –0,125k21 + 45,0,  R = –0,84. Вто-
рой период характеризуется низкой волатильностью цены и курса (R = –0,18). C конца августа 2014 г. 
происходило падение мировых цен на нефть, и коррелированно увеличивалась курсовая стоимость 
доллара: = − +k k0,547 90,3,32 21  R = –0,90. В целом фиксируется отрицательная связь цены и кур-
са, что согласно (7) определяет рост курса с уменьшением спроса y2 и внутреннего потребления x01 
и увеличением производства y1 при недефицитных потенциалах > >y y0, 0.1 2

Согласно (7а) в качестве инварианта можно принять величину = +c k ck ,0 32 21  которая при c = 0,54 
имеет значение c0 = 91,1 с наименьшей волатильностью 3,2% на интервале 2012–2016 гг. Отсюда кри-
тической для экономики стран – потребителей нефти будет цена на уровне 168,8 долл. (при k32 = 0), 
а для экономики России – курс 91,1 руб. (при k21 = 0). Величина Φ = + −k ck c32 21 0  колеблется во-
круг 0 и статистически от него не отличается, что отражает закон сохранения функции =Ф k( ) 0  
первых интегралов. Сильные отклонения значения c0 от инвариантного указывают на критиче-
ские моменты в экономической истории общества. Максимум отрицательных отклонений прихо-
дится на июнь 2012 г., апрель 2013 г. и апрель 2015 г., положительных – на февраль 2015 г. и январь 
2016 г., что связано с изменением макроэкономической ситуации, усилением зависимости сравни-
ваемых показателей (7) по величине = −c dk dk/32 21  при относительном постоянстве величины c0.

Из этого примера видно, что постоянство первых интегралов, как исходных, так и комбиниро-
ванных, позволяет выявлять закономерные связи между экономическими показателями. Для при-
мера рассмотрим случай инвариантности значений =k y w/ .i i  Учет этой константы в уравнении 
(4) дает равенство

 ∑∑ ∂
∂

= = = −
==

w

y
k a k k v v1, / ,

i
i i i

i

n

i

n

i i
11

 (8)

которое соответствует уравнению

 ∑∂
∂

= −
∂
∂=

w

t
v

w

yi
ii

n

1

 (9)

переноса некоторой массы w по состояниям yi с постоянной скоростью = ∂ ∂v y t/i i  и ее измене-
нию с постоянной скоростью = ∂ ∂v w t/ .  Таким образом, первый интеграл в данном случае вы-
ражает соотношения скоростей изменения разных показателей.

Выявленные соотношения предлагается использовать для экономической диагностики ре-
гионов и разработки методов экономической квалиметрии.

Рис. 1. Совместное изменение курса доллара и цены нефти марки Brent в 2012–2016 гг.
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Диагностика инвестиций в региональную экономику. Конкретная задача исследования со-
стоит в выделении разного уровня инвариантов зависимости валовых внутренних инвестиций 
z(x) от объемов выпуска продукции промышленными x1 и сельскохозяйственными x2 отрасля-
ми регионов России, за исключением Москвы и Санкт-Петербурга, где нет сельского хозяй-
ства. Расчеты основаны на показателях (в текущих ценах) социально-экономического и демо-
графического состояния и развития территорий из базы данных отчетов госкомстата России 
за 2000–2012 гг.

В данном случае коэффициенты ai в уравнении (2) имеют смысл показателя акселерации ин-
вестиционного процесса. значения x01, x02 определяются накоплением и расходованием резер-
вов товарной массы и резервов ее производства. Величины y1 и y2 характеризуют активную часть 
производства, влияющую на рост инвестиций. значения x01, x02 считаются индикаторами усло-
вий развития экономики, влияющими на величину z0 и на изменение инвестиционного потока. 
Предполагается, что объемы производства yi раскрываются через производственные функции 
факторов используемого капитала и рабочей силы – функции, удовлетворяющие уравнению (4).

Первые интегралы уравнения (4) для зависимости w(y) соответствуют отношениям 
= = = +k y w k y w k k k/ , / ,1 1 2 2 1 2  и  = =k y y k k/ / .12 1 2 1 2  Первые два являются статическими 

частными мультипликаторами для инвестиций в промышленность и сельское хозяйство реги-
она, третье – общий суммарный мультипликатор. В номинальных показателях (в текущих це-
нах) эти соотношения представлены линейной зависимостью (рис. 2):

 = + β = + β β = − + β = − +x k z x k z k z x k z x, , , .1 1 1 2 2 2 1 1 0 01 2 2 0 02  (10)

На исследуемом временном интервале реализуется линейная комбинация первых интегра-
лов: = −α −α =k k kФ( ) 1 0.1 1 2 2  Она соответствует линейной зависимости = α +α + βz x x ,1 1 2 2  ко-
эффициенты которой определяются методом регрессионного анализа (РА) (см. Приложение). 
Для большинства регионов коэффициент множественной корреляции R > 0,9, что указывает на 
устойчивое выполнения условия ε → 0.  Для вычисления средовых показателей z x x, ,0 01 02  прово-
дится скользящий РА по трем точкам с расчетом текущих значений коэффициентов акселерации 
a a f a, , ( ),1 2  из связи которых методом РА рассчитываются искомые показатели в качестве коэф-
фициентов уравнения ∑= −

=
f a z a x( ) i ii0 01

2  при R > 0,8 (см. Приложение). Величина f(a) коле-
блется в основном вокруг значения ≈ βf a( ) ,  причем ее изменения отражают территориальную 
специфику. Она заметно повысилась в большей части регионов после социально-экономическо-
го кризиса 2008 г., а к 2012 г. приобрела отрицательные значения. На основе этих данных мож-
но предполагать, что относительно низкая статистическая оценка функции преобразования f(a) 
указывает на лучшую инвестиционную ситуацию.

Мультипликаторы восстанавливаются как коэффициенты парной регрессии (10). Эта линей-
ная зависимость для регионов на исследованном временном интервале остается относительно 
устойчивой, т.е. первые интегралы имеют инвариантные значения. Коэффициенты регрессии 
b1 и b2 зависят от значений мультипликаторов и резервов экономического развития x01, x02 и z0, 
т.е. интегрально характеризуют территорию. Например, для экономики Алтайского края част-
ные мультипликаторы равны по промышленности k1 = 2,8 (b1 = 23 млрд руб.) и сельскому хозяй-
ству – k2 = 1,0 (b2 = 22 млрд руб.) при R = 0,98.

Скорость изменения экономических показателей определяется из линейной регрессии 
= + = +x v t x z vt z(0), (0),1 1 1 1  где z(0) – примерные инвестиции первого года рассматриваемого 

интервала времени. Частный динамический мультипликатор по Алтайскому краю рассчитывает-
ся из соотношений = = = =k v v k v v/ 2,9, / 1,0;1 1 2 2  в данном случае он незначительно отличается 
от приведенных выше статистических значений. Рассчитанные значения =k v v/1 1  для промыш-
ленности хорошо коррелируют (R = 0,95) со статистически определенными значениями для урав-
нения (10). Для =k v v/2 2  сельскохозяйственного производства такая зависимость не выражена.

Основные статистические показатели по регионам, вычисленные по моделям, представле-
ны в Приложении. Согласно соотношению (8) величина = +h a k a k1 1 2 2  должна иметь значение, 
близкое к инвариантному h = 1; в 91% случаев она находится в интервале 0,8–1,0. Выходящие за  
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этот интервал значения характеризуют, например, Ненецкий и Чукотский автономные округа. 
В целом имеется тесная линейная зависимость коэффициента множественной корреляции R для 
уравнения (4) от величины h (h = 1,7 R – 0,7), т.е. региональные значения h указывают на степень 
совершенства межотраслевых связей. Более того – большинство региональных экономик близ-
ки к инвариантному значению соотношения (8) акселераторов и мультипликаторов промыш-
ленного и сельскохозяйственного производства.

Рассчитанное по данным Приложения по формуле (3) значение f(a) постоянно меньше ста-
тистического (первая колонка) на величину 850 млн руб. В силу этой линейной зависимости обе 
величины могут использоваться в качестве показателя эффективности региональных экономик: 
чем ниже значение f(a), тем лучше развивается экономика и по масштабу, и по уровню освоения 
инвестиций. Расчетный способ интересней в том смысле, что он позволяет варьировать значе-
ния акселераторов и средовых параметров инвестиций и производств. По наименьшему отрица-
тельному значению f(a) на первом месте находится Свердловская область, далее следуют круп-
ные региональные экономики России: Тюменская область, Красноярский край, Нижегородская 
и Иркутская области, Приморский и Хабаровский края, Сахалинская и Самарская области и т.д. 
По условиям инвестирования z0 преимущества имеют Тюменская, Ростовская, Свердловская 
и Московская области, а также Республика Татарстан, где обеспечивается благоприятное соче-
тание институциональных мер и вложений в инфраструктуру соответствующего региона.

Имеет смысл отдельно выделить производственную среду ∑= − =
=

V z f a a x( ) ,i ii0 01

2  харак-
теризующую инвестиционную привлекательность территорий. По этому показателю в первых 
ранговых позициях регионов происходит изменение – одни субъекты Российской Федерации за-
мещают другие. Доминирует Тюменская область, добавляются Республика Татарстан и Ростов-
ская область, а также Ханты-Мансийский и ямало-Ненецкий автономные округа.

Величина V зависит от масштаба экономики региона, поэтому для сравнительного анали-
за эффективности инвестирования производства лучше перейти к относительной величине – 
среднему значению коэффициента акселерации ∑= = = +

=
a V x a x x x x x/ / , :i ii0 0 01

2
0 01 02  чем 

выше величина a, тем масштабнее влияние роста суммарного объема производства (ВРП) на уве-
личение объема инвестиций. В лидерах по этому показателю находятся Сахалинская область, 
Чеченская Республика и Дагестан, другие республики Северного Кавказа и автономные округа 
России, где инвестиции соответствуют низким объемам производства.

Относительная эффективность инвестиций оценивается суммарным мультипликатором k. 
Этот показатель находится в обратной зависимости от среднего акселератора a (рис. 3), поэтому 
первые по величине a территории оказываются последними по отдаче инвестиций k.

Рис.  2. зависимость объема валового регионального продукта промышленного производства x1(t) от валовых  
внутренних инвестиций z(t) в экономику регионов России в 2005–2012 гг. Прямые линии выделяют связи этих  
показателей для Пермского (1), Красноярского (2) и Краснодарского (3) краев.
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Еще один относительный показатель 
τ = − = −V v z f a v/ [ ( )] /0  имеет смысл харак-
терного времени и изменяется вокруг средне-
го значения 6,7 лет с коэффициентом вариации 
50% по регионам. Этот регионально устойчи-
вый показатель определяет при существующих 
темпах роста v инвестиций в регионе – время 
накопления потенциала развития, выше ко-
торого возникает дополнительный эффект 
роста инвестиций. Этот процесс медленней 
всего происходит в Чукотском и Ненецком ав-
тономных округах, в Ростовской и Рязанских 
областях. Быстро формируются условия для 
инвестиций в Псковской, Новгородской и Ле-
нинградской областях северо-запада России, 
в Краснодарском крае и Республике Адыгея на 
юге европейской части страны.

Обсуждение результатов и выводы. Поиск инвариантных характеристик экономических свя-
зей основан на абстрактных математических соотношениях, в данном случае – преобразовании 
Лежандра, действие которых ограничивается естественными требованиями приведения зави-
симостей к простейшему линейному виду уравнения Эйлера для однородных функций первого 
порядка, для чего необходимы минимизация ошибок линеаризации и постоянство параметров 
условий, учитывающих средовой сдвиг экономических показателей. Это преобразование проис-
ходит аналогично тому, как уравнение потокового движения (9) формально определяется произ-

водной Лагранжа ∑=
∂
∂

+
∂
∂=

dw

dt

w

t
v

w

yi
ii

n

1

 при условии =dw dt/ 0  и постоянстве скоростей vi. Есте-

ственными ограничениями выделяются временные периоды и пространственные области, где 
выполняются эти формальные требования, что индивидуально через средовые сдвиги характе-
ризует ситуацию, например, сложившуюся в экономике конкретного региона.

На примере зависимости размеров ежегодных внутренних инвестиций от объемов промыш-
ленного и сельскохозяйственного производства регионов показано, что такие связи удовлетво-
рительно аппроксимируются линейным соотношениями (2) с постоянными характеристиками 
среды, что статистически обосновывает правильность принятых ограничительных гипотез. По-
казано, что в лучших экономических ситуациях функция преобразования Лежандра f(a) вида (3) 
минимизирует свое значение, так что от особенностей этой квалиметрической функции зави-
сит характер экономического развития территории.

В рассмотренных экономических моделях выявляются два типа инвариантных характеристик. 
Первые связаны с формальными особенностями уравнений, в которых экономические показате-
ли в сочетании приводят к постоянным значениям в соотношениях структуры производственных 
расходов и показателей ресурсоемкости, суммы эластичности по факторам производства или в ли-
нейной форме – связи мультипликаторов с акселераторами (8). Выделяется инвариантность первых 
интегралов и их функциональных композиций, что продемонстрировано на примере соотношения 
между ценой нефти и валютным курсом рубля. Эти типы инвариантов могут служить критерия-
ми совершенства экономического взаимодействия и для оценки вычислительных погрешностей.

Инвариантные свойства проявляются, когда в расчетах учитываются средовые смещения 
x0, – индивидуальные для каждого региона и влияющие на значение оценочной функции f(a) – 
генетической основы финансово-экономического состояния экономики территории. Изменяя 
различными способами значения средовых условий, уменьшая давление местной экономиче-
ской среды через совершенствование управления и инфраструктуры территории, появляется 
возможность стимулировать рост эффективности региональной экономики. Однако главный 
положительный эффект основан на инициативе предпринимателей, позволяющей оторваться 
из сформировавшейся местной среды x0, подняться над горизонтом сложившихся условий хо-
зяйственной деятельности.

Рис.  3. Обратная зависимость значений суммарного  
мультипликатора k от величины среднего значения  
акселераторов a по регионам России, включая Костром-
скую (1), Омскую (2) и Сахалинскую (3) области
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Abstract. The opportunity of objective evaluation of invariant characteristics of socio-economic 
development of regional level territories is considered. The first integral functions of solutions of 
differential equations on macroeconomic parameters are used for the evaluation. Model equations are 
established from the Legendre tangential transformation formula of analytic functions under some 
natural limitations that take into account the persistence of the regional environment of economic 
activity. Economic environment parameters and connected integral characteristics reveal genetic 
peculiarities of a regional system. They are some latent economic indices taking into account the local 
infrastructure, production and management. The indices allow assessing and comparing territories 
on their potential of economic development. The model is realized for quantitative analysis of the 
connections of the domestic investments with industrial and agricultural production volume for the 
regions of Russian Federation for the period 1999–2012. Different types of general and regional 
invariants are determined as criteria of economic interaction efficiency using the model. Analysis of 
investment efficiency into the industry and agriculture and economic diagnostics of the regions are 
carried out based on calculated value of economic environmental transformations and their effect on 
the evaluation function.
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