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1. ВВЕДЕНИЕ

Математические методы поддержки принятия управленческих решений представляют со-
бой быстро развивающуюся область исследований, цель которых – наиболее адекватное преоб-
разование экспертных оценок альтернативных вариантов управленческих решений в числовую 
форму, удобную для окончательного логического или математического анализа.

Стандартная постановка задачи принятия решения предполагает оценку имеющихся аль-
тернатив x x, ..., n1  и последующий выбор лучшей. В сложных случаях оценка выполняется с ис-
пользованием вспомогательных критериев f f, ..., .m1  В идеальном случае наилучшая альтерна-
тива должна являться точкой максимума (минимума) всех критериев. В реальности же критерии 
f f, ..., m1  достигают своих максимумов (минимумов), как правило, в разных точках множества 
x x{ , ..., },n1  поэтому выбор наилучшей альтернативы затрудняется. В этом случае оказывается 

полезным принцип Парето-оптимальности, основанный на сравнительном анализе вектор-
ных оценок ( )f x f x( ), ..., ( )m1  альтернатив ∈x x x{ , ..., }.n1  Он позволяет исключить из множества 

x x{ , ..., }n1  заведомо непригодные альтернативы и сузить его до так называемого Парето-оп-
тимального множества P (Подиновский, Ногин, 2007; Лотов, Поспелова, 2008; Miettinen, 1999; 
Ehrgott, 2005). Наилучшая альтернатива автоматически оказывается принадлежащей множеству 
P. Один из методов дальнейшего выбора наилучшей альтернативы из альтернатив множества P 
основан на использовании обобщенного скалярного критерия
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Аннотация. В стандартном подходе к решению многокритериальных задач с использованием 
линейной свертки критериев матрица-столбец ϕ из оценок альтернатив находится как про-
изведение матрицы F, содержащей критериальные оценки альтернатив, на матрицу-стол-
бец ω из важностей (весов) критериев. Вес каждого критерия предполагается одинаковым 
для всех альтернатив. Однако реальная важность одного и того же критерия для различных 
альтернатив может иметь существенно разные значения. В силу этого корректный выбор ве-
сов требует детального анализа информации о важности каждого критерия для каждой аль-
тернативы. В данной работе такой анализ сведен к решению бесконечной последовательно-
сти многокритериальных задач, описывающих взаимное влияние весов критериев и оценок 
альтернатив друг на друга. Показано, что процесс взаимодействия приводит веса ω и оцен-
ки ϕ к логически согласованным результирующим значениям, которые являются главными 
собственными векторами матриц взаимодействия WF и FW, где W – матрица, состоящая из 
важности каждого из критериев для данной альтернативы. С содержательной точки зрения 
рассматриваемое взаимодействие представляет собой сложный логический процесс согла-
сования представлений эксперта о ценности альтернатив с его представлениями о важно-
сти критериев. Формальная сторона этого процесса отражена в операциях многократного 
перемножения матриц W и F. В случае когда важности критериев не зависят от альтернатив, 
предлагаемый алгоритм автоматически переходит в исходный алгоритм ϕ = Fω.
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представляющего линейную свертку критериев f f,..., m1  с положительными весами ω ω,..., m1  
(Лотов, Поспелова, 2008; Miettinen, 1999; Ehrgott, 2005). Значения φ φ,..., n1  критерия (1) в точках 
x x,..., n1  представимы в матричном виде
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и обладают важным полезным свойством – при любых ω ω,..., m1  максимальное (минимальное) 
из значений φ φ,..., n1  соответствует альтернативе из Парето-оптимального множества P. В силу 
этого задание весов ω ω,..., m1  критериев f f,..., m1  эквивалентно выбору одной из Парето-опти-
мальных альтернатив. При разумном задании весов, отражающем точку зрения эксперта, такая 
альтернатива может рассматриваться в качестве наилучшей.

Указанный подход к оценке альтернатив не свободен от недостатков (Подиновский, Ногин, 
2007; Лотов, Поспелова, 2008; Ehrgott, 2005). В частности, перебор возможных значений весов 
ω ω,..., m1  не гарантирует перебора всех альтернатив множества P. Однако простота алгоритма (2) 
привлекательна и способствует использованию обобщенного критерия в виде линейной свертки 
в различных многокритериальных методах (см., например, (Triantaphyllou, 2002; Belton, Stewart, 
2002; Hwang, Yoon, 1981; Rosenthal, 1985)), среди которых несколько вариантов метода анали-
за иерархий, широко известного как Analytic Hierarchy Process (AHP) (Саати, 1980; Saaty, 1980; 
Belton, Gear, 1983; Schoner, Wedley, 1989; Schoner, Wedley, Choo, 1993; Barzilai, Golany, 1994; Saaty, 
1994). С математической точки зрения эти методы отличаются друг от друга только способом 
нормировки критериев f x f x( ),..., ( )m1  и их весов ω ω,..., .m1  Например, в стандартном AHP (Саа-
ти, 1980; Saaty, 1980) веса критериев и критериальные оценки альтернатив x x,..., n1  нормируют-
ся условиями
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автоматически гарантирующими аналогичную нормировку

 ∑φ =
=

1k
k

n

1

 (4)

результирующих оценок φ φ,..., n1  альтернатив.
Общей проблемой, возникающей перед пользователями этих методов при решении конкрет-

ных задач, является выбор весов ω ω,..., m1 . В обычной интерпретации вес ωi трактуется как важ-
ность (или пригодность) критерия fi для оценки всей совокупности альтернатив x x, ..., .n1  Поня-
тие важности критерия относительно совокупности альтернатив в различных методиках оценки 
весов (Hesham, Salih, 2008; Choo, Schoner, Wedley, 1999; Lootsma, 1999; Анохин и др., 1997; Barron, 
1992; Stillwell, Seaver, Edwards, 1981; Saaty, 1980) воспринимается, в конечном итоге, на интуитив-
ном уровне1.

Это понятие, однако, не является простым, поскольку для различных альтернатив 
∈x x x{ ,..., }n1  один и тот же критерий fi может иметь различную важность ωi(x), в силу чего ито-

говая важность (вес) ωi представляет собой некоторую усредненную величину.
Пример. Пусть выбирается способ передвижения из Москвы на Дальний Восток. Альтерна-

тивы – воздушный транспорт (самолет), наземный транспорт (поезд). критерии оценки – время 
в пути, стоимость и комфортабельность. При выборе воздушного способа передвижения самым 
важным критерием его оценки является время в пути, а при выборе передвижения наземным 
транспортом – стоимость билета.

1  Мы не касаемся здесь подходов к формализации понятия важности критериев, использующих дополнительную вне-
критериальную информацию для сравнения векторных оценок любых альтернатив, в том числе и принадлежащих 
Парето-оптимальному множеству (см., например, (Подиновский, 2007)). При наличии такой информации привле-
чение обобщенного критерия для выбора наилучшей альтернативы становится излишним.
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Видим, что важность критериев существенно зависит от альтернатив. В то же время резуль-
тирующие важности критериев (веса) от альтернатив не зависят. Детально этот пример мы про-
анализируем в разд. 2, а пока отметим, что в данной ситуации интуитивного восприятия ре-
зультирующей важности критериев явно недостаточно для корректной оценки весов критериев, 
а следовательно, и альтернатив. корректный подход к выбору весов требует анализа информа-
ции о важности каждого критерия для каждой альтернативы2.

В данной работе такой анализ сведен к решению бесконечной последовательности много-
критериальных задач, описывающих взаимное влияние весов критериев и оценок альтернатив 
друг на друга. Показано, что процесс взаимодействия приводит веса ω ω,..., m1  и оценки φ φ,..., n1  
к логически согласованным результирующим значениям, которые образуют главные собствен-
ные векторы матриц взаимодействия WF и FW, построенных из матрицы важностей критериев
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и матрицы критериальных оценок альтернатив
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В разд. 2–3 предлагаемый метод оценки альтернатив формулируется применительно к стан-
дартному AHP, в разд. 4 – для произвольных многокритериальных методов с линейной сверт-
кой критериев. Показывается, что, в случае когда важности критериев не зависят от альтерна-
тив, предлагаемый алгоритм автоматически переходит в исходный алгоритм (2).

2. МОДЕЛИрОВАНИЕ ВЗАИМОДЕйСТВИя МЕЖДУ крИТЕрИяМИ 
И  АЛьТЕрНАТИВАМИ

Пусть A – некоторая проблема, x x, ..., n1  – альтернативные варианты ее решения, f f, ..., m1  – 
критерии оценки вариантов. Сформулируем по отношению к проблеме A следующие две мно-
гокритериальные задачи с линейными обобщенными критериями.

Первая задача – стандартная: оценить альтернативные варианты x x, ..., n1  решения пробле-
мы A, предполагая известными критериальные оценки f x( )i k  альтернатив ∈x x x{ ,..., }k n1  каж-
дым из критериев ∈f f f{ ,..., }i m1  и веса ω ω,..., m1  всех критериев. Ее решение дается формулой (2) 
и может быть записано в матричном виде

 φ = ω� �F ,  (7)

где F – матрица критериальных оценок (6),
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При использовании нормировок (3)—(4), принятых в стандартном AHP, результирующие 
оценки φ φ,..., n1  будут автоматически нормированными на 1.

2  Необходимость учета взаимосвязи весов критериев с составом и видом рассматриваемых альтернатив неоднократ-
но обсуждалась в (Подиновский, Потапов, 2013; Edwards, Barron, 1994; Schoner, Wedley, 1989; Wang, Luo, 2009; Belton, 
Gear, 1985). 
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Вторая задача – обратная: найти веса ω ω,..., m1  критериев f f, ..., ,m1  предполагая известными 
оценки альтернатив φ φ,..., n1  и важности ω x( )i k  каждого из критериев ∈f f f{ ,..., }i m1  для оценки 
каждой из альтернатив ∈x x x{ ,..., }.k n1 . В этой задаче альтернативы x x,..., n1  выступают в качестве 
естественных критериев оценки элементов f f,..., ,m1  числа φ φ,..., n1  – в качестве весов этих кри-
териев, а важности ω x( )i k  – в качестве критериальных оценок элементов f f,..., .m1  В силу этого 
для ее решения применим алгоритм (2), а решение представимо в виде

 ω = φ� W ,  (9)

где W – матрица важностей критериев (5), ω�  и  φ�  – матрицы-столбцы вида (8). При использо-
вании нормировок
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искомые веса ω ω,..., m1  будут автоматически нормированными на 1.
Полученные уравнения (7) и (9) описывают взаимное влияние критериев и альтернатив друг 

на друга. Это влияние можно рассматривать как циклический процесс
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В разд. 3 мы покажем, что такой процесс приводит числовые оценки альтернатив и критери-
ев в состояние равновесия (логической согласованности). Значения оценок в состоянии равно-
весия легко найти из условий равновесия – их неизменности в процессе циклического обхода 
(10). Согласно (7), (9) это условия имеют вид:

 ω = ω� �WF ,  (11)

 φ = φ� �FW .  (12)

Из (11), (12) следует:
− результирующие оценки альтернатив x x, ..., n1  образуют собственный вектор φ�  матрицы 

FW, соответствующий ее собственному значению, равному 1 (поскольку матрицы W, F и WF яв-
ляются стохастическими, такое собственное значение у матрицы WF всегда существует (гант-
махер, 1988, с. 360);

− веса критериев f f, ..., m1  образуют собственный вектор ω�  матрицы FW, соответствующий 
ее собственному значению, равному 1;

− уравнение (12) содержит в себе полный алгоритм решения задачи многокритериальной 
оценки альтернатив с использованием линейной свертки критериев (в рамках стандартного 
AHP);

− уравнение (12) обобщает собой исходный подход к многокритериальной оптимизации (7).
Последнее утверждение становится очевидным, если учесть, что в исходной трактовке урав-

нений (2) и (7) вес каждого критерия f f, ..., m1  предполагался одинаковым для всех альтернатив 
x x, ..., .n1  Этому случаю соответствует матрица важностей критериев W с матричными элемента-

ми ω = = ω = ωx x( ) ... ( ) ,i i n i1  =i m1,..., .  Для такой матрицы имеют место тождественные равенства
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m m m m

1 1 1 1

 ω ≡ ω� �WF ,
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в силу которых (12) автоматически превращается в исходное равенство (7), а (9) – в тождество 
ω ≡ ω� �.  Отсюда следует, что алгоритм (12) является обобщением алгоритма (2), (7) и открывает 
возможность для дифференцированного подхода к оценке степени пригодности каждого из кри-
териев для оценки каждой из рассматриваемых альтернатив.

В качестве иллюстрации применим этот метод к решению сформулированной выше задачи 
о передвижении по маршруту Москва – Дальний Восток, в которой важности критериев (время 
в пути, стоимость и комфортабельность) существенно зависят от способов передвижения. Пусть 
матрица критериальных оценок способов передвижения (в соответствии с известными стоимо-
стями билетов и временем в пути) имеет вид

F

Оценка стоимости

Оценка комфортабельности

0,9 0,2 0,6

0,1 0,8 0,4

– воздушный путь,

– наземный путь.

Оценка времени в пути

–

–

↓ ↓

=











↑

(Здесь учтено, что критериальные оценки тем выше, чем меньше время в пути и стоимость 
и чем больше комфортабельность.) И пусть с точки зрения лица, принимающего решение, ма-
трица важностей критериев имеет вид:

↓

=













↑

W

Важность критериев при выборе воздушного пути

0,7 0,2

0,2 0,6

0,1 0,2

— время в пути;

— стоимость;

— комфортабельность.

Важность критериев при выборе наземного пути

(Здесь учтено, что при выборе воздушного способа передвижения самым важным критерием 
является время в пути, а при выборе наземного способа передвижения – стоимость.) Тогда для 
результирующих оценок альтернатив и результирующих весов критериев получаем:

=











⇒ φ =












�FW

0,73 0,42

0,27 0,58

0,609

0,391

(11)

 

— оценка передвижения воздушным путем;

— оценка передвижения наземным путем;

=













WF

0,65 0,30 0,50

0,24 0,52 0,36

0,11 0,18 0,14

— вес критерия "время в пути";

— вес критерия "стоимость";

— вес критерия "комфортабельность";

3. МЕХАНИЗМ ЛОгИЧЕСкОгО САМОСОгЛАСОВАНИя ВЕСОВ крИТЕрИЕВ  
И ОцЕНОк АЛьТЕрНАТИВ В  ПрОцЕССЕ ИХ ВЗАИМОДЕйСТВИя

Покажем, что циклическое взаимодействие (10) приводит критерии f f, ..., m1  и альтернати-
вы x x, ..., n1  в состояние равновесия (логической согласованности) с фиксированными значе-
ниями их обобщенных числовых оценок. Для этого предположим, что на некотором шаге этого 
процесса критерии f f, ..., m1  имели оценки (веса) �ω .0  Тогда в соответствии с (7), (9) в результате 
одного циклического обхода (10) их веса станут равными ω = ω� �WF .1 0  После второго обхода они 
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примут значение � � �ω = ω = ωWF WF( ) ,2 1
2

0  а после обхода k – значение � �ω = ωWF( ) .k
k

0  Матрица WF 
является положительной стохастической. Поэтому для нее справедливо следующее утверждение 
(гантмахер, 1988, с. 367): существует =

→∞
∞WF WFlim ( ) ( ) ,

k

k ( )  причем предельная матрица состоит 

из одинаковых столбцов �ω,  таких что � �ω = ωWF ,  и представима в виде �� �= ω =∞WF e e( ) , (1 ... 1).( )  
Учитывая это, получим � � � � �ω = ω = ω = ω ω∞

→∞
∞WF WF elim ( ) ( ) .

k

k
0 0 0

Поскольку матричные элементы матрицы-столбца �ω0  нормированы на 1, то ��ω =e 10  
и  � �ω = ω∞ .  Отсюда следует, что � �ω → ωk  при → ∞k  и  � �ω = ωWF .  Это означает, что в результате 
циклических обходов (10) оценки критериев f f, ..., m1  приближаются к пределу �ω,  удовлетво-
ряющему условию равновесия (11). Аналогичные рассуждения справедливы и применительно 
к альтернативам x x, ..., .n1

Заметим, что циклическая процедура (10) представляет собой чрезвычайно сложный логи-
ческий процесс согласования представлений эксперта о ценности альтернатив с его представле-
ниями о важности критериев. Формальная сторона этого процесса отражена в операциях мно-
гократного перемножения матриц W и F.

4. ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ

рассмотренная выше модель взаимодействия критериев и альтернатив была сформулирова-
на применительно к методу анализа иерархий с нормировкой весов критериев и оценок альтер-
натив в виде (3)—(4). Общий случай (2) многокритериальной оптимизации с линейной сверткой 
критериев отличается от рассмотренного выше только условиями нормировки. При отличии 
нормировок от (3)—(4) для матриц весов критериев и оценок альтернатив в состоянии равнове-
сия (логической согласованности) вместо (7), (9) будут иметь место равенства

 � �φ = ωF ,*  � �ω = φW*  (13)

в которых матрицы � �φ φ, *  и � �ω ω, *  связаны друг с другом нормировочными множителями:

 � �ω = αω,*  � �φ = βφ,*  α > β >0, 0.  (14)

В результате условия равновесия критериев и альтернатив (11), (12) принимают вид

 � �φ = λ φFW ,max  (15)

 � �ω = λ ωWF ,max  (16)

где λ = αβ.max  Легко убедиться, что число lmax представляет собой наибольшее (главное) соб-
ственное значение матриц WF и FW, а матрицы-столбцы � �ω φ,  представляют собой главные соб-
ственные векторы этих матриц3.

Уравнения (15), (16) не являются независимыми:

� �ω = λ ωWF max  ⇒  � �ω = λ ωFWF Fmax  ⇒
(13)

 � �φ = λ φFW max* *  ⇒
(14)

 � �φ = λ φFW .max

В силу этого возможны две эквивалентные формулировки многокритериальной задачи с линей-
ной сверткой критериев для вычисления оценок альтернатив �φ.  Первая формулировка содержит 
только уравнение (15). Вторая представляет стандартную формулировку (2), дополненную урав-
нением (16) для весов критериев

 

� �

� �

φ = ω

ω = λ ω









F

WF

;

.max  (17)

3  Не нарушая общности, можно считать, что матрицы W и F – положительные. Тогда WF и FW также положитель-
ные матрицы. Поэтому положительные собственные векторы ω�  и φ�   – главные собственные векторы этих матриц 
(гантмахер, 1988, с. 342).
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В случае когда вес каждого из критериев одинаков для всех альтернатив, второе из уравнений 
(17) обращается в тождественное равенство ω ≡ ω  (см. разд. 2) и система (17) принимает исход-
ный стандартный вид (7). Это означает, что алгоритм (15) (или (17)) обобщает собой алгоритм 
(2), (7). При его использовании трудно формализуемая задача выбора весов критериев относи-
тельно всей совокупности альтернатив сводится к простой оценке важности каждого критерия 
для каждой из рассматриваемых альтернатив.
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Abstract. Multicriteria decision making models need to evaluate a finite set of alternatives concerning 
multiple criteria and to evaluate each criteria and all the alternatives. If criteria of importance depend 
essentially on the alternatives then the second problem is very difficult. In this article, we propose 
some algorithm to obtain criteria weights from a set of local criteria weights for each alternative. 
This algorithm is based on criteria-alternatives interactions and derived weights as the solution of 
the eigenvector problem for some interaction matrix. The obtained criteria-alternatives interaction 
algorithm may be used to modify any original MCDM method based on an additive scalar criterion. If 
criteria are independent from alternatives, the criteria-alternatives interaction algorithm automatically 
takes the original form.
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