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распределения заработной платы

S1

этого составляется спецпальная таолпца. Ра(?ота по составленпю такой
Л1ЩЫ д дзучендю возможности ес пспользовання ведется coBJiecx^Q, ^ V с

методов в эконододе
^РУД.а,

раторпеи математических п статистпческпх
в НИИ труда.

У

0-

известных функций полпномов первого и второго порядка от In xmin ( i”),
(20), (21). В небольших областях изменения аргумента эти фупкщш
обычно хорошо приближаются лпнейпыми функциями.

Проведенные в НИИ труда по данным формулам расчеты по несколь
ким отраслям для ряда значений xmin подтверждают это предположение.
Для каждой отрасли точки с координатами 5min, тп легли на одну прямую-
и, кроме того, значения тп, рассчитанные по формуле (17), далп хорошее
совпадение со значениями средней заработной платы, определенными по
эмпирическим данным за предыдуш,пе годы (см. табл. 2) *. Точно так же
и функция

словно предположим, что имеется десять пнтсрад^и
душевому доходу и десять интервалов грутшровки цгч
Номер столбца означает соответс1в\^й\т\^ ^
НОД платы, номер строки —пнтеппятт^т^х^' ^^^ Размеп»
Числа «о,.- (/ = 1 т\,
полные ЧЙСЛенностп работаюшпх^^т-'лт строке
ходптся в/-М интервале Кажлыд’д^ р заработной лтлдугг
пчгппряеление ияботчтп^4 столбцов 1, .. . ,
распределенле^аоотагощпх с указанной заработной платой, т. с. коэффн-
циенты 1сц (г 1, . . . , 10; / = 1, . . . , W) показывают долю работающих,
получающих заработную плату в ;-м интервале д находящихся в г-м ин
тервале по душевому доходу. Следовательно, зная щ, j  п коэффи
циенты kij, мож^ определить mj = noj-kij — численности работающих,
получаюЩ^^ заработную плату в /-м интервале п находящихся в г-п груп-

t = схр |ci In Хт\п Сг)

*очень близка к лкнсниой функции от Хщш-
Это дает возможность представить тп п t в виде линейных фупкци!!

■ОТ Xmin-

^ — р1 Ч“
(22) 10

t — р2 + a2Xmin-

Коэффициенты Pi, р2 п oi, eta, можно определить по двум точкам
(скажем, кра1шпм) рассматриваемого интервала изменения Хтш- Если рас
сматривались значения Xi щш, Х2 min,. . . ,Xk mm, то

— ^1 min rain
P

пе по душевому доходу. Отсюда легко получпть и л,о = ^ (^ = К ■ ● ●
;=1

.. . , 10) - число работающих для каждой группы по душевому
доходу. Далее, коэффициенты ki, стоящие в первом столбце таблицы,
представляют для каждой группы по душевому доходу отношение числа
работающих к числу семей Ni, находящихся в этой группе дзшхевого до
хода. Поэтому с помощью этих коэффициентов можно перейти от числа
работающих Що к числу семей Ni, имеющих данный душевой доход. Та-

образом, если мы знаем, как изменится на плановый период распре
деление работающих по заработной плате, т. е. можем определить новые
численности noj работающих в каждой группе по душевому доходу, то,
зная матрицу описанных выше коэффициентов, можем определить новые
чпсленности лю работающих в каждой группе по душевому доходу, а за-

коэффициентам 1а определить чпсленности семей Ni, находящиеся

полное

KHM

тем по

i =n
min min mm min

Pk^l mm Pi min
(23)

Ph — Pi
az =

min ^1 min ^1 min min

где mi, mii, pi, Pk, K, '^h — значения m, p и t, соответствующие  значениям
2^1 min, Xk min-

Представление средней заработной платы т п уровня  t в виде линей
ных функций от значеппя Жтш дает удобный аппарат для прогноза п ис
следования поведения этих величин.

4. Аппроксимация распределения заработной платы логарпфмпчески-
нормальноп функцией открывает возможность новых подходов к изуче
нию вопроса о формировании распределения семей по душевому доходу.

Полученные простые связи между осповиымп параметрами распреде
ления: средпей заработной платой л?, и минимумом заработной платы a;min,
между агщщ и долей работающих р{Т), получающпх ниже некоторого иыто-
ресующего нас уровня заработной платы Т, побуждают нас пскать пути,
которые позволплп бы непосредственно оценить влияние изменения пара
метров распрсделенпя заработной платы па распределение по душевому
доходу.

Как показали расчеты, проведенные в последнее время в НИИ труда
(по данным для различных областей СССР), фактическое распределение
по доходу хорошо приближается логарифмически-нормальноп функцпе1г
раелределеипя, отклонеппя накопленных частот эмпирического и теорети-

распределений составляют не более 2—3% (точность получается
лучшая, чем при аппрокепмацпп распределения по заработной плате)-.

Поэтому один из возможных подходов к решению задачи о непосредст-
распределеипя по заработной плате к распределению
состоит в иепосредственном переходе от распределе-

ческого

венном переходе от
по душевому доходу

)

каждой группе по доходу, или, другими словами, перептп к распределе-
j семей по душевому доходу.
В заключение я хочу тоблагодарить В. А. Волконского, предложив-

тему данной работы, за постоянное внимание при ее выполнении,
М. Римашевскую за помощь при проведении всех необходимых

и
нию

шего
а также
расчетов.
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и МАТБЫАТНЧЕСБНЕ МЕТОДЫ

МЕТОДЫ БЛОЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Е. Г. ГОЛЬШТЕЙН

(Москва)

i

Б настоящее время для анализа ряда частных моделей линейного про
граммирования созданы специальные алгоритмы, значительно более эффек
тивные по сравнению с общими методами линейного программирования.
Б качестве примера можно отметить транспортную задачу и некоторые
модели транспортного типа. Любой из специальных алгоритмов линей^го
программирования основан на достаточно полном учете особенностей
матрицы условии соответствующей задачи. Поэтому даже
изменение условий задачи делает его, вообще говоря
ее решения. Возникает вопрос: можно ли приспособить
тайный для некоторой специальной модели линейного
к анализу задач, близких к этой модели, но не ■
мы, с помощью которых специальные алгоритмы
более общие типы задач, относятся к так

незначительное
неприменимым для
алгоритм, разрабо-
программирования,

совпадающих с ней. Прие-
распространяются на

называемому блочному прогр

I

ам¬мированию.
В данной работе изучается задача линейного программирования вида

(С, X) max,
АХ=^В,

(1)

(2)

(3)

(4)
Здесь Л и — матрицы размеров m X т? w чу

В, BW С-векторы соответственно с т т, п ^ соответственно;
ный вектор неизвестных. Предполагается, что ^ ~ п-иер-
ную структуру (например, блочно-диагональную или  ^ ^  специаль-
ственно облегчающую анализ линейной задачи г транспортную) суще-
методом блочного программирования здесь поним^^^^^^^

основанный на анализе ряда лине^ых
(3), (4). Ниже, предлагается достаточно общий
методов блочного программирования. Соотв
блочного программирования содержит
ложения [1]. В него

алгоритм решения
задач с условиями

подход к формированию
^  отствующий класс методов

входят также блочные" известный метод раз-
дов линейного программирования. На осиово п конечных мето-
ставляются более гибкие (по сравнению с подхода со-
логичными ему методами) BbiqncnHTenbHbip^pv?^^*^^* разложения и ана-
рования схемы блочного программи-

I. ДВОЙСТВЕННЫЙ ПОДХОД к БЛОЧНОМУ ПРОГРАММИРОВАНИЮ

1. Все дальнейшие рассуждения будут проводиться применительно к
К задаче линейного программирования вида (1) —(/л При этом ранг мат
рицы без ограничения общности считается ^равным 7711 , условия (3),
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(4) предполагаются совместиыми. Ниже нам понадобится эквивалентная
формулировка задачи (1) —(4), предложенная в [1].

Обозначим через G вьшуклое многогранное множество, определяемое
условиями (3), (4). Будем называть элементами G точки X^G ж единич
ные направляющие векторы лучей, содержащихся в G. Элемент, совпадаю
щий с вершиной множества G или идущий вдоль неограниченного ребра G,
назовем крайним. Каждому крайнему элементу Xv поставим в соответствие

\  / AXv
и число (Tv = (С, Xv)t где 8v равно 1 или О\ вектор Pv =

в зависимости от того, является ли Ху вершиной G или направляющим век
тором неограниченного ребра этого множества. Применяя к множеству G
пзвестную теорему о представлении, нетрудно проверить, что задача

может быть сформулирована в следующей эквивалентной форме:

SvSv

i
N

2 Ov^v-^max.
V=1

(5)

N

2 Pv^v — -S, (6)
v^l

(7)Zy ^ 0, V = i, 2, . ..,

Здесь Б = Xy{v = 1,2, . . . , Л^) — полный набор крайних
эле-

G.
^^^^Задачу (5) —(7), эквивалентную задаче (1) —(4), условимся в дальней
шем называть ^-задачей. V /Г <

Перенумеруем для удобства крайние элементы Ху таким образом, чтобы
,те Ni векторов Xv отвечали вершинам множества G,  а остальные
лт _ неограниченным ребрам этого множества. (Если  G — ограничен-

^  N-Ni = 0.)
такженое множество,

рассмотрим 2^-задачу, двойственную по отношению к 2^-задаче

(8)(В, Л) = (В, л) 4- я. mm,

(9)V = 1, 2, . . ., Ni,

— Ni i, . .., N,
(Ру, л) 4" я ^ Ov,

(10)(Ру. А) ov. V

;г= (Л, я), л == (Я1, Яг, . . . »^)-
гг ..пльку линейная форма (8) подлежит минимизации, то при фикси-
JiaoM Л, удовлетворяющем требованиям (10), число  Я следует выби

ло меньшим,
систему условий (9) можно заменить соотношением

Поэтому

где Л

Р“Г/озмо»яо

[ov — (Pv, Л)] = Я. (11)max
l<v<N,

г  тч.,ттолраий числа (Jv и вектора Ру имеем бу — {Ру, Л) — (С — Л^,
Из “де “рез Сл обознатен вектор С^ = С-ЛА.

^''■^сГеД>да’’'“ЬНо, соотношение (И) можно переписать в виде

{Са, Ху) = Я. (12)шах

6*
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Приведенные рассуждения показывают, что задача мпппмизацпп
функции

шах (Сл, -Xv) ~{~ (-^j А)

при условиях (10) эквивалентна 2-задаче (8) — (10).
2. Пусть R — множество точек Л, для которых

(13)

sup (Сл, X) = шах {СА, X) <
-X6G ^6g

рассмотрение функцию /(Л), определяемую на множестве Л

(14)оо.

Введем в
соотношением

/(Л) = тах(Сл, X) -f (5, Л)x6g ' (15)
И равную оо вне этого множества.

Проверим, что R (в случае,
многогранным множеством,
(10). С

если оно не пусто)
которому соответствует

этой целью перепишем неравенства (10)

является выпуклым
система условий вида

в эквивалентной форме
(Сл, Zv) ^ о, =  -f 1, . ..у

(16)
Любую точку X^G можно представить в видеN Ni

Х = 2 XvZv; 3 zv = 1, V
(17)V=1

Поэтому при соблюдении условий (16)

{СА, X) ^ тих {СА, Jv) < оо
Если г

(Сл, Х^,) > О

Поскольку Х(0) е G для любого 0 > О,
Итак, множество R

же для какого-то номера v

действительно(10)

n лрдаагтт^
, то, полагая X{Q) = Xi

определяется

оо.
оо.

системой н
.

еравенств

непустым. ^ ротивиое) множество R ^'Задачи. В даль-

Пусть Л е Л. Из цредставлопия (17) получаем -ься
f (Л) — (5, Л) = max (Сл, X) =

X-6G ’

задача МЯ^ (if\\

многограннрмао^стве л .Если ш1/(Л) = —оХ ^^°°таошением (15)
лед^ ^ то

(Поэтому

с

, как следует ич '
п элемености, Z- ^ ^задача (5) н

18)

во-
на

тов

одного плана. т. е
—(71

исходной задачи '
Если же

теории двойствен-

Условия (2) —(4)

согласно (12) и (18)
ивляется

.

ТО

решением 2

е имеет ни
.  - , противоречивы.

_  =min/(A) = /
вектор Л* = (д* ^дачи. ’ '

(Л-)

при X- = /(Л-) - (В, Л-)
-за-



МЕТОДЫ БЛОЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 85

В (т + 1)-мернол1 пространстве точек (Л, Xm+i) каждая вершина
Xv (v — 1, 2, . , . , N{) множества G порождает гиперплоскость П-^, опреде
ляемую уравненпем

(%г>т^{ЛХ,-В, Л) = (CiXv).
уравнение (19) можно переписать в эквивалентном виде

Xm+i = (Ga, Xv) + (5, Л).

19)

(20)

В этом же пространстве направляющий вектор Xv (v  — iVi + 1, .. . , N)
каждого неограниченного ребра многогранного множества G порождает
гиперплоскость определяемую уравненпем

(^Xv, Л) = (С, Ху), (21)
жлп, что то же самое;

(22){Са, Ху) = 0.

Гиперплоскость Ну пересекает ось Xm+i при 1 ^ v iVj и параллельна
этой оси при Л^1 -{- 1 ^ V IV.

Определим в рассматриваемом пространстве множество М, состоящее из
точек (Л, Am+i), для которых

(23)я™+1>/(Л),лед.
в силу (18) дервое условие системы (23) можно переписать в виде

K+i > {СА, Xv) + (Л, Л), Л- = 1, 2 Ni.

Второе соотношение (23), как мы знаем, эквивалентно системе условий
(10) или, что то же самое, (16). Следовательно, Л  — многогранное множе
ство, которое совпадает с общей частью полупространств (24) и ЦЬ),
порождаемых гиперплоскостями Hy{v = 1, 2,...,N). Из услов:^ (2d),
определяющих множество Л, вытекает, что задача минимизации функции
у (Л) на множестве Л равносильна выбору «наинизшеи» (в смысле оси

(24)

Ят+i) точки множества Я.
Поверхность Xm+i=-^f{X), ХвЯ совпадает с частью границы выпук

лого многогранного множества Я. Поэтому /(Л) — кусочно-линеиная вы
пуклая вниз функция, определенная на Я.

резюмируем полученные выводы.
Теорема I. Анализ Z-задачи (8)-(Ю) зквивалентен: i) минимизации

еыпуплой вниз кусочно-линейной функции /(Л), заданной на выпуклом
миозозранном множестве R, где /(Л) и й определяются условиши (\Ъ)

2) выбору «наинизшеи» {в смысле оси Хт+О
"  общей части полупространств (24)

● 'g.... —...
разделении системы условий „„„ка блочной задачи-част-

При тлнэв 2-эадали
множества Я, которые расположены на Р

Ят+1 = /(^Ь

(16) соответственно; либо
точки многогранного множества R —
и

только такие точки

(25)

Пусть Л'= (Л' XW.) е Л - произвольная точка поверхности (25).
Выделим те из гиперпл^с^отей Я. которые проходят черев точку Л. Ив
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уравнений (20), (22) п определения функции /(Л) вытекает, что элемент
Xv, порождающий одну из искомых гиперплоскостей, должен удовлетво
рять условию

^+1 — (Сл', Xv) + [В, Л') = шах {СА', X) -]- {В, .V) (26)
X5G

если 1 ^ V ^ Л^1, и
(Сл', Xv) — о, (27)

если iVi + 1 ^ V ^ iV.
Пусть Ga — множество решений задачи

(Сл, Х)-»-тах,
хес,

(28)
(29)

^v, удовлетворшо-
Чтгрмо?г-г У ^ ^ является вершиной многогранного множества ^л'-

т.””га"г'бТТ™~™"2"™" «●

точке Л и не параллельная оси Ее уравнение
Rлшожества

имеет вид
Wi + (S,A-A') = 4+i, (30)

и —' (**’ — , Sm).

ГГдГн’ео"™ наиравля.в,ий век-
направляющих векторов гипеиттлпрт^ - Р^^^'^^яьиой комбинации
Направляющий век?о”р ги^ ”™ Н
(19), равен 5v = {ЛХ„ ~ В °°Р®Д®ляемой уравнением
^v, отвечающей уравнению ’ (ii) р?в™ =ЪТ7)? ^^^ернлоскости
ь. V V, . Следовательно,

If

~В)+ S ^vAXv; (31)V=1
v=sNi+l

If,

^ = S^V, v = 1,2,. . . ,7V.

можно переписать в виде S =-ЛХ~~

V=1 (32)
Равенство (31)

где
N

^ = 2 zvXV .
(33)V=1

Заметим чтп « «
проходит дерез ТОПКУ Л'Т™

стороны, легко проверить, что гиперплоскость

m+i,

ТОЧКОЙ X б Ga', является опорной

onpen'^JffP

Wi + (АХ — В, А — А') =● V
определяемая любой
^ точке А' Д

^^^^^ocTb
Р Деляемая равенствами

но

(34)
. яя Множества Н
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Аналогично устанавливается, что общий вид гиперплоскостей, опор
ных для R в точке А' и параллельных оси Я.т+1, определяется соотноше
нием

(АХ~В,А-А') =0,

где X — направляющий вектор содержащегося в Ga'.
Объединим в множество Н{А) гиперплоскости, опорные для Я в точке

Л. Полученные выводы можно сформулировать в виде следующего
утверждения.

Теорема 2. Множество Я (Л') состоит из гиперплоскостей вида (34)
(34'), 2^6 X — элемент множества Ga'.

Из теоремы 2 нетрудно получить выражение для приращения функции
/(Л) при достаточно малом изменении ее аргумента.

В достаточно малой окрестности точки А', содержащейся в Л, гипер
поверхность (^5) состоит из кусков гиперплоскостей, принадлежащих
множеству Я (Л'}.

Кроме того, если Л' граничная точка R, то в достаточно малой ее
окрестности граница Л также состоит из кусков гиперплоскостей множе
ства Я (ЛО ● ^ л й 7 л

Поэтому при достаточно малом ео > U и любом заданном I теорема 2
приводит к соотношеншо

(34')

или

/(A'-{-eZ)= sup [х!п+1—{ЛХ^В,г1)]
XGg л/л

О ^ Е ^ Последнее может быть переписано в видегде
/(Л' + е/)-/(Л')

— sup (В — ЛХ, I). (35)
8

Если правая часть (35) конечна, то при достаточно малом е >● О точка
д/ eZ 6 Я, и формула (35) определяет искомое приращение функции
f(\\ Если же правая часть (35) не ограничена, то ири любом е >* О точ-

К' + d^R.
4. Очевидно, точка Л* = (Л*,^*т+1) является искомой «наинизшей»

многогранного множества Л в том и только в том_случае, если ги¬

ка

точкой _
перплоскость Wi = >.*m+i принадлежит множеству Я (Л*), т. е. спорна

точке Л*. Согласно теореме 2 это эквивалентно существованиюЛ в
Лектора Х\ удовлетворяющего условиям

X' б Ga‘,
АХ* = В.

(36)
(37)

что вектор X', подчиняющийся требованиям (36)понятьНетрудно
/37)— решение задачи (1) —(4). Действительно, поскольку X* — ре-

’Хд.-задачи, удовлетворяющее условию (37), то для любого плана
и
шепие
X задачи (1) —

{С,Х) </(Л‘) = (Сл.,Х-) + (Я, Л*) = (С, XI А-
-Ь {В-АХ*, А') = {С.Х*).

В методе блочного программирования, предложенном Данцигом — Вулфом [1],
яжение к оптимуму осуществляется по парам точек (Л, X), удовлетворяющих ус

ловию (37). Соотношение (36) проверяется путем решения Хл-задачи. Как только
^*^0 оказывается выполненным, искомый оптимальный план найден.
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Поясним геометричесхшй смысл метода разложения. Пусть имеется опорный

план Z-задачи с базисом, составленным пз векторов
АХ, \‘sPis = s = 1, 2, . ..

■‘■s

..., m + 1 и базисными компонентами Zeo-
Каждому элемепту Xi^ соответствует гиперплоскость Hi вида (19), если Xig —

вершина G и вида (21), если Xi^ — направляющий вектор неограниченного ребра G.
Пусть (Л, X*) вектор оценок условий Z-задачи относительно данного базиса.

Положим Я= (5, Л). нетрудно проверить, Л= (Л, Я)  — общая точка ги¬
перплоскостей iT(g. Если точка Л б Д,

>8

т. е.
ЛбЛ,

2  — оптимальный план задачи (1) — (4);

Я = /(Л),m-bi

;

(38)
то Z =

 Л — «наинизшая» точка
8=1

Норазрешшшсть проверяются в процессе анализа :^л-задачп.
Обнаружив это мы вв^ат?^п нарушение первого условия системы (38).
перплоскостей вида ^ 2-задачи вектор, который отвечает одной из ги-

^ Если X anSJ Р^зд^^ляющнх точку л и множество я
дачи вводитея аначениэ /(Л) > X, то в базис Z-aa-
разделяющеяЛиЛ соответствует некоторой гиперплоскости вида (19),

зан !дшж2ем к’ Данцига - Вулфа свя-

это. в случае разре“™д™ ™«ПОД» гиперплоскостью Я ^ промежуточные точки Л лежат

(Здесь л- = (Л-,/(Л.)) -«аинюшаю, “оГаТножвс?2‘’^.

ЩИЦ естественн^'попмп^”^^''^^'* блочной задачи подсказывает следую-

вГТуГ.“ —вниз кусонно-линенноц функции /(Л)
граяном множестве Л. ●'v

-Минимизации выпуклой
определенной на некотором много-

во-первю^ функции /(Л) состоит в том, что,
Ш1Я в точке Л леобхоиимп ^ алгоритмически (для отыскания ее зпаче-
дифференцируема не во всех ™Kaf""и cSla во-вторых, эта функция
ции гладких функций в чанном г™ ’ ®'^®«o=“enbHo, методы минимпза-

Остановимся нТпбтноТе ” неприменимы.

Выберем некоторувГ^исходаую точкуТ' функции /(Л),
направление 1\ чтобы пои ппе'гя'глтхтгг,^^ ^ ° попытаемся найти такое
Ленин I' функция /(Л) убываля сдвиге из точки А'  в ианрав
Согласно формуле (35) необхпттимпо ^ такое направление подходящим,
бы данное нанра^ение Гбылп^п^ . условие для того, что-
венства ^ ^ подходящим, состоит в соблюдении нера-

шах {В — АХ,1)со^
Хбо^,

'

(39)

Р^^^А^^одуадм^™^ (39), Обозначим
для любого Henvc'rn. ^ имеется некоторый способ f т.ттбпг»я L^'
правление Г ^ — сиГоба^'выГяим
ленип пу

че-

сто. В последам^^е подходящих направ-
/(Л). Если же HanpaSeLjTp Л точка минимума функции

давление I обнаружено, сдвинемся в точку
= л(г, 00 =A'-f ег.л

Выбор ч
(40)

исла 0' ъ. п -.г,
чиним естественно!;^ ’ Участвующего в формировании
ф(0 =. У требованию; функция

Способ выбора чцсла°Г учпч““ Убывающей при и ^ ̂ ●
и ● удовлетворяющего приведенному выше условию,

(40), под¬точки
скалярного аргумента L
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обозначим через Е. Получив точку Л
р

//

ассуждения и т. д. Итак, задавшись некот^рьшГ If ̂
ходящего направления и Е определения числа В' по1^в1ч ^
убывающую последовательность {/(AW)}. ^^лучаем монотонно

В  последующих разделах будет ух<азан ряд способов  Т п F
щнх к пскомоп нижней грани функции /(Л) ’ приводя-

Ит/(Л^) =ft-»-со

как мы увидим, определяет

т. е. таких, что

= inf/(A). Каждая пара таких способов,лбл
некоторый метод блочного программирования.

На основе этих способов могут формироваться
ные методы блочного программирования,
дачи используются различные способы Т s.E.

Общей чертой методов блочного программирования, укладывающихся
в приведенную схему, является то, что в противоположность MeToirff,
ложения их реализация связана с движением по поверхности (25) ^

комбинирован-
когда в процессе решения

также
sa¬

il. ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ МЕТОДА РАЗЛОЖЕНИЯ

6. Первый процесс решения блочной задачи (1) - (4) на котопом
остановимся, связан с движением по вершинам многогранной ^
(25) или, что то же самое, по вершгшам многогранного
условиями '(10), (24) . Для начала процесса необходимо
перплоскостей Н$1 (i = 1, 2, . .., ш 1), пересечение

искомую вершину Л' =■ (Л', V).
Направляющий вектор гиперплоскости Н-,, идущий внутрь

i?, согласно соотношениям (10) и (24) имеет вид ^
АХ\ — ЕуВ

поверхности
множества Л с

знать m -j- 1 ги-
которых опреде¬

ляет
множе¬

ства

=
(41)6v

где 1{ если
6v — (42)о, V > Nuесли

Пусть {kuliz, h.m-^i) — вектор, идущий параллельно пере
сечению гиперплоскостей Hs„ Яа,, ..., Яа._^, Н

щий острый угол с вектором Us. Очевидно, при соответствующей норми

ровке

..,Яа и составляю-г+Г ● т+1

' о, если а Ф i,
( Ws^> li) — (43)И, если а = I.

Следовательно,
lUijllm+l — {^su ^S2i ● ● ● 1 (44)

Бели последняя компонента U, m+i направления li — (U, Zi, m+i) неот-
TO движение от точки Л' вдоль направления U не уменьшит

зна^^ниГфункцип /(Л). При выполнения этого условия для всех г, т. е.
при ДЛЯ г = 1,2, . . ., w-f 1 (45)

Л' является искомым минимумом. Сделанное заключение вытекает
известного признака оптимальности, используемого  в методе последо-

*^...отгтяого улучшения плана.
^ П рдположим, что многогранное множество R является невырожден-

е в каждой его вершине пересекается ровно т { гнперплоско-ным, ‘Г.

точка
из
в



90 Е. Г. ГОЛЬШТЕЙН

стен Нм. в этом случае для любого i ̂  i ^ т i луч Л' + 0ii, 0^0
содержит ребро этого множества, исходящее из точки Л'. Поэтому
существует такое 0о > 0, что

Л' + Bli б Л,
Пусть условие (45) не соблюдается, т. е. для некоторых i

(46)если

(47)^{, т+1 0.

В силу (46) любое из таких направлений является подходящим, так
imK при достаточно малом 0 > 0 K'm+i = f(A') > /(Л' + ^h) = m+i -f
т~ 04, m+i. Вьгшсление направлении U и выбор среди них подходящих
можно производить не только
РИДЫ lle^ilUi=

ВИЙ Z-задачи (5) —(7), отвечающий крайнему элементу Xv. Действитель
но, как нетрудно проверить,

соотношения (44), но и с помощью мат-из

)-\ где Pv = — вектор усло-
тп+1

= {'V. е
если 7 ^ т,
если 7‘ = нг + 1,

где 6io коэффициенты разложения вектора ограничений В =

дачи (5) —(7) до системе векторов Рд., j = 1, 2, m+1.
{ttJtt’ одно из направлений, подчиняющихся требованию (47)
[  ример, из условия минимальности последней компоненты). Пусть
ТИМ направлением является 1г. Величина 0' шага, который следует сде-
ать вдоль_выбранного набавления 1г, определяется убовием перехода

в вершину Л множества В, соседнюю по отношеншо к А'- Для выбора 0'
р осмотрим параметрическую задачу, которая состоит в максимизации
лпнеинои формы

lii (48)
бгО

за-

(Са'-В1гЛ,Х),
при условии

XeG.

HfPf. г ^ исходного опорного плана одну из вершин Хд^ мно-
гиперплоскости Hsi {i Ф г), применим к задаче

например, [3]^гл™^ параметрического программирования (см.,
метода совпадает с итерацией ме-

жащего вкптптгп ^ри специальном правиле выбора вектора, подле-

1“. НайленГ-! следующих возможностей.
<^троен оппштт.тй ^^мальная положительная критическая точка 0i, и цп-
^^Р^^н^онорныи план задачи (49), (50), оптимальный яри 0, ^ 0 ^ е",

нем на 0 ^ 6 ^ 0i задача (49) , (50) разрешима, цри-
(49) неограничртта точек, а в случае 0 > 0i линейная форма
Щий вектор Уг. множестве G. Одновременно построен направляю-
ограничена ппгт ребра множества G, на котором (49) не-

3° За о t)j.
KpHTHHeSr^in^^ ’ (50|^ разрешима на луче 0^0, который не содержит

Из дредполп!"^^^- Положим в этом случае 0i = оо.
вытекает чтп /Ул/ , невырожденности многогранного множества В

’  ( В1г) — /(Л') ф Qlr,m+l для любого конвчного 0, под-

(49)
зависящей от параметра 0^0,

Выбрав (50)
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чпняющегося условию
(51)

Следовательно, реализация возможности 3®, при которой 0i = оо, ведет
соотношению inf/(Л) == —оо, указывающему на несовместность усло-

Л6К

ВИЙ задачи (●!) —(4). Пусть анализ задачи (49), (50) завершился случаем
1° или случаем 2®. Геометрически это означает, что движение вдоль ребра
множества В. с направляющим вектором 1г приводит на гиперплоскость
lik, порожденную вектором Xh.

В случае 1® вектор Xk отвечает вершине лшожества G; в случае 2 век
тор Xh направлен вдоль неограниченного ребра множества G. Полагаем

= + 0'=^01.
Новая вершина А" образована пересечением гиперплоскостей Н

~  Следующий шаг производят по тем

к

Sil

Яа, Я.,яЯ ®г+1 ’ ■>* ● -1’

же правилам, отправляясь от точки Л . Перед началом шага матрица (44)
новую матрицу, в которой вектор ns^   ~заменен на

преобразуется в
AXh-BhB\

● Делается это с помощью обычных f рекуррентныхfih —
6ft

формул линейного щэограммирования.
^ 8. Как уже отмечалось, в невырожденном случае 0' > О и на каждом

значение функции / (Л) понижается. При наличии вырожден-шаге метода  _
ной ситуации 0' может оказаться равным нулю. В этом случае А" = Л'.
Результат данного шага состоит лишь в переходе к новой системе т i
гиперплоскостей, пересекающихся в точке Л'. Для того чтобы иметь воз
можность осуществить отдельный шаг опнсанного процесса, не предпо-

невырожденность множества Я, следует дополнить условия случаевлагая

По определению 0i — неотрицательное число, которое мол^ет обратить-
случае 2®. При 0i > О обозначим через Xk> опорноетолько вся в нуль

задачи (49), (50) при всех конечных значениях 0, заключенных
и 01. Положим а — — (1гА, Xh') (1г, В). Очевидно,решение

между нулем
а

р(рд а = 1г, т+1 (что всегда справедливо для невырожденной ситуа
ции) или 01 =' О течение процесса определяется правилами, описанными
выше

Если же 01 >0 и а>- 1г. т+и то гиперплоскость Hsr заменяется ги-
ррплоскостыо, порожденной вектором Хд'. Очевидно,  в последнем случае

а' —" о т. е. А' = А .
Правило выбора вектора Х& или Xh', дающее полную гарантию от воз-

жности зацикливания в рассмотренном методе, достаточно громоздко
можно подобно любому аналогичному правилу имеет небольшую
^г>п«тическую ценность. В связи с этим его описание здесь не приводится.
^ 0 Используя формулу (48), легко проверить, что описанный здесь ме-

блочиого программирования сводится к решению Z-задачи методом
чнения оценок, т._е. является_двойственным аналогом метода разло-

ж№ИЯ Матрица’ (Ps„Ps,, Psj„+i ) составляет базис псевдоплана
7  тгя^тт Отрицательная компонента разложения вектора В по базису

доплана ^еделяет вектор подлежащий удалению из базиса,

п

тод

условий 2-задачи, заменяющий Ps^ в базисе, разыскивается в про-
анализа задачи (49), (50).

Метод, близкий к описанному в этом параграфе, был предложен из
соображений в работе [4].

Вектор
цессе

других
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Различие обоих методов обнаруживается только на этапе определения
величины 0'. В работе [4] для этой цели исследуется некоторая задача
дробно-линейного программирования. Способ определения 0', предложен
ный в [4], эквивалентен анализу параметрической задачи (49), (50),

значения 0 = оо. Поскольку таков
путь определения 0' связан с вычислением всех положительных критиче
ских значений, рассмотренный здесь метод, в котором исходное значение
0 = 0, следует признать более эффективным. Отметим, что приведенный
метод является одной из реализаций обп2,ей схемы, изложенной в ц. 5^
при специальных способах Т в.Е.

если отправляться от начального

III. РАЗЛИЧНЫЕ СПОСОБЫ ВЫБОРА ПОДХОДЯЩЕГО НАПРАВЛЕНИЯ

10. Как было указано в п. 5, в основе любого метода блочного програм-
мжнимизацией функции /(Л), лежит определен-лтирования, связанного с

ный способ (или определенные способы) выбора подходящего направле
ния. В частности в двойственном аналоге метода разложения, описанном
в разделе И, выбор подходящего направления производится среди проек
ций ребер многогранного множества й. ^ т

Ниже приводится общая схема формирования способов Г, принадле
жащих некоторому достаточно широкому классу.

Пусть I — произвольное направление, исходящее из точки Л. Введем
функцию

ф(г,Л')= sup {В — АХ,1).

Как следует из соотношения (39), выбор подходящего направлена
построению вектора I, удовлетворяющего неравенству

Ф(г,ло <0.
Выберем произвольное выпуклое многогранное множество М

I =. (^1, ^2, ..., 1ш), подчиняющееся двум требованиялк
1. Точ1?а о = (0, о, .. . , 0) — внутренняя точка М\
2. Уо = inf ф(?,Л') >● —оо.

1бМ

Множество М и точка М порождают задачу Г (Л/, Л'), состоящую'
минимизации функции ф(^, при условии Z б М. Задача Г(Л/,
приводится к задаче линейного программирования. В самом деле, пус^^*^

Хг, ..., Ху^ — вершины множества Сл', , Ху
пра

2)

я
эквивалентен

(53)
точек

(54)
(55)

в

X1?

вляющие векторы неограниченных ребер Ga'- Допустим также, что
стема условий, определяющая Л/, имеет вид ’

(5

m

2  ̂ t=l,2,.. г.● J

(56)
j=i

Как нетрудно видеть, задача Г (Л/, Л') эквивалентна задаче
программирования, состоящей в минимизации

при условиях

го
V

линейно¬

(57)
1,2, . . . , Yi;(В - АХг, Z) < у, i (58)

-(4X,-,Z)^0, i = Yi + i: v: (59)
m

di^ r.
(60)● 7

3=i



МЕТОДЫ БЛОЧНОГО
ПРОГРАЛШИРОВАНИЯ

совместность ограничений fSSl-^Rn^ о,

есте с ней разрешима и задача Т{М ЛО т р К, Р^^Р^шима,
= т(1* \/\ ' ^0 ='inicp(Z,Л) =

Фи
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J А ), причем в силу (54)

(61)
Введем далее

шению к
лолун
получаем следующую формулировку задачи г (Л/, Л'): ^

max
(62)i=l

при условиях
V! V

'2 а, (—^ + АХг)+ 2 «lAZf — 2 |XiZ>i = 0; (63)1=1 i=Vi+l 1=1

Vi

2 = 1;r (64)i=I

(65)●, r.
Здесь Di = {da, diz, ● .., d^) r, j = 1, 2, . . ., r.
Поскольку Xi, i = il 2, .. . , Y —полный набор крайних

множества 6-л', условия С63) — (65) можно переписать в
элементов

эквивалентномвиде

АХ~ 2^А = 5, (66)1=1

XeGj,,, (67)
●1 г. (68)

Следовательно, задача Г (Л/, Л) сводится
формы (62) при условиях (66) —(68).

Определим на множестве Ga' функцию

Ф(Х,Л/) = Ы {B-AXJ).

к максимизации линейной

(69)ISM

По определению <p(-S^, М) —экстремальное значение линейной формы
лшнимизации {В — АХ, I) при условиях (60). Задача, двойст-в задаче

венная относительно данной, имеет вид

— 2 (70)max
1=1

при условиях

— 2 = В — АХ. (71)
1=1

(72)i = 1, 2, . . г.● >
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Учитывая совместность условий (60), получаем

если задача (70) — (72) неразрешима;—оо,

Ф(Х,Л/)
-2dnu'{X), если (ill*(X),. . ., р./ (Z)) — решение

га=1

задачи (70) —(72).
Следовательно, задача Г {М, Л'} мoн^eт быть также записана в сим- ^

метритаой форме: шах при условии X б Ga'. Разрешимость
задачи Г {М, А') вытекает из разрешимости задачи  Г (М, Л').

И. Допустим, что решения Г и X* задач Т(М,А') и Т(М,А') найде
ны. огласно неравенству (61), могут представиться два случая:
1,^=,ф(Г,Л0 ==<Р{Х\М)=0;2\
тппп* ®°^^®^сть указывает на то, что — искомая точка, в ко-

Достшает минимума. При этом X" — решение иссле-
7 р(АХ* ^ ' Д^^^'^'^нтельно, согласно (54), вектор

тГ ^ достаточно малого е > 0. Поэтому 0 = vo =
того X"’^G ^nf ^-В = АХ\ Кроме

Г  ̂ Т У^®!Р>«Дение вытекает из условии (36) (37) оптимальности плана блочной задачи Пчгтт фсттот^ ' /  ’ \  „ ло
Поскольку ф(Г, А') <0 вектоГг -^гл ^ ‘
щее из точки А'. ’ ^ ^ подходящее направление, выходя-

”|ЕГ"”””” m SИ i [М, А ), причем многогранное множествп м тг« ,,

.»ГпЛГ
^ простейших ограничений вида: U ^ 1, I- ^

i с точностью до знака совпадают с единична

быть 'выбрано
отся путем фиксации MHoniecTBa G

быть (28)-(29). Очевидно,
быть задано условиями (3) —(4)

ся

множество М, исходя
1. В этом случае векторы

- векторами.
которых может

выходящее из точки Л, опреде-
л  совокугшости оптимальных пла-
аналитически множество Ga может

дополнительным требованием
и

множество'сл{8ГР'' «тожество G
тельным требованием

есл

е>0,

Дз(Л) > о,и
(73)

л-задачи отно-
что требование (73)

задач r(iIf,A) и Т{М,А),

определяшоГуслови™и”7з7-(4)““™'^"''“"

анализ

и дополни-
2/J * ^

тде Д;(Л) имеет тот же смыртг «
“““тка выделить 0™етим, что

DOM anpJ самом деле к Удовлетвопр?^^*^ Условий (73) множество Ga
малом е>0 т Р требований (74) при некото-

Поэтому естественно рассмотпртт ^^^Дсдепию множества GWe) => ^л-
ГШ^лТ*^ Е^правления, кото/ые отлич задачи выбора под-
Г(Л/.Л)иГ(Л/,Л)толы<о теТчто ™ введенных выше задач

Ду(Л) >- 8,
если

(74)

лзамепено наСл(е).
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будем вькодшцего из тонки Л',

ф (4', Л', е) = min ф {I, Л', е),
1^М

Ф(^, Л', е) = sup [В~А

где

Х,1),
л:60д,(е)

Обозначим задачу (75) через Т{М,А',г). Двойственн
Г(М,Л,е) состоит в максимизации линейной формы (62)

X б ^л'(е).

Эквивалентная формулировка задачи Т{М Л' е')
симнзации функции

(66), (68) и

заключ

(75)

ей задача
при условиях

ая

(76)

ается в мак-

Ф(Х,Л/)

X б <?л'(е),

_  соотношением (69) 06р гтт,х.
лировки задачи Г(Л/,Л', е) могут быть обоснованы Л
ний п. 10. Очевидно, T(U,h.') = Т(М Л' 0) V(M д Рассужде-

Пуоть W и _ регнения задач Г (U 3] ЛлГ f «) ■
но. в таком случае ^ ^ Г(Л/, Л , е) соответствен-

(77)при условиях

(78)
где ф(Х, Л/) определяется

''«(в) =ф(г/,л',в) =^(х/,д/) ^0,
Пусть Ро(е) — 0. Повторяя рассуждения п. и , имеем

ЛХ/ = в.

Используя условие (74), определяющее
нетрудно убедиться в справедливости оценк

(79)
при л = Л'

множество Сл'(е)и

{СА’, Хг') -f {В, А') >/(Л') - а-е,
где а не зависит от Л' и е > 0. Но силу (79)в

{Сл'.Хе') + {В, А') = {С,Х^')

следовательно, {С, Хг') > /(Л') — а-е >
шение задачи J1) —(4). Таким образом,
Г (М, А', е) и Г (Л/, Л', е) выясняется, тг
строится план Хг' задачи (1) — (4)^
при достаточно малом е > 0. В качестве
плана Хг от оптимального целесообразно

и

еслиЧТО

(С, Х-) -

 в ре^льтатЛмлим задэт'
отточи! ™ одновременно

поя Л " оптимального
^лЛ“‘ уклонения
использовать очевидное соот-ношение

(С,Х*) — (С,Х/) </{Л') — (С,Х/).
Допустим теперь, что vq{&) = ф(//, Л', е) < 0. В

1^' — искомое подходящее направление
^ф(г/,Л^е) <0.

Итак, способ выбора подходящего направления, основанный на реше-
задач Г (Л/, е) и f(Л/,Л^ е), либо приводит к построению ис^мо-

го направления, либо дозволяет определить план задачи (1)_(4)^ близ
кий к ее решению при достаточно малом е > 0.

13. Рассмотрим еще одну пару взаимосопряженных задач выбора под
ходящего направления, связанных с ьшожеством Сл(е). Анализ

(80)
Этом случае вектор

4>{h',A') <поскольку

НИИ

этих
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задач обязательно завершается выбором подходящего иаправленпя, если
только множество последних непусто.

Пусть Л' 6 i?, S ^ 0. Введем фушщшо

ф1(г,Л',&)= sup X) + (£, Л'+ Z). (81)

В соответствии с теоремой 2

/ (Л' -f Z) =: ф1 (Z, Л', е), (82)
если только | Z | ^ б (Л ). При 8 = 0 радиус б (Л') окрестности, в пределах

со лвщается равенство (82), может быть сколь угодно малым,
г-гвп ^ будет показано ниже (см. лемму 1 в п. 25), равен-
висит от ^ некоторой окрестпости Л', размер которой не за-

, в сле-

1- {Са'уХ)~~ (83)max
i=l

(84)
г=1

^бСд,(е) i — 1, 2, . . ., г. (85)

2. ф1(Х, М) (86)шах,

X G Од/(е)^

где5.(Х, М)=Ы[(Сд,+,Х) + (д Л' +
(87)

 О]. (88)

Поскольку (Сл,Х)= const приХ б G
эквивалентны задачам Г (Л/, Л') -aV(M а/\
80^ задачи выбора подходящего нан^;^ ^

пунктах, совпадают цпи Рассмотренные в данном
лентаость этих задач нарушается ^ 1^и е > 0 эквива-

   Рсн1епия задач Ti fil/ Л' ^ ~

искомый W ^ » c)i 2°. Уо^1)(е) ^ ̂  /п^а*/ ^сзможны два случая:
S"bH0 /(Л) ’ в первом случае Л'-

‘I* - «']■’ < ЯА-)+<* -> -

задачи Ti (М, А\ 0), ?i (Л/, Л^ 0)
соотьетственно. Таким обра-

Л'

то Уо^^Нс)

Довательно.
= НА') J

возможны только при
Далее ЛХ'^В. (8^)

f(A') ^ (С, Г).Равенства (89)
■^сли Же

нием. В само?*^""

(90)

 "лучаГг” У™®Р»Дение.
деле, из выпуклости пят подходящим направле-

уклости вниз фун

и

кции М1,А\г) при любом
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О С б <С 1 имеем ф1(бГ, Л', е) ^ бф1(/', А', е) + (1 — б)ф1(0, Л', е)<:
< ф1 (О, А', е). С другой стороны, прп достаточно малом б > О, согласно
(82), /(Л' + бО x=фl(бr,Л^e) <ф,(0,Л^е) =f{A'), т. е. Г —действи
тельно подходящее направление.

Итак, в результате решения задач Г1(Л/, Л', е) и
либо отыскивается подходящее (применительно к точке Л') направление
либо стр10ится оптимальный план задачи (1) (4). ^

14. Анализ задач выбо]^ подходящего направления (Г {М, Л', е)
Г (М Л^ е) или Ti (М, А', е), Ti (Я, Л', е)) можно проводить различными
ПУТЯМИ ’ Нише мы остановимся на трех методах решения этих задач. Для
vnDomeHHH обозначении методы будут излагаться применительно к зада
ем Г (Я, А') = Г (Я, Л' 0) = (Я, 0), Г (Я, Л^) =  tf (Я, 0) =
___ (Л^ А^ 0) хотя все сказанное без каких бы то ни было изменении
переносится

Один из возможных методов решения задач Г (Я, Л')  и Г (Я, Л') свя
зан с пепосредственной мшшмпзацпей функции ф(/, Л') прп 1вМ. Реали-

пия этого метода почти ничем не отличается от процесса решения блоч-
hS задачи (1) — (4), описанного в разделе II. Разница состоит лишь в том,

данном случае С = 0, G = <?л' п кроме гиперплоскостей, порождае-
неограипченнымп ребрами множества Ga', необходимо

т

учитывать гиперплоскости dijlj — отвечающие множеству Я.

Г1(Я,Л',е), 8^0

случай Е > 0.на

что в
мых вершинами и

i=i

При использовании этого метода целесообразно в качестве М выбрать
куб Ui| ^ ^ ■ ■ ● > которого, очевидно, условия (54), (55)
соблюдаются. В предположении ограниченности множества Ga' функция

и А') определена для любого I. Следовательно, произвольная вершина,
япример 1^'^'' = {— ● ● ● » —1)’ может быть принята  в качестве на-
льной точки в процессе минимпзацпи функции ф(^,Л'). Б данном случае

исходная матрица (44) имеет вид (ei, е^, Q)~^, где ei — единичный
^  ̂ -|-1)-мерного простраыства с единицей

МХо — -^0 — одна из вершин Gau на которой достигается мак-

^^^м\лпнейной формы - {im, X) при X б Ga'.
^  15 метод анализа задач Г (Л/, и Г (Я, Л') связан с макси-

фупкции ф {X, М), т. е. с непосредственным решением задачи

Ф

на г-м месте;

Q

лизациеи
Г (Л/, Л')-

^ В данном случае задачу Г (Я, Л') удобно представить в форме (62),
,004 /08), Решение этой задачи производится с помощью метода разло-

Данцига — Вулфа, причем разделение условий задачи па две группы
-- соотношениями (66) и (67). Остановимся на вопросе о

выборе многогранного множества Я, ^облегчающем по-
рпближенпя при решении задачи Г (Я, методом

жепия ,
фиксируется
рациональном

начального писк

- множество номеров v всех тех крайних элементов A'v, ко-

унас™у1от в образовании м5.ожеохва Сл- Используя обозначения,
записи задачи (5) (7) представить задачу

эквп
торые
принятые при

можно
-

р(Л/, определяемую
валентном виде

соотношениями (62—(65), в следующем

(91)— 2 max
i—i

Л'» 1н матем. методы.
7  Экономика
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при условиях

2 р.Дг = В,2 ^v-Pv
■v6l(A')

(92)
г=1

(93)/■ £>Л\
ч О // '

Допустим, НТО нам известна одна из точек X = 2 множества

Gas которой отвечает вектор

Здесь Di =

ve/(Ao,

2 2v'Pv.
_  v€l(A')

Вычислим вектор Р~~В. Положим 1)г = (— i = 1, 2, . .
где е,- — единичный вектор с единицей па i-м месте,

О, если z-я компонента вектора Р — В неотрицательна;б

^ = иг.● 1

г =

1, если i-я компонента вектора Р — В отрицательна,
т. е. многГшХр (92), (93) совместим
того, если = 1 для в*ех?т ^ Удовлетворяет требовапшо (55^ Кроме
соотношения (92) nenevntJ’ ''°б™Дается также условие (54). При этом

V  ) переходят в систему уравнений
т

2 2vPv — 2
Ti vej(A')
итак, решение задач»и ГГЛ/ Л'^ г.

к минимизации линейной фо^ ' ' выбранном мнoн^ecтвe м сводится

(94)= В.

т

S[^i (95)
г=1

при условиях (93) и (94).
Допустим, что Р = р

на множества G^,. ВекторьГ/®"1’'п’’“*‘ то^а X = Xv. - верши-
опорного плана задачи (93) —('й'» ● ● ● > —-От составляют базис ;
^ШЕидно, матрица, обратная матриц^^^^^^ можно принять за исходньпг.

Ршк АШ увидим ниже,ния блочной

этого базиса, вычисляется без

результате предыдущих этапов реше-
иногда в

задачи определяе
такоц вектор р, что

тся
i

^ = S
0=1

-  векторы i> р г. ~
задачи (93) - , Si,

определГется^в^^^ П№?т матрицей. Естественно,

причем

составляют базист+1—f

16 Ггг и числам J ^'^^одный. Б данном слу^ше М
связа^г лЙ :-^ора воз;ожГьГцТи = 1, , ̂  1, 2, + 1  - I
с макспАтгто ®^*^^®^1изацией описанные в и. 14, 15, j
конечных множестве М, либо ■
аьхбора возАтп^х?»^ Ga'. Все они основаны на
се решения игп ^^кравлений ^базип^^^^^^””‘ Рассмотрим еще одни путь
Метода исхпгт^’ ^Р®'^*’^с>жеином Rncix ^^^^Щкйся па итерационном процес-

^с^одят из произвольных [5]. При исиользоваиии этого
ых векторов т ем п G Ga' и получают,

__ 7П+1—<

^-5=2
а=1

Va6 7(A')
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вообще говоря, бесконечные последовательыостп векторов, сходящиеся
к решениям задач Г [М, А') и Г {М, .

Пусть и — к-е элементы данных последовательностей. Опишем
порядок действий, в результате которых вычисляются векторы я
д/j+i)^ предполагая, что множества М и Ga' ограничены.

Рассмотрпм задачу лпнейного программированпя
{ты, X) (96)mm

при условиях (97)X б Ga’,

(3), (4), (73). Пустьалгебраическая запись которых имеет вид
произвольное опорное решение задачи (96), (97). Положим

к1
(98)XW.X(h+i) —

/j -{- 1А4-1

Чтобы определить новое направление решпм задачу
программирования

при условиях
{B — AX^^^+^\ I)

I е 1\1

шш

линейного

(99)

. (100)

Если — некоторый оптимальный опорный план задачи (99),
(100), то положим к.1 + (101)ДЬ+1) k + i/с+1

М целесообразно выбирать возможно более простой
М можно взять ттг-мерный куб:качестве

Многогранник
структуры. Напрпмер, в

(102)

задачи (99), (100) для случая, когда М имеет видОчевидно, решение
/ЮЯ определяется без труда. Поэтому основная трудоемкость отдельного

о Ляпает на анализ задачи (96), (97).
“^Нетрудно убедиться, что в предположеишг ограниченности множеств

М справедливы соотношения

Итф(№,^^)= “lax ф(Х,М).
Ga' и

lim Ф {1^^\ Л') = Ф (^’ ’ (103)i6Mh
,А-»-00

-*»

   ТУГИТПОРТИ чапачу об отыскании седловой точки фуяк-
Для этого следу Р ^ прямоугольной игре, представив

ШШ (5-ЛА,0 совокупностей выпуклых комбинаций их
многогранники Сл'и Ж в виде со у Робинсон 6 , устанавли-

гтттгт! а затем воспользоваться резулысии
СХОДИМОСТЬ метода Брауна.

вершин,
вающим „

РТз Еычислптельноп практики
позволяет достаточно

оптимальных стратегии, ^присущая всем
ляется. Указанная особенность рекомендации

методам игр, дает оонов^о Д ^^^|одящих направлений целесообраз-
'' п^тгпоцесса решения блочной задачи, когда вели-

в начало пр Ц^^^ Р случае при сравнительно не¬

использования метода Брауна
быстро получить грубое приближение

сходимость обычно резко замед-
цзвестным итерационным

. Описанный

что этот метод

здесь итерационный
т-то использовать -
чша min ф(г.Л0 До^^таточно

Г льших значениях к величина tp(?''>,A') станет отрицательной, а направ-
1(h) __ ПОДХОДЯЩИМ.ление

7*
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в процессе вычислительных экспериментов по использованию метода Брауна для
прямоугольных игр было замечено [7], что обычно в достаточно длинном ряд© после
довательных итераций оптимальный ответ любого пз игроков на текущую стратегию
противника остается неизменным. В связи с этим в [7] описан алгоритм, позволяющий
заменять каждый из этих рядов одной итерацией, которая по трудоемкости лишь
незначительно превосходит обычную итерацию метода Брауна. Предлон?енпая моди
фикация метода Брауна существенно убыстряет его сходимость. Естественно ожп- i
дать, что подмеченная в [7] особенность метода Брауна имеет место и при использо
вании его для анализа задач выбора подходящего направления. Поэтому целесообраз
но применять для решения задач Г (Л/, Л') и Г(ЛГ, Л') модификацию изложенного
выше итерационного метода, учитывающую эту особенность. Приведем
ответствующего алгоритма,
и  модифицированного метода являются векторы
цироваыпого обычного метода, эквивалентное к шагам модифп-

(loof в°Т99) -
J(ft+1) _

описание со-

1 S{k)
X^^) .

S.{k)-\-1 5(/с)+1
Введем в рассмотрение параметрические задачи:

(IWA + 0(Г(А+1)_г(А))л, Z) ->min (104)при условии (97) и

при условии (100). Зпргт. п ^ -f гг л ^ ), i)->min
ммра 0 ^ 1 при которых ве^ггшм ° 02 — максимальные значения пара-
(97) и (105) , (100) cZ^TcS??^ еще решениями задач (104).
ных приемов параметрического ^ определяются с помощью извест-
и  являются искомыми пй ^ ^ ммирования. Если 6i = 02 = 1, векторы

^0 и Г(Л/, Л) соответственно.
чис.ло для которого h / {S(к) 4-I,) ^ ^ 0—максимально возможное целое
W (iS(A:) +/г) ^ 02. (Условшюя стататт. / целое число, для которого
мй и 4ислГ5гГ1^ч®‘'^ Полояшм■шило ,ь (/с -f. 1) определяются из соотноше-

Zib+i)

(105)

= аГ<'‘+1)+ (l

ЙГ(А + 1)
= «^^'‘-"‘>+(l-a)XW;

_ct)Z(A);
(106)

олл ~ iS{k)-{-I)- 5(А-Ы) = 5/л.\ 4_ ,

™ ff.T~ модификации .ен ббяьшаГч

Преимущество итерационного метода по спяи„»
дами выбора подходящих направлений состоит в
зованип отпадает необходимость в фиксапии ^
порядка^ т-{- 1, порождаемой векторами Р„
точка Л окажется в некоторой близости
ции/(Л), отмеченное преимущество итерационн

ем быстрее растет вели-

с конечными мето-
ято при его исполь-

и преобразовании матрицы
и Di. Однако после того, как

о ^^инимума функ-
пенсировать существенное замедление его сходимости сможет ком-

Таким образом, наиболее эффективным т)епстят.тг^.
использование конечных и итерационных способов
правлений. В начале процесса решения блочной
предпочтение итерационному способу. После того отдать
замедление сходимости этого способа, целесообоазнп обнаружено
Конечных способов, изложенных в п. 14, 15. перейти к одному из

Совокупность действий, необходимых для перехода от тпч«гт й п
к новой точке Л'6/?, назовем бо.дьшой итерацией метопа р;тттг^

рассмотрели несколько реализаций нервого^^э^а^па
льшои итерации, состоящего в выборе подходящего направления

тельных требует решения нескольких вспомога-
'^®°®иного программирования с условиями (3^ (d\ (7.3)

бЙьшаГ^ отчаются от условий (3), (4) только тем ^
пасть) переменных задачи заранее

совместное

что часть (обычно
полагаются равными нулю.
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IV. СПОСОБЫ ВЫБОРА ДЛИНЫ ШАГА

17. Перейдем к оппсанпю второго этапа большой итерации — выбора
величины сдвига вдоль подходящего направления.

Итак, пусть V — подходящее для точки Л' направлеипе. На втородг эта-
' А' заменяется на Л" —Л(0') = Л'+ 97'. Выбор параметра 0'пе точка

осуществляется с помощью алгоритма параметрического программпрова-
(см. [3J, гл. 8).

Рассмотрим параметрическую задачу, состоящую в макспмпзацпп ли
нейной формы

ния

{С (107)- (Л' + Ql')A, X) = (С' + 0С", X)

при условиях

Пусть
(108)X6G.

g(B) = sup (С' + ес", X) + 0 (Г, В).д-ео
(109)

Очевидно, /(Л' + 0П =^(0) + (Л', В). Функция g{B) представляет со
бой кусочио-липейиую выпуклую вниз функцию. В силу выбора направле
ния I' прп достаточно малых полонштельпых значениях аргумента функ
ция g (0) убывает с ростом 0.

Применим для анализа задачи (107), (108) при 0^0 метод парамет
рического программирования. Процесс анализа задачи может завершиться
однпм пз следующих исходов.

1® Получено максимальное критическое значение, правее которого
функция ^(0) не убывает. _ , > , >
^  2° Полуяен опорнып план л, оптимальный для задачи (107), (108)

0 > 01, причем {С", J^) {l',B) ●< о, т. е. ^(0) убывает на всей поло-
яштельной полуоси.

В первом случае
чующей итерации,
лпвость неравенства

сдвигаемся в точку А" = Л' 07' и переходим к сле-
Заметим, что положительность 0' гарантирует справед-

/(Л") </(Л'). (110)

делаем вывод о несовместиости условий (2) —(4)ПТПИОМ случае делаем ишаид и nuuuBmytJ

,^;,уе»юй задачЧ поскольку inf/(Л) ^ inf g(9)л€н 0>О
= —СО.

ЦСС

£’тш изложенный способ выбора 0', связанный с ми-
в итера-Пбозначим через —

„Г.ЯРЙ функции я(0). Способ йтш це.лесообразпо применять
'‘”рх начальто^с?адии процесса решения задачи, когда мы еще достаточ-

от минимума функции /(Л). На этой стадии решения пройму-
пг\Гл'\ F гпстояшее в достаточно быстром убывании функции

“'итераТии комп" ^ его недостаток - сложиссть
Лпвамя информации, накопленной при выборе подходящего направ-

>“'“®зомнпя и ц ц Отмеченный недостаток проявляется
ленпя подходящего направлеиня осуществляется с по¬

том случае, когда Р .д^собов При использовании способа £щ1п

"““'льншГбмиГзадачи выбора подходящего направления формируетсяначальна векторов), что замедляет процесс поиска

В

заново
подходящего направления.

18. По мере приближения
которую уменьшается

сокращается. Кроме того, на заключительной стадпп процесса
задачи целесообразно чаще пересчитывать подходящее направле-

особенно важно использовать такой способ выбора 0',

г искомому минимуму функции /(Л) вели-
значеиие при переходе от точки А!

к
ее

чипа, на
точке Л

решения
иие. Поэтому здесь

//
к
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который, хотя и не мгшпмцзирует /(Л) вдоль выбранного направления,
однако приводит к хорошему первому приближению для последующей
задачи определения подходящего направления. Отмеченным требованиям
удовлетворяет способ состоящий в следующем.

В качестве 0' принимается минимальное положительное критическое
значение параметра 0 в задаче (107), (108) (если, конечно, оно сущест
вует).

Если же параметр в задаче (107), (108) не имеет критических значе-
●  НИИ на луче (0, оо), т. е. g‘(0) — убывающая линейная функция 0 па поло

жительной полуоси, то фиксируется несовместность условии задачи
(1)-(4).

Дощ^стим, что в заключительный базис задачи (91) —(93) выбора под
ходящего направления для точки Л' входят векторы Р
0' — первое положительное критическое значение параметра 0. Это зна
чит, что точки Л(8) = (Л^-1“ 0Г,/(Л'+ 0Г)), о 0 0^ расположен¬
ные на поверхности (25), принадлежат гиперплоскостям i = 1, 2,. . .
. . ., d, которые порождаются векторами Хд„ Хд,,. . ., (вершинами или
направллющшга векторами неограниченных ребер множества Сл')-

Поэтому Ps„ . . . , Psd являются векторами условий задачи (91) —
(93) не только для точки Л', но и для точки Л". Другими словами, заклю
чительный базис задачи (91) —(93) для точки А! может быть принят
честве начального базиса этой задачи для точки Л". Подчеркнем,
приведенные соображения относятся к способам выбора подходящего
правления, основанным на максимизации функции (р (X, М). Возможность
полного использования информации, накопленной на предыдущих итера
циях, — важное достоинство этих способов. _

Пусть Xv — вершина множества Ga', породившая вектор Pv, который
вошел в оптимальный базис задачи (91) — (93). Очевидно, Xv — решение
задачи (107) — (108) для О ^ 0 ^ 0^ Следовательно, в невырожденном
случае искомое значение 0' будет найдено на первом же шаге анализа за
дачи (107) — (108), если только принять Xv за начальный план. Удобно
брать в качестве Xv оптимальный план последней вспомогательной задачи,
сформировапиой в процессе выбора подходящего направления,

19. Способ Eq выбора длины шага вдоль заданного направления опи
сан в предыдущем пункте применительно к случаю g  = 0. Если при вы
боре подходящего направления решаются задачи Г {М, Л', в) и Г {М, Л', е),
е > о, то аналогом Еч следует считать способ £"0(6), состоящий в следую
щем. В качестве 0' принимается наибольшее значение параметра 0, для
которого еще соблюдается условие

Р иS2, ● Sd

В ка-
что
на-

/(Л' + 0О-/(Л')
(111)0

Если (111) имеет место для любого 0 ^ 0 с оо (т. е. 0' = оо), то,
очевидно, inf/(Л) =—оо, поскольку Уо(е) < 0. Следовательно, условия

(2) — (4) исследуемой блочной задачи противоречивы.
Допустим, что (111) ограничивает изменение 0, т. е. 0' <С оо. Величина

0' заведомо положительна: при достаточно малых значениях 0 >> О
ствует такой X б Ga', что

лен

суще-

/(Л^4-9Г)-/(Л0_ - (VA, X) -j- (5,1') < 1^0 < М&).0
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,  Следовательно. /(Л") = fi{A'+ вГ) < f(A') + уо(е) 0' < / (Л'). При
(  использовании способа >?о(8) заключительный базис задачи (91) — (93)

«ыбора подходящего направледпя для точки А' мон«ет быть принят в каче-
I  стве начального базиса этой задачи для точки Л"". Этот вывод основывает-
[  ся па следующих рассуждениях. Пусть A^’v — вершииа множества О, по-
/  рождающая вектор Pv, который входит в заключительный базис. Допустим,

(Ca',Xv) ^/(A')-(B,A')-S,
что

Имеем
(Сл'+в'Г, ^v) = (Сл', Хг) - 6'(Pv, П =

= (Сл', Xv) + Q'L+1 > f(A') - 6 + Q'UUi + (В, 1')] -
(112)

- (В, Л' + 07') = / (Л') - б + д'ио(е) - (В, А' + 07') ^
^ / (Л' + ег) - б - (5, Л' + 0'Г).

Предположим теперь, что Ру порождается направляющим вектором
неограниченного ребра множества G. В таком случае (Сл'+в'г, Ху) =
= (Сл',Ху) —B'(PyJ') = (Сл.',Ху). Таким образом, если элемент X-
рождагощп!! вектор Ру заключительного базиса задачи (91) — (93) для точ
ки А', «принадлежит» множеству Ga' с точностью до «б» (имеет место
(112) для Av-вершпны и (Са',Ху) ^ —б для Av-направляющего векто
ра), то этим CBoiicTBOM он обладает п применительно к множеству

= Ga'+o'i'- Следовательно, выбирая подходящее направление путем
максимизации функции ф(А", У10, определяя 6' способом Ео{е) и принимая
заключительный базис задачи Г(Л/, Л', е) в качестве исходного в задаче
Г(М А" s), можно быть уверенным, что полученный

)' У' ' чи (0 — отличается от оптимального (по '
ii (1)) не более, чем на ае, где а - const,

ipupwm

по-V,

В результате план
значению линейной

подходящего направления с помощью решения задачи
i  ̂ I 4 к' ) отмеченная преемственность соседних задач имеет место при

Г} Ш, А , ^) определения 0'. Именно, каково бы ни было 0', заключп-
^  любом ело ^ fi(il/, Л', б) может быть принят в качестве исходно-
:  тельный Ti(M Л", е)* Это, возможно, лишь несколько увеличит чпе-

^-задаче, отвечаюнщй задаче Г1(Л/, Л", е).
го для задачи

в
ло переменных

43ЛИЧНЫЕ СХЕМЫ БЛОЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯV. Р

on Ряссмотрепные способы выбора подходящего направления и опре-
fпттчтгны сдвига вдоль него порождают целый класс методов блоч-

^^"""'ппограммпрованпя. Как уже отмечалось, наиболее эффективным
ного комбпннрованное использование различных способов Т
„редставляется ^ ̂  ,еса. В начале процесса решения блочной зада
на в пннмемть итеративный способ выбора подходящего на-
чп двигаться вдоль Г до тех пор, пока минимизируемая
правления г (n- Wi II д (способ £ш1„). По мере приближения
фуикцпя 1„„кпип/(Л) сходимость итеративного процесса
К искомому ^„авужпв это, следует перейти к одному из конеч-
обычио замедляется. ® направления. На последней стадии ре-
ных методов в“®°Р® “ " определять длину шага 0' способом Еа{Е„(е)).
шения предпочти! ель1 I выбирать подходящее на-

При ксимиваиии функции ~,(Х,М). Как уже
С  до брать в качестве начального плана задачи выбо-

„оптпления для точки Л" оптимальный план аналогия-.кггК".—
отмеча-

правление
лось, в Lэтом случае
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Предложенная схема отличается от обычных приемов, используемых
в линейном программировании, большей гибкостью, что дает возможность
гфиспособить ее к особенностям данной задачи (или  к специфике данного
класса задач) непосредственно в процессе решения. Более простыми в ло
гическом отиошепии, хотя ц менее эффективными, являются схемы блоч
ного программирования, которые в течение всего процесса решения исполь
зуют фиксированные способы Т и Е. К таким схемам относится, например, i
двойственный аналог метода разложения (раздел II), в котором возмож- I

направления выбираются среди проекций ребер, исходящих из ноко- f
торой вершины многограпного множества R.

В этом методе длина шага определяется с помощью способа Ео. При
использованпп двойственного аналога метода разложения Z-задача (5) —
(7) решается методом уточнения оцепок.

Ксли выоир^ть возможное иаправленпе I путем непосредственного ре
шения задачи Г (М, А!), причем множество М задавать просте11шпми усло
виями вида Zj ^ —1, г = 2, . , . , ттг, II определять длину шага па основе
способа ^0, то приходим к методу блочного программирования, являюще
муся аналогом метода сокращения невязок. Этот метод связан с решением
'^-задачи (5) — (7) методом сокращешш невязок. Если вспомнить, что ме
тод разлонхения Данцига — Вулфа представляет собой метод улучшения
плана, примененный к Z-задаче, то вместе с отмеченными только что схе-

л  программирования все три метода могут рассматриваться
лшрован:^^^^^ трех известных конечных алгоритмов линейного програм-

В двух последующих пунктах мы опишем блочпый аналог четвертого'
ьонечного метода линейного программирования — метода двусторонних
оценок. 1аыш образом, изложенный в этой работе подход позволяет,
в частности, распространить на блочную задачу все четыре группы конеч
ных методов линейного программирования.

-1.В некоторых случаях, кроме точки А' 6 R, для которой / (Л')
пзвестен также один из базисов Z-задачи (5) — (7).

Б таком положеиии
л1етода блочного

ные

ОО,

мы оказываемся, например, при пспользовашш
программирования, связанного с выбором подходящего

^  задач Г [М, Л, е) п Г (М, Л, е).
/Д множества Сл(г), недостаточно мало, то

задачи (1)-(4), полученный
может быть далек от оптимального

Ушо в нашем распоряжении    --
точка С -??, но и базис плана Z-задачп, отвечающего найденному

плану задачи (1) —(4). В приводимом

план
в результате применения этого метода,

нин<е методе блочного п^эограммп-

’
и, следовательно, должен быть подверг- ;

имеется не

рованпя движение к оптимуму связано с минимизацией функции /(Л)
и одновременным улу^хшенлем имеющегося плана. Геометрическая сущность этого метода состоит в iследующем . Среди гиперплоскосте!!, порож
дающих многогранное множество R, выбираются те, которые либо пыеют
общгЕе^точки с множеством R в лекотороЁ! фиксированной окрестности
тонки Л = (Л ,/(Л )), либо отвечают векторам имеющегося базиса Z-за'
дачи.

Выбранные _глперплоскости_  ̂ _ порождают многогранное множество
R{A ,Px^^) ^*^6 Рх базис Z-задачи, соответствующий плацу X
задачи (1) — (4); е ^ 0 определяет окрестность точки Л'.
__ Далее разыскивается иашшзшая точка (Л^ 1{А')) множества
R(A\ Рх, которой отвечает некоторый новый базис Рх' задачи (5) — (7).

Если /(АО > (С', АО, то вектор V = А' ~ А' определяет направление
убывания функции НА). Сдвигаясь вдоль этого направления, получаем
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Новую точку А". Переход от точки А' п базиса Рх к новой паре А", Рх'
составляет большую птерацшо метода.

22. Изложим метод подробнее. Итак, допз’’ст1г.лг, что нам известны точ
ка А' п базис Рх опорного плана задачи (5) — (7), соответствующего плану
Л’ исходной задачи. Точка Л' определяет множество (7л'(б)» которое, как
мы знаем, задается условиями (3) — (4) л дополнительным ограничением
Xj = о, если Aj(A') > е, где Aj(A') —оценки векторов условий Ад'-зада-
чп относительно некоторого ее оптимального базиса.

Пусть У= (У, Z/m+l) = {УиУ2, ■ ● ■ ,Ут, y,v+i) —ВбКТОр 0Ц6Н0К УСЛОВИЙ
Z-задачи отиосптелыю базиса Рх-

Составим Y (А', е) -задачу, заключающуюся в макспмпзацпп линейной
формы {С— YA,X) при условиях X G Сл'(е). Согласно правилам метода
разложения, в результате решения У(Л', е)-задачп определяется вектор
Pv* для включения в базис Рх либо выясияеэся, что дальнейшее увеличе-

 линейной формы (1) за счет использования
множеству Ga' (е), невозмоншо.

Последнее имеет место при соблюдении неравенства

векторов, отвечающихпие

{C~YA,X^) ^ у (ИЗ)
X* — решение Y {А', е)-задачи.
Б первом слу^ше базис Рх преобразуется, и составляется новая

У'(A^8)-задача, с которой производятся те Яче операции, что п с преды
дущен. Через несколько шагов мы приходим к FW(A', е)-задаче, для кото-
гюй соблюдается неравенство (ИЗ). Эта задача
^5?{Л) = (7W,

Пусть А' = А"— план задачи (1) — (4)^ отвечающий
У-задачи. Очевидно,

где

порождается векторолг

последнелгу
базису

‘1

;i

{C,X') = vSli + {A',B). (114)

неравенство (ИЗ) при Y— = д' д соотношение (114),.

^С^А'А,Х) + {А',В)^(С,Х'). (115)шах

Учитывая
получаем

х€Сд/(е)

,,./ч   V') ТО как известно, А' — искомый минимум функ-

Если же
f(A') > (С (116), Г),

вектор I' = А' — А' определяет направление убы-чтолегко проверить,
функции / (Л). Действительно,

то
ваипя

= sup {В-АХ,1')== sup {C-A'A,X) + {AB)-f{A).df{A)
dV Л=Л'

(115) II включение Ga‘ с Ga'(e), имеем
Учитывая далее неравенство

df{A) ^(С,Х')-/(Л')<0.
dl' Л=Л'

м. Лпячпм прп налпчпп неравенства (116) можпо уменьшить зиа-

(Ттпщип/(Л), двигаясь вдоль паправлегшя/ =Л-Л.
иженне как обычно, осуществляют с помощью метода парамет-

чесшго программированпя, отправляясь от известного оптимального

чоипе
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плана Хл'-задачи. Выбор длины шага вдоль направления V можно про
изводить либо на основе способа Ео (двигаться до первого положительного
критического значения функции /(Л'+ 6^''))? либо  с помощью способа
Emin (двигаться до тех пор, пока функция /(Л' + 6Г) продолжает убы
вать). Отметим, что в данном методе длина шага всегда конечна, по
скольку для любого Л /(Л) ^ {С,Х), где X — исходный план задачи
(1) — (4). Пусть 0' — выбранная длина шага вдоль направления V. в та
ком случае А"' = Л' -h Ы'.

Итак, получена новая точка А" и новый базис Рх' задачи (5) — (7),
отвечающий плану Х^ задачи (1) — (4). При этом извещен также базис
оптимального плана Хл"-задачи, с помощью которого формируются до
полнительные ограничения: Xj = 0, если Д;(Л") > е, определ^щие вме- \
сте с условиями (3) — (4) многогранное множество 6-л"(б). Новые дан
ные служат основой для проведеппя следующей большой итерации.

23. Одним пз преимуществ методов блочного программирования;,
минимизации функции /(Л), является сравнительная про

стота выбора начального приближения.
Действительно, в качестве начального приближения  в этих методах

можно принять любое значение Л, для которого линейная форма (Сд, X)
=: (С — АА, X) ограничена па множестве G.

При ограниченности множества G (наиболее типичный случай в прак>
тических задачах) в качестве Л, очевидно, можно взять любую точку
т-мерного пространства. Такая широкая возможность выбора начального
приближения позволяет реализовать всякого рода дополнительные сооб
ражения относительно исходной точки Л, связанные  с физическим (эк
комическим) смыслом конкретной практической задачи.

В случае неограниченности множества G целесообразно ввести
стему условий (3) дополнительное ограничение

основанных на

о-

в СЦ-

Дравлеыия. Покажолг,
У (А) конечен.

Теорема 3. Если, начиная с некогорой точки nodxodKufee направ
ление выбирается путем минимизации функции ф(/, AW) или максимиза
ции функции ф (А, М), а длина шага вдоль избранного направления опре-
■деляется с помощью способа До? то через конечное число больших итера
ций будет получен минимум функции /(Л) и найдено решение задачи
(1) — (4) либо обнаружится, что условия (2) — (4)

Доказательство. Расс.мотрплг систед1у условий
JV П

ае процесс

несовместны.

V0.1 »=1

А, как обычно, порождаются крайними
/D, -

I  о

что в этом случ

где
определяют множество М. Без

(118)

элементами множества G, векторы

ограничения общности будем считать

эти условия невыронеденными, т. е. предполагать, что В не может быть ппеттгттвлетт
виде лпнеинои комбинации менее, чем ш+i векторов р1 и А (эЙ^о

достичь с помощью обычного 8-прдема.) Как было установлено, задача Г(М, А').
I связанная с точкой Л , может быть представлена  в вине Чапятта vfM A'^
'Д

, в
но

войственна относпте.ш,но (91)-(93). Обоава,™ Жбще^
мальное значение функции (52) и (69) задач Т(М, А') иТ(Л/, Л').

.  -Л,.,, ..., -л,
Пусть векторы

Ру, PvРу

составляют базис (91)-(93), причем
Ж

(119)m + 1-J

 Л') < О- Подходящее иапраменпе z, совпадая с вектором оценок услов^ за-
тгяптт отн^птельно данного оптимального базпса, удовлетворяет соотношениям

(Г, Ас)=0, а = 1, I (120)
(Г, Ру) > О, V е/(л'),

псг
^ Q, (117) «  гптпрксов 7(Л') определяется требованием: v6/(A0, если (Л.. Л') =

1Де ДД20 ?2особ Яо определеиия величины 0' шага вдоль направления I' сво-
ттгттрттйпитп .максимального 6, при котором вектор Л'+Г-0 является еще

Дится к вычи .  /10). Если S{M, Л ) < 0 и 0 = оо, то, как мы знаем, задача
Планом задачи ^ j \ е'^.т.п же 0^ то в множество /(Л") включается индекс
(1)_(4) неразрешима^ ьсл“
V' ф / (V) вектора Ру, Длн ^ ^ _

,Г)<0 (Л = А'+0Г; {Ру,, А") =Оу,). (121)
\

)=1

где Q — достаточно большое число.
Тогда выбор начальной точки не требует вычислений. Ограничецтг

(117) следует сохранять в процессе решения задачи (1) —(4) до тех по-п
пока будет получена точка Л, для которой f{A') не зависит от Q Есл *
же минимальное значение функции /(Л) оказывается зависимым от
то линейная форма {Са, не ограничена на G при любом Л, т. е. R

II

пустое множество. В этом случае задача (1) —(4) не имеет решения. Обос
нование указанного приема может быть сделано на основе известного
метода построения исходного плана двойственной задачи (см. гл. 9, п 5 4
книги [8]). Метод решения блочной задачи, основанный на движении
по вершинам многогранного множества R (раздел П), предполагает
вестной некоторую исходную вершину этого множества. Процесс перехода
от произвольной точки поверхности (25) к одной из ее вершин легко фор
мируется иа базе так называемого метода градиента, изложенного в книге
[8] (гл. 9, и. 5.3). Реализация этого процесса требует анализа ряда линей
ных задач с условиями (3), (4).

VI. АНАЛИЗ СХОДИМОСТИ МЕТОДОВ БЛОЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ,
СВЯЗАННЫХ С МИНИМИЗАЦИЕЙ ФУНКЦИИ / (Л)

24. Как отмечалось в предыдущем разделе, заключительную стадию
процесса минимизации функции /(Л) целесообразно проводить, руковод
ствуясь методом Ео для выбора величины сдвига вдоль подходящего на-

{Ру-i /120) следует, ЧТО Va0/(A") при а = 1, 2, . .., i. Следовательно,
Из соотношения является базисом плана задачи А"),

оптимальный базис что введение в базис (119) вектора Ру увеличит це-
Иеравепство (121) д//ч только план с этим базисом является невы-

левую функцию задачи _р,.ает пз предположения, сделанного в начале доказа-
рожденным. Последнее же
тельства. Следовательно, S(M, Л") > л.'), (122)

ает что в процессе решения задачи с использование.м
Из неравенства (122) ^ д^дия, выбранные на различных больших итерациях,

способа Яо подходящие напра доставленным из векторов Ру и Л,-,
соответствуют различны^

Учитывая конечность явсла^
сколько больших итерац первом

таких базисов, приходим к выводу, ч

либо S{M,A^) <0, ^ °°й) (4). Реализация второй возможности указывает на

то через не-
получена точка Л*, для которой либо S{M,A*) = О,

случае оптимальный план задачи Г (Л/, А’)

является решением   /4). Теорема доказана.
—, условия сл^ая, когда подходящее направление выбирается путем

Теорема 3 доказана Вывод о конечности процесса останется__в силе и
решо1шя задач V{M,A), > ^^д^сдящего направления задач Г(М, .\, е), Г(Л/, Л, е),

несовместность

при использовании для Р подходящего направления следует определять
е > о, Б =™м
при помощи
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плана Хл'-задачи. Выбор длины шага вдоль направления V можно про
изводить лпбо на основе способа (двигаться до первого положительного
критического значения функции /(Л'+ 9^0)? либо с помощью способа
^min (двигаться до тех пор, пока функция /(Л' + 0Г) продолжает убы
вать). Отметим, что в данном методе длина шага всегда конечна, по
скольку для любого Л /(Л) ^ (С,Z), где X — исходный план задачи
(1) —(4). Пусть 0' — выбранная длина шага вдоль направления V. В та
ком случае Л" = Л' + Ы'.

Итак, получена новая точка А" п новый базпс Рх' задачи (5) —(7),
отвечающий плану X' задачи (1) — (4). При этом известен такн^е базпс
оптимального плана .^Сл"-задачи, с помощью которого формируются дО'
полнптельные ограничения: Xj = 0, если Aj(A") > е, определяющие вме
сте с условиями (3) — (4) многогранное лшожество (тл"(е). Новые дан-
ные служат основой для проведепия следующей большой итерации.

23. Одним из преимуществ методов блочного программирования,
основанных на мпнпмизацип функции /(Л), является сравнительная про
стота выбора начального приближения.

Действительно, качестве начального приближения в этих методах
^жно приня^ любое значение Л, для которого линейная форма (Сл, X) =
— ^ — АЛ, X) ограничена

При ограниченности
тических

в

на множестве G.
множества G (наиболее типичный случай в прак-

w-\fonrr в качестве Л, очевидно, можно взять любую точку
двиблпж^^ пространства. Такая широкая возможность выбора начального

позволяет реализовать всякого рода дополнительные сооб-
исходной точки Л, связанные с физическим (эко-

номшесшш) смыслом конкретной практической задачи,
множества G целесообразно ввести в си

стему условии (3) дополнительное ограничение

< Q, (117)
1=1

где^ _ достаточно большое
начальной

\1И) следует

число,
точки не требует вычислений. Ограничение

пока будет HoH^HeHrTOHKa^v"^'.''" решения задачи (1)-(4) до тех иор,
же минимальпое ^ которой /(Л) не зависит от Q. Если
то линейная фопма Д Функции /(Л) оказывается зависимым от Q,
пустое множестпп ограничена на G при любом Л, т. е. Л—

указанного случае задача (1) —(4) не имеет решения. Обос-
метода построения может быть сделано на основе известного
нование

книги [8]). Метод плана двойственной задачи (см. гл. 9, п. 5.4
по вершинам многогпя™^^^^^ блочной задачи, основанный на движении
вестной некоторую множества R (раздел II), предполагает из-

п
от

роизвольнои ТОЧК1 вершину этого множества. Процесс перехода
мнруется на базе так (25) к одной из ее вершин легко фор-
[8] (гл. 9, п. 5.3) Ре метода градиента, изложенного в книге
кьгх задач процесса требует анализа ряда линен-

анализ СХОДИМОСТИ
СВЯЗАННЫХ с МИНИМИЗАЦИЕЙ ФУНКЦИИ / (Л)

“4. Как отмечялплт
процесса мииимичатп,^ ? кр^Дыдущем разделе, заключительную стадию
<^твуясь методом ФУккции /(Л) целесообразно проводить, руковод-

0 для выбора величины сдвига вдоль подходящего на-

МЕТОДОВ БЛОЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
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правления. Покажем, что в этом случае процесс минимизации функции
/(Л) конечен.

Теорема 3. Если, начиная с некоторой точки подходящее направ-
выбирается путем минимизации функции ф(/, или максимиза-

длина шага вдоль избранного направления опре-
леиие

ции функции ф (X, М), а
деляется с помощью способа А'о, то через конечное число больших итера
ций будет получен минимум функции /(Л) и найдено решение задачи
(1) — (4) либо обнарузкится, что условия (2) — (4) несовместны.

Доказательство. Рассмотрим систему условии
Л’ п

V=I i=l

обычно, порождаются крайними

определяют множество

●T.TioTiot.T\fw т р поелполагать, что В не может быть представлен
Г^дГля^ГйТоХнаДпп мевее, ш + 1 векторов Л к Д,. (Этого вседа яож-
L дсГявГс помощьк, обьткного е-приеяа.) Как
связанная с тотаой Л' дажет быть предст^^^^^^^ через S(к Л') =й,0 общее экстре-

(118)= В,

элементами множества G, векторы

М. Без ограничения общности будем считать
где Ру, как

D.\
Vi =

О/

двойственна относптельио {У1; (У )● „'vim Л')
иальное знаяежпо функций (52) н (69) задан Г(М, Л  ) н Г(Я, Л ),

Пусть векторы _ _ ^ _Лг

составляют базис <= вект^ом'оценок за-

(119)-Di
’ m+I-T-iгг? ● ● ● ?Pv i

удовлетворяетсоотнощеннян
{Х\ Рча) — У» a = 1, 2, .. . ,

б/(ЛО,V

(120)

(Г, Ps) > 0,

(П__(4) неразрешима. Если же О < ’
(121)' Ф /(ЛО вектора Ру, для которог^

(Г\„ Г) < о (Л
Из соотношения (120) следует,

оптимальный внешние в
Н

_ 4 о .. f. Следовательно,

4аТГ(1?9ТвеХ'^^^^
базисом являетсяеравенство (121) омачает, чю с этим -- начале доказа

левую функцию задачи предположения, сделанного
(122)

="Л' + еГ; (ЛмЛ'О^^'")-
V

что

невы-
в

рожден^м. Последнее же вытекает из лр д
S{M, А") > S(M, ЛО. псдользованиемтельства. Следовательно,

из неравенства (Ш) ТГ
способа Ео подходящие соттавленяым из “кторов Л -D „3 не-

ГбГТ(" о:Г= .„аэивает на

пОп“Гии'гя^^
8 > о. в этом случае дли^ шага вдспособа оо(е).при помощи

I
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25. Вывод о конечностп методов блочного программпроваипя, исполь
зующих способ Eq, основывается на неравенстве (122). Еслп же при пере
ходе от точки К' к точке Л" применять способ -Бщт, то неравенство (122),
вообще говоря, перестанет соблюдаться. Дело в том, что в этом случае
решеппе задачи Г {М, -V) вовсе не обязано быть планом задачи Г (Л/, Л'').
Поэтому сходимость процесса минимизации функции /(Л), исдольззчо-
щего способ необходимо исследовать на основе иных соображений.

В последующих рассуждениях существенно, что задачи, в результате
решения которых выбирается подходящее направление, формируются с
помощью множеств С?л(е) при е > 0.

Установим сходимость процесса получения приближенного решения
на способе Г(е) выбора подходящего

решением задач Т{М, Л, е) и Г (Л/, Л, е)
задачи (1) — (4), который основан
направления, связанном с ' при

Г

е > 0.
возможное направление V выбирается наТеорема 4. Пусть

способа Т{г) е > 0 а величина 0 вычисляется с помощью способа Е
Если функция /(Л) 'имеет конечный мипшиум то после конечного
больших шерщий строится план X, задачи (1)-(4) и точка Л.

®C7iOeg

min.

ные условиями
Хе 0 Сл(б).

(123)
Frjn, Гбиппиия НА-) неограничена снизу, то либо это У^™авливаетг^
Если функция п } строится последовательность точек J\{h)на одной из итерации, лиои

Ит/(Л('‘)) =которой — оо.
(124)

(4) опирается на одно BcnoMoraTejjj^^
такое 6 > О, ке Зйвислще

Доказательство теоремы
утверждение. о О суилествует

Ле-а 1. Л{1) <
точки А. , что при [Л I ^

е 07.оо

{Са,Х).
f{A)-{B,A)=^

sup
ХбОд/(8)

гг л^ —произвольная точка множества й. р
Доказательство. Пусть группы. В первую группу

крайние элементы Xv, v — 1, ‘I'^ecTBy Множество индексов v
из нпх, которые принадлежат ^ ° j/g элементы объединим во BTopyj^

^^^^^ дочожнтэльное значение компопенты

(i25 )

ментов обозначим через
Пусть Ov — минимальное

а — тш Пу.
l<v<N

Рассмотрим произвольнып
Еслп Ху — вершина, то, очевидн ,

Гг э.лемент Ху второй группы (v$/(A)).

^(V) (Сл, Ху*) ае,
(Сл-,Х.) = (СХ,^-“) 2

Xi

. Еслп Ху - направляющий вектор Део:Хл'-задачигде Ху» — оптимальный плав
ченного ребра, то

Я-^ —аб.
= (Сл; X-,. + X,) - (Сл', ^v.)(Сл',

Выберем такое б >● О, что при 1^1 ^ ̂ 1

|М,Ху1<^
ае.

(12S)

Еслц

щах

Рассмотрим произвольную
(Са, X) = то. очевидно, равенство

Л й  |Л-Л'| = 1^1 для которой
’  (125) соблюдается.sup
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Пусть
(129)sup (Сд, X) < со.

А'бС^^Ле)

Для произвольного направляющего вектора Ху неогранпченного ребра множе-
●ства G имеем: (Сд, Ху) ^ —1/2ае при v ф/(Л') (в силу (127) и (128)); (Сл, Ху) ^ 0
●При V б 1(А') (в силу (129)).

Следовательно, jug (Сл, X) =●
Покан^ем, что v'6/(A'). Д|}пствптельно, (Сл, Ху,)  ^ (Сд, Ху») или, согласно (128),

где Ху, — некоторая вершина G.(Сл, Ху,) <С ОО,

J
(130)(Сл, Ху')>(Сд', ^v.)- —

С другой стороны, для любого v^I(A') соотношения (126) и (128) приводят к
неравенству

ае.

1
(131)(Сд, Ху)^(Сл',Ху.)-- as.

Сопоставление (130) и (131) убеждает нас в том, что Ху.-вершина множества
;^д,(б). Поэтому sup (Сл, X) = sup (Сл. X). Лемма доказана.'  x^G яео» ,(6)

Доказательство теоремы

-задача Т(М, А', е) сводится к максимизации

л
4. 1) Подобно задаче Г(Л/, Л') (см. (91) (93))

линейной формы -3 dj)Xi при усло-
г=1

ВИЯХ

2 2уРу- 2
1 = 1v6^{A')

ПА') — множество номеров v количество'  г R гплv того что число А векторов Гч ^
множества " ^шосвщшхоя ко всевозможным точкам Л', не превоско-

,^“нТка^нзве;тн; ми™-вное ананевие линейной фоР-Д»”

опорные планов задачи. вада^Т(М, Л', в) равно нулю,
ОБТОЧКИ А', что либо экстремальное значение ноМ м
либо

где

(132)
Уо(е)= - min ^di\u < Y-

результате решения

t=i

в задач Г(Д/, Л', е)

2) Пусть /' — направление, выбранное
и Т(М, А' 6), причем (133)

1'А,Х) + (Б, 1')<о.шах (—
Д-б 0^,(8)

соблюдении (133)
шах (Я-'^Л^O<''V-

А6 0д,(в)

1^о(е)= Ф(Л е) =

(134)Из (132) следует, что при

(135)
Выберем такое 0 > О, что ein = 5.

1. Используя лемму 1 и неравенство (134)

(л-+ет).4,х)-^ир(с-л'л,х)+

(Сл'. X)+0(S,sup

●где б - число, фигурирующее в лемме
лгмеем

/(Л'+0П-/(ЛО=зир(С-
JT ^ С

АбСд,(Е>
(Сл'+ei'.

1'А, х)+(5, г)] = е^^о(б)<-еу.

+ (!?, /')0 = sup
десл'^®’

(136)
^ 0 [ sup {—

ДбСд,<8)
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Для ограниченного множества М длина вектора V ограничена некоторым числом
д, независящим от точки Л'. Тот же вывод сохранится и в общем случае, если толь
ко выбирать V среди опорных планов линейной задачи, эквивалентной Г(Л/, Л', е),
что, естественно, всегда возможно. Отсюда п из равенства (135) получаем оценку для
9: 9 б / д.

Следовательно, неравенство (136) приводит к соотношению

/(Л'+ 90 ^/(Л') - (6/g)Y.

Поскольку при использовании способа Втш величина 9' выбирается путем лтттл.тт.,.,
ции функции /(Л' -Н Ы') по 9, то для 6' < оо /(Л") < /(Л' + Ы') ^ /(Л') (б /

3) Итак, если Уо(е) <0, 0' < =», то в результате одной большой итерации*
чение функции /(Л) уменьшается не менее, чем на фиксированное число (о lq)y
Следовательно, при совместности условий (2) — (4), когда /(Л) имеет конечный ьт
мум, через несколько больших итераций будет получена точка Л, для котпт!^''"
Уо(е) =0, и одновременно построен план Хе задачи (1) —(4), связанный с Л
ношением (123). Если же inf/(Л) = —оо, причем на каждой большой
9' < оо, то /(Л('‘)) ^ /(Л') —k{blq)y, т. е. lim/(A<'‘') = —оо. Теорема доказаца^”®”

зна-

26. Установим сходимость процессов минимизации функщщ f(jy\
которых подходящее направление выоирается путем решения

в

Ti{M,A,e) и ri(M,A, е), а длина шага определяется способом
этой цели предварительно докажем следующее вспомогательное утвер>{^^
дение.

Лемма 2. Пусть К произвольное выпуклое многогранное л4Ноз/сесгво
точек Х~{х.Хо Хг.)- — гиперплоскость с уравнением о
Яр - общая часть Я н Пр Если Яр, и Яр„ Pi < Рз - непустые мноо,сест^^^
ЯбЯр^го

(13р(Яр.,Я) <c(P2-pi), 7)
X до множества Яр, с — число.где р (Яр, X) — расстояние от точки /

висящее от Pi, р2, X.
Доказательство. Без ограничения общности примем, что К

определяете

. ^ О, / = 1, 2, п. Проекция Хр, множества /Cg г Н

п

2 XjQj = Qqусловиями , ^3 ц.3=1
гиперплоскость Пр, задается соотношенпямп

n^i

/ = 1, 2, . . ., в-1;^0 р2^п; п —

j=i

Пусть X — произвольная точка множества Л'р,, не принадлежащая
Яр,. Введем гиперплоскость

П—1

^' djXj = d,
(139)j=i

разделяющую мнозкество Яр,
енты

шар \Х — Х\ ^ р(Яр„ X). Будем считать

гиперплоскости (139) нормированными таким образом,

“ Р(^р|, Я). Рассмотрим задачу о максимизации линейной формы

и
п—

что 2
n—1

У, djXj
(НО)^=1

условиях (138).
^ерез ц(р) обозначить максимальное значение (140) ирж условиях (138),.

торых Рз заменено на р, то, очевидно, p.(Pi) = d, |i{p2) ^ 2
3=1

в
3 И, следова-
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тельно,
р(АГэ„ X)

Поэтому иеравенство^(141^)‘ ^шодит к кусочно-лпнепная фушщня.

(142)rfp р=+е,

Пусть Q{D) = (<?,-„ Qi

р2, достаточно близких к pi. В таком случае

.Q-'{D)Qn- Откуда, учитывая ограниченность

ничоппость числа возможных матриц Q{D), имеем

оптималь«21 ●

rfp.(P

по

ный базис задачи (138), (140) при

(«^1ц di **21 ● ● ● 1

)

Р = +Р

модулю коэффициентов di
d{x(p) п огра-

^ Cl, где Cl зависитrfp е=+0
чдшь от множества К.

Подставляя найденную оценку в (142), получаем р(ЛГр„ х) <ci(p2 —ВП. Если
теперь X — произвольная точка множества ЛТрз, то, обозначая через X проекцию X _
гиперплоскость Пр,, приходим к окончательной оценке (137) при с = ci + 1. Лемма
доказана.

на

Теорема 5, Пусть подходящее направление выбирается путем
задач Гг (М, е), Гг (М, е), е > О, величина сдвига вдоль

ре¬

шения . -п ил
yh) определяется с помощью способа ^тш, — выпуклый многогранник.
Процесс минимизации функции / (Л) приводит к одной из следующих
мощностей.

1°. После конечного числа S больших итераций обнаруживается, что
ибо — искомый минимум и, следовательно, оптимальный план за-

ТЛМ,М^-^\г) — решение задачи (1) —(4), либо функция /(Л) не-

воз-

дачи

Строится последовательность точек IsS^\ для которой
(143)

ft-»-00

(143) оптимальный план зада-
задачи^-,-пмчем в случае конечности правой части

^ fi (М, е) для достаточно большого к является решениемчи

азательство. ПустьДок (144)g > О,/(Л(*>) — g > inf/(Л),
ГД . 2/AN _ — д}- в соответствии

„ л* - ближайшая к точка множества {Л . f{A) -
? „й.мой 2 (X = л, (5, = НА'), = /(Л‘)) (145)

g^ci|A*-AW[.

^ О — const. Если А* — А<'‘5 б М, то (И6)где Cl
/(A)>g.min

л-л‘'‘^е«

слутае р»(Л--Л<‘>)еЛ/,

[A-Af'‘)|<l.min
Пусть теперь А* - Ф М- © таком

(147)1где
О < pft |А*-А*)| (h)6Мл-л

фув1ЩПП /(А)
< (1-р»)/(Л“>)+Р‘/(Л-) =

В силу выпуклости вниз
/(А'‘) + Ра(А*
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Учитывая далее (145) и (147), имеем -{■ pk{A.* —  ^ — cz, где
С2 > О — const, зависящая лишь от Д и М. Следовательно,

Из очевидных соотношении; cpi(0,AW,e) = cpi(A — AW о) ^ f(A\
и неравенств (146) и (148) вытекает

cpi(0, е) — mincpi(l, AW, в) = cpi(0, AW, е) — cpi(Z(M, g) > q,
16 м

где q — min{g, ca}, IW — подходящее направление, выбранное на данной птерапиц.
В соответствии со способом 2?mia определения величины

/(A(fe+D) = /(AW + QWiW) = min/(AW QiW).

/(A)> C2. (143)

(149)

(li30

I

I
)e^o

(Случаи 0'*> = oo мы оставляем пока в стороне). Заметим, что согласно лемме 1

f{AW + /) = cpi(Z, AW, е), если \1\ < б(е). (151)
где б(е) нс зависит от

Если ^ б(е), то, согласно (149), (150) и (151), имеем

f{AW) — /(А(*+1)) ^ /(Л('‘)) —j{AW + i(h)) = ф1(0, AW, 8) — cpi(i'4 AW, e) ^ ̂
(152)

Цревосхо-alW не
Допустим теперь, что | iw \ > 6(e). Очевидно, модуль вектора

дпт б(е) при
1

(1оЗ)а — б(е) ●
тах|^1
IQM

Следовательно, , , ,
f{AW) — /(А<^+‘)) ^ /(AW) _ f{AW alW) = cpi(0, AW, в) — (pi(ct^ , А , е).

( 154)
Но в силу выпуклости вниз функции cpi(^, е)

Ф1 (alw, AW, е) ^ (О, At'O, е) — а [cpi (О, е) - Ф. А('‘>, е)].

Неравенства (154) и (155) с учетом (153) ж (149) приводят к соотношению

f(AW) — /(Л(*+0) ^ сзб(е)д,

(155)

(156)
где сз > О — const.

° (156) вытекает следующая оценка для убывания фу^
цпи /(Л) за одну итерацшо

_  f(AW) — f(A^^^+^))^6g, (157)
где б = Сз min {6(e) ц л —rnin//, .. --^n_cnTist сч > О — const. Пусть в

= силу (157) /(Л<^,) Itl, Те иГ/(Л<‘.) = int/(A)  = Справедл„_
соотношения (143) лп

а шара |/| ^ 6(e) Л/б — множество п = min/(A). ® ^
Со

вость

гласно соотппт ~~ ^^ножсство точек I, таких, что /{Л + ) /е ^ 5»
«оства М, и дГи"™Г„Т 2. 6 V. П Z В аилу“(^(|°:и
р Д“°Уклости нпи-» i®°y^Toe пересечение. Пусть/с  ^ *50’ -пешенпем затлт,

функции ф:(г,Л('‘),е) точка I' является решв задачи

Л('‘), е)= фI(г^ Л(^), е)= min/(Л). (ЬЗ)

»ьнь®Г ● ● ■ ■ ТТа

То
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Кропленные, в силу чего = ... = = О. Поэтому — план задачи
(1) —(4). Далее, п I', являясь решением задач Г{(М, е) и ri(Jff, Л<^>, в),
соответственно, удовлетворяют соотношению двойственности: (Сл^''\ =
= cpi(r, г) — {В, A^■'^'>). Используя это соотношение и равенство (158), имеем

{^7л(м. ^''●0 + (В, At")) = (С, XW) + (B~AXW AW)  = (С, XW) =
= <pi(r, е) = min /(Л).

Следовательно, Х(''> — искомое решение задачи (1) —(4). Теорема 5 доказана пол¬
ностью.

Теорема 5 может быть дополнена следующими двумя утверждениями.

Теорема 6 Пусть 1^’^) —решение задачи Ti(M, AW, &), имеющее мини
мальную длину. - О при 1 ^0, го в случае оераниченно-
сти правой части (143) возможность 2° теоремы 5 не реализуется.

процесс минимизации приводит к возмож-Доказательство. Допусти>£, что
2“. В силу (158) при k'^Soности

(159)8) =min/(A).

Кроме того, tpi (О, е) = /(Л^'*>).
Используя теперь лемму 2 |= 0. Следовательно, лри «

(143), приходим к выводу, что
^ оо и существует такое Аго, что

1 1

min/(A(*»J + = /(А'"'*’ + =*-►00

< 6(e). Учитывая (151) и (159), им^м , реалааовать-
=  —своя на iU + 1)-й н^ерацин.

многогранник. Если

ся, так yj^) выбирается в результате
— выпуклый

(160)00

2еа = °°
ft=l

5 не реализуется, то
соотношениеимеет место

возможность 1° теоремы
(143).
и

величину б — S(e),
любом *

(128), определяющего

5, допустить, что при

„л.Г4 .“/«●+ ;г; ж== I»
(161)

— Сз^бо 2^''

lim/(A*’) =к равенству(161) приводит Х-»-оо

= iiif(A) = — Тем самым ^^°Р^остГметода бло^ого ^Рд9^Рщью*^способа Ет\п
В заключение Убадимся в к поскольку в р

;  чением ее л”веижон формы^ иокшочаюдих воамо блочной задачи

где 8i
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НАУЧНЫЕ, КОНСУЛЬТАЦИИ^5-
ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВ.АНИЕ

Ю. Ю. ФИНКЕЛЬШТЕИН
(Москва)

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЦЕЛОЧПСЛЕЦЦОГО ЛПНЕЙЦОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

'i

I ; О том что многие задачи экоиомыки, управления и планирования до
статочно точно формализуются с помощью модели линейного программи-
пования (ЛП), в nanirtx консультациях уже рассказывалось [1, 2]. Мы
пассмотрнм такие задачи ЛП, в которых необходимо ввести дополнитель-
^  ограничения на переменные: все или часть переменных должны бытьные

ч
i'D

1 1-

целыми.
Возьмем следующий пример. Имеется девять самолетов первого типа

ять самолетов второго типа. Эти самолеты необходимо таким образом
^ ^ппеяелить между двумя авиалиниями, чтобы эксплуатационные рас-
^  I в единицу времени были минимальны. При этом как по первой, так

второй ЛИНИН следует перевозить в единицу времени не менее чем
“iS единицы груза.

Известно количество грузов aij, которое может перевезти в единицу
.  пи один самолет г-го типа при использовании его на j'-ii линии:

вре^^ 7^ azi = б, Дгг = 5. Известна также величина Cij эксплуа-
““ иных расходов в единицу времени при использовании одного само-
"^^^т^^-го типа на /-й линии: сц = 5, Ci2 = 14, С21 = 18, С22 — Ю.
"^^^ОГозиачим через Xij — искомое количество самолетов г-го типа, выде-

^ е для /'й лишш. Тогда задачу о распределении самолетов между
^^^^^яиниями можно доставить как задачу ЛП.

Шйтп числа Ха, Xiz, X2i, ^22, удовлетворяющие следующим условиям;
min

и

ав

(1)“Ь 14д:12 18-й;21 l^-^22

“h 62:215х11 (2)>53,
(3)5x^2 53,7х12

(4)<9,Х^11 Н“ .^12
(5)^22 19,^21 +

(6)a:i2>9, 0:21 > О, а;22>0.

известных методов ЛП (см. [2])задачу (1)-(6)’ одним из
следующий оптимальпыи план.

решая
получаеммы

= 44
17

14719 ^22 = 5 — . (7)= 3 a:2i
= ®17

Xl2  ’17’5:11

3 -чение целевой функции (величина эксплуатационных расходов)

= 209 — .
C (8)

равно●
ilXil + Ci2Xl2 + ̂ 21^:21 “h С22Т:22 17

8*


