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ТРАНСПОРТНОГО ТИПА

С. С. Л Е Б Е Д Е В

В настоящей статье предлагается для решения особого вида задач вы­
пуклого программирования применить метод последовательного улучше­
ния плана, являющийся обобщением хорошо известного метода линейного 
программирования.

1, ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ II КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Рассматривается задача нахождения минимального значения функции
п . т п т

* 4 * )  —  2  f j (  2 ,  ciijXij J + 2 2  CiiXii ( ! )
j=i ,-=i ■

при ограничениях
П

2 '  Xi3 (2 )

х ц ^ О ;  j  =  1, . . . , n. (3)

Предполагается, что функции f j ( z )  (j =  1, n) строго выпуклы и 
имеют непрерывные первые производные во всей области определения, 
а постоянные а.ц, Ь{ положительны. К задаче вида (1) — (3) сводятся мно­
гие экономические модели управления, например так называемая стоха­
стическая транспортная задача [1, гл. 7, л. 3, 2], [2 ]. Другим примером 
является задача, рассмотренная в работе [3 ] . Существующие методы ре­
шения этих задач по своему характеру являются бесконечными сходящи­
мися итерационными процессами.

В условия оптимальности Куна — Таккера [4] для задачи (1) — (3),  
помимо ограничений (2), (3),  войдут следующие соотношения:

т

akjfj' ( 2 aiix ii I +  chj =  hi, если x hj >  0, (4)
v  ; = i  1

Ш  \

a-hifj  ̂2 аИх И J 4* °hj ^  hi, если Xhj =  0. (5)
1 = 5

Здесь hi, к —  . . . ,  m — обобщенные множители Лагранжа, пли
о ц е н к и  условий (2).

Обозначим для произвольного плана задачи х  — {.Tij} через Е  (х)  мно­
жество всех переменных X;j, для которых выполняются условия (4),  и не­
которых нулевых переменных, для которых условия (5) выполняются в 
виде равенств. Назовем ц е п о ч к о й  такую последовательность элементов 
Е ( ж), в которой каждые два соседних элемента имеют общим один из ин-
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дек сов , причем из двух соседних пар одна имеет общий индекс г, а вто­
р а я  — j .  Ц епочка назы вается з а м к н у т о  й, если ее начальный элемент 
совпадает с конечным. П одмнож ество Е '  (х ) множества Е  (х ) называется 
с в я з н ы м ,  если любые два элем ента из Е ' ( х )  можно соединить хотя бы 
одной цепочкой, т. е. сущ ествует такая цепочка элементов из Е ' ( х ) ,  что 
заданны е два элем ента являются ее началом н концом. Максимальные 
связны е подм нож ества множ ества Е  (х ) назовем его к о м п о н е н т а м н. 
Е сли Е  (х ) связно, то оно состоит ыз единственной компоненты. Макси­
мальное число компопепт равпо m in  (яг, п ) . Еслн компонента не содержит 
ни одной зам кнутой  цепочки, она назы вается д е р е в о м .  В и с я ч и м  
элем ентом  компоненты  назы вается такой ее элемент, который в любой из 
цепочек  м ож ет быть только либо начальным, либо конечным элементом.

Л ем м а 1 [5 , гл. 16, теорема 2 ] .  Среди  элементов дерева имеются по 
м е н ь ш е й  м ер е  два  в и с я ч и х  элемента. .­

И з леммы 1 легко получить индукцией но числу элементов дерева сле­
дую щ ее утверж ден и е.

Л ем м а 2. Пусть элемент ы дерева  D  cz Е  (а:) располож ены  на  пересече­
н и и  к  строк и г  столбцов мат рицы  [[ x i j  ||. Тогда число  элементов дерева  
р а в н о  к  +  г  — 1.

П оскольку f j { x )  строго выпуклы, функции f j ' ( x )  являются монотонно 
возрастаю щ им и. О бозначим g j ( x )  =  f j ' ~ l ( x ) .  Тогда условия (4) можно 
переписать в виде

2  OijXij =  gj  (  - -  —  )  (Xkj  es E  ( x ) ). (6)
.—' \  Я/ij tt—l -

Е сли в м нож естве E  (x ) есть два или более элемента с общим индек­
сом / , то оценки условий в которые входят эти элементы, связаны просты­
ми соотнош ениями. Действительно, пусть X i , j ^ E ( x )  и Xi.j ^  Е  ( х ) . Тогда 
из условий (6) ввиду равенства левых частей получаема

/  Cii5 \    (  2 ' ci2j \

П о ск о л ь к у  ф у н к ц и и  g j ( x ) являю тся монотонно возрастаю щ им и,
hit c iii Ci,j

----------------— ----------------   (7)i j

Р а с с м о т р и м  теперь цепочку элементов из Е  ( х ) :
_ _ _ х  . . —̂   ̂- Элементы с общим индексом i входят в одыо
и то ж е  'уравнение системы (2) и нм соответствует одна и та ж е оценка. 
П ри помощ и соотнош ений ( 7) ,  выписанных для каждой пары элементов 
цепочки с общ им индексом j, можно последовательно выразить все оценки, 
соответствую щ ие элементам цепочки, через одну из них, например 

1—1 о. -_-j- гв + 1->з ]
k iГ ки I  I. —-  ь С  [г1; }i ,  i2, /г, . . . , / r_ i, й], г  =  2, . . . , /с, (8 )

8=1
где

с Ш
r - i  г-1 а

гя+1->ш
, 7*1, *2, • ■ ■, j r —i,  г г) —  ( с . . —  с  . . )  ТТ  —

V.> , а . .1=2 «„J
т- i  а . .
П 7а+1 Jj*

~ --------- 1- c i j ■
8=1 "«А
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Если компонента множества Е  (х) содержит замкнутую цепочку 
x iiii x i stiij* > то, обозначая ц =  ift+к из (8) получнм

индекс цепочки отличен от 1, то А,-, (г =  2 , . . . ,  к)  однозначно опре­
деляются из соотношений (9) п (8).

Можно доказать, что в методе последовательного улучшения плана до­
статочно ограничиться рассмотрением только таких множеств Е  (х ) , каж­
дая компонента которых лиоо вообще не содержит замкнутых цепочек, 
т. е. является деревом, либо содержит одну замкнутую цепочку с индекс- 
сом, отличным от 1. Таким образом, в случаях, когда все ац  =  1 либо все 
Cij =  0 и f j ( x )  =  Cje х [1], мпожества Е{х )  не будут содержать замкну­
тых цепочек.

Из леммы 2 следует, что компонета, элементы которой расположены на 
пересечении к  строк и г столбцов матрицы Hxtjll п которая содержит толь­
ко одну замкнутую цепочку, состоит из к  +  г элементов.

Рассмотрим некоторое дерево -D® cz Е ( х ) .  Обозначим через мно­
жество всех индексов / ( / ) ,  для которых в дереве Z)® имеется хотя бы одип 
элемент: Е’> =  {i /  х ц  ег ГЯ‘) для некоторого /} , =  {/ / Xij для не­
которого г}. Через /j®(/i®) обозначим множество всех индексов £(/) эле­
ментов пз расположенных в j -ж столбце (г-й строке) матрицы ||жу[|:

Для удобства обозначений предположим, что 1 е  Е г\  Выразив все 
A;, t e / f f l  через At по формулам (8), запишем условия (2) и (6),  в кото­
рые входят элемепты дерева 7?®, в виде следующей системы уравнений, 
которую пазовом к а п о  и и ч с с к о и :

(9>.

Назовем величину — и н д е к с о м  замкнутой цепочки. Если
5= 1 i,3.

2. КАНОПИЧЕСКАЯ СИСТЕМА УРАВНЕППЙ

Д® — / х а  е к){1\  )  фиксировано};
Л® =  0  / x ii ^  D®, г фиксировано).

( 10)

’2  aiix H — bmt-i "H SjiPjX 1 -)- <]j) ; j  ^  J(l)̂ ( i n
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Здесь  pj  п Qj — константы, получаемые после подстановки в (6) вы­
р аж ен и я  оценки Хк через Ai;

6f<°) =  6<; i =  1, * • • , Ът+5 —  0; /  =  1, . . . , П.
П о лемме 2 число уравнений кононической системы и ее переменных 
х ц  е  D d \  Ai совпадает.

Теорема 1. Пусть к аноническая  система у р а вн е н и й  (10 ), (11) разре­
шима. и Ъг° 5= 0, Ъ}Д_; ^  0 ( i  =  1, , . , ,  m; j  —  1, . . . , гг). Тогда реш ение  
к о н о н и ч е с к о й  системы единственно.

Доказательство теоремы носит конструктивный характер, и его можно 
рассматривать одновременно как описание метода решения канонической 
системы  уравнений.

Заметим, что висячему элементу дерева х щ ,  соответствует одно из 
уравнений — (10) или (11) ,  в котором переменная является единствен­
ной из числа х ц  е  D w. Процесс реш ения канонической системы сводится 
к последовательному исключению из системы переменных хц .  На каждом 
ш аге процесса имеется уравнение, содержащ ее только одну неисключен- 
ную  переменную  х ц .  И з этого уравнения можно выразить переменную х ц  
в виде функции только одного переменного Ai н исключить ее из второго 
уравнения, в которое она входит. Последовательное исключение перемен­
ных Хг ■ приведет к тому, что останется одно уравнение с одним неизвест­
н ы м  к  этому времени все переменные х ц  будут однозначно выраже­
ны через Ai. Б удет доказано, что уравнение для определения Ai либо имеет 
единственный корень, либо неразрешимо.

П редположим, что из канонической системы уж е исключены перемен­
ные Xi j„ . . . ,  Xi th и множество Dd) =  Dd) — {хи1„ . . . , x itjt} является дере­
вом П усть преобразованная система уравнений имеет следующий вид:

2  х ц  =  ЪгW —  2  anWgi(PjX 1 +  q5), i е= /(О, (12)
jец<!> *ujm

2  aijXij  =  — bm+i +  2  a™+i, ® Ss (PsAi +  qs) ; j  eE T l\  (13)

где
b i ^  ^  0; bm-\.j ^  0; ац  ^  0; ctm+j, s ^  0,

По лем м е 1 им ею тся по меньш ей мере два уравнения, в которые вхо­
дя т  только ПО одн ом у из переменны х хц  <= Dd), П усть переменная x u+ljl+i 
я в л я е т с я  е д и н с т в е н н о й  в уравнении с индексом г'г+i системы (12).  Тогда

 7 ( 0  ( Q

Xit+ih+i 2л ai t+1jS i i P i Ai +  <ц) ■

Исклю чим x i t+lh+i  113 УРавнения с индексом jt+i  системы (1 3 ) , перенеся  
слагаемое ail+iit+\Xit+\h+i в пРавУД> часть. Очевидно, множество Dd+l) =  
=  JJd) — {X i (+ l j t+i /v  полученное в результате исключения висячего эле­
мента, такж е является деревом. П реобразованная система запишется 
в виде (12) ,  (13 ), где индекс t  изменен на t + 1, причем &‘£ i (+1 =  b£+j,+1+  

, (О ( f + 1 )  (О , (<) ,
+  я ; ( + ) U u  t + d  т + 3 1+1,S m+3‘ i+ i ’ a +  a i t + i U + i a i t+ ia’ a 0СтальнЬ1е к оэф -
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фпциенты не меняются. Поскольку a* j >  0, все коэффициенты пра­
вой части системы неотрицательны.

Если переменная является единственной в уравнении с индек­
сом jt+i системы (13),  находим

ЬСО а<'>

X it+ iU +1 =  : 1“ 2  —— :  § Л р М  +  Уз)-
l £+i3f-t-i j e j t  О *Ы-1̂ £+1

Исключив Xi t jj из уравнения с индексом i^ i системы (12), получим
для переменных дерева == — {а:г- г+1 j f+1} систему уравнений вида
(12), (13), где индекс t заменен на t -}- 1, причем

ЫП . а<*> .

h . f‘+1' _  7, .со I m+1t+1 „ » + ! ) _  (О I г+1'5
‘  f - 7 - f  ‘  1 . 1-1 '  „  ’  • 7 Л -7  / Л - Л  " Н4+1 (+1 «{ 7 ’ i+1 (+1 ' й; il £-t-iJ t-fl , (+ l J £+i

a остальные коэффициенты не меняются. Очевидно, все коэффициенты
, (£4-1) , (£+1) (£+1) (£+1)
о г , Ьт+з , ац  , am+j,s неотрицательны.

В любом случае вновь полученпое множество ZX(+1> является деревом, 
и процесс можно продолжить. Поскольку число уравнений исходной си­
стемы (10), (11) на единицу больше числа переменных хц ,  а с каждым  
шагом число уравнений и переменных системы уменьшается на единицу, 
через конечное число шагов будет получено уравнение, называемое 
о п р е д е л я ю щ и м :

0 =  Р — У, ajgj (PjU  +  q}) . (14)
jejd)

Здесь (3 =  6,(h+r- 1)5 aj  =  a i / ,1+r~1\  если определяющее уравнеипе полу­
/ 1 П \ J. 7 1 1 п I (М"г”1) 1)чено из уравнения вида (12) при t =  к  +  г — 1, е  р — Om+s , a j = a m+e, j ,

если единственным оставшимся является уравнение вида (13) (в послед­
нем случае это уравнение умножено на — 1). По доказанному все коэф­

фициенты b}‘\  bm+j, ri£j\ am-t-j, s неотрицательны. Отсюда непосредственно 
вытекает следующее утверждение.

Лемма 3. В  определяющем уравнении коэффициенты (3 и aj неотрица­
тельны.

Следовательно, функция ^(Ai) =  2  аз£з(Рз^1 +  Уз) — монотонно ВОЗ­
ИЛО

растагощая, и уравнение (14) либо имеет единственный корень Ai, либо 
вообще не имеет ни одного решения. В последнем случае, очевидно, не 
имеет решения п исходпая система (10),  (11), что противоречит предпо­
ложению теоремы. Поскольку переменные х ц  определялись однозначно 
из соответствующих уравнений, подстановка в их выражения значения  
At =  Ai даст единственное решение канонической системы. Теорема до­
казана.

Отметим одно важное свойство описанного в доказательстве теоремы  
пропесса, сформулировав его в виде следующего утверждения.

Лемма 4. Определяющее уравнение может бглтъ получено на месте л ю ­
бого наперед заданного уравнения канонической системы.
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Утверждение непосредственно вытекает из леммы 1, поскольку всегда, 
есть возможность не исключать переменную х ц  из того уравнения, на ме­
сте которого должно быть получено определяющее.

Каждая из переменных х ц  е  D W может быть выражена в виде

X i j    p f з (P sA i Ч-  Qs)  j
ssj(0 . ■

где p ij ^  0, ciij<3> ^  0, если xij определена из некоторого уравнения си­
стемы (12),  и pi; 0, а,-/^ ^  0, если переменная определена из некото­
рого уравнения системы (13).

Если к коэффициентам правой части системы (10),  (11) добавить сла­
гаемые вида уг-О и Ym+j-0, то, очевидно, переменные z,-j е  Z)W примут вид

X i j  —  p i j  +  P i j 0  —  2  C t f j^ g s  (P s A l +  I s ) ,
I SSJ(I)

а определяющ ее уравнение запишется в следующей форме:

У }  a.jgj {p j%i +  gj) =  p 4 - P0- v

Зам етим , что в случае ym+ j ^  0, \г ^  0 им еем | ^ 0  и signJ5;j =  
=  sig n  p,-j. Н аоборот, при y m+j ^  0, y t ^  0 им еем  Р ^ 0  и sign  pfj =  
=  _ ° s ig n  p,-j Д оказательство этих утверж ден ий легко получить, рассмот­
рев вновь процесс реш ения системы  уравнений, как это делается в дока­
зательстве теоремы 1.

3. М ЕТОД ПОСЛЕДО ВАТЕЛЬНОГО У Л У Ч Ш ЕН И Я  ПЛАНА

Описываемый ниже конечный метод решения нелинейной задачи 
 /д \ является обобщением метода последовательного улучшения пла­

на линейного программирования. Доказательство его конечности, спра­
ведливое для общей задачи выпуклого программирования при линейных 
ограничениях [6 ] , здесь приводиться не будет. Метод состоит в таком 
переборе планов задачи п связанных с ними оценок А*, дрп котором функ- 

ия F i x )  монотонно убывает. В процессе метода выполняются условия 
/я) (4) ,  а соотношения (5) служат для проверки оптимальности

на Если одно из неравенств (5) не выполняется, соответствующая пе­
ПЛа иная увеличивается до тех пор, пока нарушенное условие не обратит- 
Рсмс „аиртгетво- Это составляет итерацию метода. При этом изменяются  
переменные х ц  <3 Е  ix ) и (* — ‘1. • • т)  таким образом, чтобы по- 

щи о оставались выполненными условия (2) и (6).  В ходе итерации 
СТ<тгжны выполняться условия (3).  Поэтому при обращении в нуль одной 

тгрпеменных х ц  <= Е  (а:) эта переменная исключается из множества 
!?/ j П роцесс изменения переменных, при котором множество Е  (х ) не
И глотги образует шаг метода. Итерация может состоять из конечного 

МеПЯС 1 тяотг мппжйр.фпп ТР. ( ^\------------------------------------ ----------- ---- > • ______числа шагов, так как множество Е { х )  конечно и в ходе отдельной итера
щ и л 
:ледсз 
характера

ции может только уменьшаться. Конечность числа итерации является
. ттгтвием конечности числа различных множеств Е ( х )  и монотонного 

- Л  пантера изменения функции F  ( х ) .

Н а ч а л ь н ы й  план можно получить различными способами. Проще все­
го п о л о ж и т ь  одну из переменных х ц  каждой строки м а т р и ц ы  \\хц\] рав­
ной b-i (г =  • • ■’ т );» а остальные переменные положить равными нулю.
Т о г д а  множество Е ( х )  =  {x, j i ,  2 = 1 ,  . . ., т}  пе будет иметь замкнутых
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ЧеНочек, а оценки определяются из условий

2  aHkx Hh ) -г chjk-
i=i

Опишем отдельную итерацию метода. Пусть известен план х  =  {хц}, 
Для которого выполняются условия (4) при определенных значениях 

Цец°к Ath /с =  1, . . т. Пусть для переменной дщц нарушено условие 
т. е. .

Cilii  ̂ 2  fl-ijo't'ije'j ^i0- (18)
2 = 1

Рассмотрим две компоненты множества Е(х) :  компоненту Е^(х) ,  ко­
торая содержит элементы с индексом io, и компоненту £ 2(ж), которая со­
держит элементы с индексом /о. Если в множество Е(х)  не входит ни один 
элемент с индексом /о, множество Е2(х) пусто. Если элементы x Uj е  Е (х) 
и x ijt S  Е( х )  можно соединить цепочкой, то множества Ei (x)  и Е2(х) 
совпадают. Компоненты Е\{х), Е2(х) могут быть деревьями; в этом слу­
чае будем их обозначать А  и А  соответственно.

Положим Xiqj, =  0 и будем увеличивать параметр 0, начиная с нуля, 
находя £fj(0) ^ Е ( х )  нХ;(0) из системы уравнении

2 ^ ; ( 0 )  =  (  bi ; \ ф 1а ’ (16) 
j s j ( Л Ъи — 0; I — го [Ji =  { j / x i j ^ E ( x ) } ) \

2  { 0 ) ------

<Ге=К

(  Хй(0) — Cftj \

ДЛЯ x hj <=E(z ) ,  (17)

- . . 0 1  ~. (  М ® )  — Сни V  , .—яЫсЬ +  gj, I ----------------- ; ) =  ]о
' Qhjt /

{Ij =  { i / x i j ^ E ( x ) } ) .
' Заметим, что переменные хц,  пе входящие в компоненты А  (х)  и Е 2 ( т ) , 
а также соответствующие оценки Й,( не зависят от 0, поскольку в правые 
части подсистем, выписанных для этих компонент, параметр 0 пе входит.

Возможны несколько случаев. Пусть Ei(x)  ~  Е 2(х) — R  и множест­
во П содержит замкнутую цепочку с отличным от единицы индексом. По­
скольку из системы (17) следует, что для Х{,} Щ Е ( х ) ,  х ц ^ Е ( х )  выпол­
няется условие (7),  все оценки определяются однозначно по формулам 
(8),  (9) и но зависят от 0. Следовательно, переменные хц(в) нвляются 
линейными функциями от 0 и их можно определить так же, как это де­
лается в распределительной задаче лпиейпого программирования. (Одна 
из переменных замкнутой цепочки полагается равной +  где 
x ij ~  Xij (0), после чего применяется процесс определения переменных,
подобный описанному в разделе 2. Параметр т находится из определяю­т ; •
щего уравнения). Поскольку Х,-0 и (0) пе меняются с ростом 0,

i =i
неравенство (15) не изменится. Поэтому надо увеличивать параметр 0 
до тех пор, пока одна из переменных Xij пе станет равной нулю.

Пусть Ei  (х ) =  Е 2(х) —  D. Для удобства обозначений предположим, 
что 1 е= Е1) (/<» =  /О ). Тогда по формулам (8) все оценки ЫО) ,  i ^  1т
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м ож но выразить через ?ч(0),  а условия (17) записать в виде

Np ,n v J  8s(Pjhi ( 0 ) + ? j ) ;  ' i .¥= h; . .... ..
' 2 j a i^ ij (0 )  =  i  _ . 7 S /C 1). (18)

£ioj»0 +  Su  ( p j ^ i  (0) +  <7jo); 7 =  7o;= 7 ,0

Реш ая систему ( 16 ) , (18) методом, изложенным в разделе 2, выразим 
все £ ij (e )  ^  77 через Jli(0) в виде

* « ( e f ) = P i j  +  p « e -  2  « ^ s ( M i( 0 )  +  ?s) ,  (19)
sejB>

где sign  j =  sign а ц (а) для любого s ^  7(1). Перемепыая Ai(0) опреде­
ляется при каждом фиксированном 0 из уравнения

ф  (Я, ( 0 ) )  =  2  a jg j (pj'Ai (0 )  +  qj) =  (3 +  130, ( 2 0 )
j  е л 1)

где a.j ^  О, Р ^  0. Из монотонности функции 'ф(Я)) следует, что при
В  >  0 31/ ( 6) >  0» а  ПР И Р <  0 A'i / ( Q) <  ° -

Поскольку компоненты Е i (x)  и E z (x)  совпадают, добавление к дереву 
D  элемента хщ„ приведет к образованию замкнутой цепочки. Пусть это 
будет цепочка 1 == {-̂ iojo %и]• >" > > } ■ Индекс этой
цепочки отличен от 1 [иначе не было бы нарушено условие оптималь­
ности для переменной Xi„j„ и неравенство (15) не имело бы места). По 
лемме 4 определяющ ее уравнение может быть получено на месте любого 

v нений системы. Пусть определяющее уравнение вида (20) иолуче- 
И3 гначала на месте to-го уравнения системы (16),  а затем на месте /о-го 
Н° внения системы (18).  Заметим, что и в том и в другом случае в выра­
ж ении (19) ДЛЯ переменных х ц  е й -  Г  р« =  0, где Г  =  Г -  {хи и } .  

ГГеиемеиные х ц  «= Г входят но две или совсем не входят в каждое из 
неИий системы (16 ), (18),  кроме г0-го уравпення системы (10) и /о-го 

vIn  впения системы (18).  Поэтому при сделанном выборе определяющего 
тления два соседних элемента цепочки Г' будут находиться один из 

УР ел1Ь1 (16) ,  а другой из системы (18), Следовательно, знак коэффд- 
СИСТ в • ■ 6ij, “ ij(s) Ддя элементов х ц  е  Г' будет чередоваться.циентов pui

П ои  вы боре в качестве определяющ его г0-го уравнения системы (16)
■ 0, ^  Рс+Пг ^   ̂ (г =  9, • ■ ■, 7с; г̂ -ц i0) • а М ^  О,.

1 П ри выборе определяющим / 0-го уравнения системы (18) ^

в . , ^ 0 ,  < 0 ’ (г =  0 . -■■,*) ,  a i f h <  0, P f ^ s g O ,  p̂ (j, >  0
Р’г+i ; i i i i
а  =  1, — »к >‘
В первом случае  ̂ ^

о =  ( П  « у ,  -  П  ъ ш 1. )  /  П  ■ 
s==0 ' a=n

ВО в т о р о м

р = ' r i « v , -  r i « i s+1i s ) / п  s
8=0 3=0 5=0
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т. е, знак р пе меняется и зависит от_того, больше или меньше 1 индекс 
замкнутой цепочки Г. В любом случае р т= 0.

Значения переменных хц  не зависят от выбора определяющего урав­
нения. ЕслиДЗ >  0, выберем те выражения для переменных х ц  е  Г'’, в ко­
торых sign p,-j =  —sign а,ДД Если р <С 0, возьмем те выражения для 
Xij ^  Г , в которых sign pij =  sign aij(s)|  Тогда ацДб) e  Г' будут моно­
тонно возрастать, еслп pij >  0, и убывать, если pij <  0. Знак Pij не за­
висит от выбора места определяющего уравнения. Следовательно, при 
любом определяющем уравнении можно определять характер изменения 
переменных 1 « е Г  по знаку р,ф Переменные а д е О - Г '  либо моно­
тонно возрастают, либо монотонно убывают в зависимости от знаков 
н р: при Р >  0 монотонно возрастают те переменные, у которых ^  0, 
и убывают те, у  которых ^  0; при Р <  0 монотонно возрастают пе­
ременные, у которых ^  0, и убывают те, у  которых ^  0.

Параметр 0 надо увеличивать до значения 0 = m m ( 0 i ,  0г), где 01 
определяется условием

2  а ц М Л Ь )  +  ai.i.01 =  gj. ( -̂ (9 l) '~  , (21)
i s l , anjo ‘

02 =  min 0ij I {xj j (Qij) =  0; 0,-j >  0}
Для опрсделення 02 надо наитн числа 0,j для убывающих переменных* 

Для переменных, у которых Pij =  0 ( l y e f l -  Г'), значения Ai(0ij) опре­
деляются из уравнений

2  «ii<8)̂ ( M i( 0 i j ) - b ? s) =  Ры,
S ̂ J(')

после чего сами числа 0ij определяются из уравнения (20). Для перемен­
ных цепочки Г' надо решить совместно два уравнения — (20) и уравне­
ние Xij(0ij) =  0. Исключив из этих уравнений члены с 0, получим урав­
нение для определения A[(0ij)

2  ( “Г +  9s) =  —  —  ̂ (Pij Ф  0, р # 0 ) .
Р «  Р 1 М  Р

После нахождения чисел АД0^) сами значения 0,-.,- определяются на 
уравнения (20). Если какое-либо пз уравнений не имеет решения, соот­
ветствующее значение 0tj полагается равным оо. В силу сделанного вы­
бора выражений для переменных цепочки Г' sign afj(s) /  Pij =  —s i gnas / p. 
Значит, левые части всех уравнений для определения АД0«) являются 
монотонными фуикциямй, и соответствующие уравнения могут иметь 
лишь один корень. Следовательно, числа 0jj определяются однозначно.

Для определения 0[ из условия (21) и /с-го уравнения системы (18) 
получаем

Ai,(0i) — CiDj0 __
  PjM (0l) +  ?J0-&io

Поскольку Ai,(0) линейно выражается через АД0), получается линей­
ное уравнение для определения АД0Д. (Коэффициент при Ai(0i) в этом 
уравнении отличен от нуля, поскольку индекс цепочки Г не равен 1), Зна­
чение 01 определяется по найденному значению АД 0Д пз уравнения (20).

Рассмотрим теперь наиболее общий случай, когда Е^(х)  и Е 2(х)  пе 
совпадают. Для удобства обозначений предположим, что 1 е  / (1) и 2 е  /<а>. 
Тогда все оценки АД0), i е  / (1) можно выразить через А Д 0), а оценки
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Хх ( 0 ) ,  i е  Е 2) — через Я2(0).  Система уравнений (17) примет тогда сле­
дую щ ий вид:

2  anX ij  (G) =  g j (p jX j (О) "H ? j )  t /  e  Л 1);
l e i / 1)

(o) =  / * i t e M 0 )  +  $i ) ,  7 ^ 701 , е / й  (22)
(   Gz'm'nO “ Ь  S  j .  ( P i A g  (0) 4 “ <7io)  .  7  —  7 o ,' ~ lo;>

Одно из множеств E t (x) ,  t  =  1, 2 (или каждое из них) ,  может содер­
жать замкнутую цепочку. Оценки Я,-, г ^  /(О пе зависят тогда от 0, а пе­
ременные X i j ( Q )  такого множества являются линейными функциями от 
6: Xij(Q)  =  pfj+§Vj0. Тогда 0»-j =  — $ ц  /  pij, если p,-j <  0, и 0jj =  оо, если
Рв >  0.

Если оба множества содержат замкнутые цепочки, неравенство (15) 
не изменится, и Gj — оо.

Если множество E t (x)  пе содержит замкнутой цепочки ( E t (х) — D) ,  
то, реш ая методом, описанным в раздело 2, соответствующую канониче­
скую систему уравнений и взяв при t =  1 в качестве определяющего урав­
нение системы (16) с индексом го, а при t  =  2 — уравнение системы (22) 
с индексом jo, выразим переменные х ц ( 0) е E t { x ) в следующем виде:

Z ,'j(0 )  =  P i / —  2  a i f S^ s { p s ^ t  (0 )  +  Qs) , 
s e J W

гд е  s ig n  pij =  s ig n  a,ij<s\ s Д 4  Ч лены  с парам етром 0 в этих вы раж е­
н и я х  отсутствую т, поскольку единственное уравнение канонической си­
стем ы  м нож ества E t ( x ) ,  содер ж ащ ее в правой части парам етр 0, взято  
в качестве определяю щ его. О пределяю щ ее уравнение запиш ется  в виде

Ф* (Яг (0 }>  =  2  <Ч & (Р л Ь  ( 0 )  +  <h) =  Р(0 +  PTiJ0.
j<=JW

где aj  0, р̂ > ^  0, р<‘> =  — 1, Р{2) =  aitJ, >  0. Поскольку функции ф ( (Я) 
монотонно возрастающие, Л/ ( 0 )  <  0 и А / ( 0 )  >■ 0. Это позволяет опре­
делить характер изменения любого из переменных х ц ( 0 )  ^ E t ( x ) .  При 
I  =  1 будут возрастать с ростом 0 те переменные 2:^ (0) , у  которых 
cti/s) ^  0, п убывать те, у  которых sg  0. При 7 =  2 переменная ж,-: (0) 
возрастает, если 0, и убывает, если а*/3> 0.

Д ля возрастающ их переменных полагаем 0гj =  оо. Д ля убывающих 
переменны х из уравнений

2  a i j (S)Ss  ( р Д г  ( 0 i j )  +  Ps )  =  P i j
s<=JW

находятся  числа АД0*Д, после чего значение самого параметра опреде­
ляется по формуле, получаемой из определяющего уравнения

(3(0 а .

Qii =  " W +  2 - ^ - * i ( ? j M e « )  +  sj)
б j e j » )  Р

В ви ду монотонности функций 2 а * Л Д й Д Я ;)  +  д„) значения Я,(0,-Д

и Oij определяю тся  однозначно, если только соответствую щ ие уравнения
вообщ е имеют решения. В противном случае полагаем 0ц =  оо.

Д л я  определения значения 0j необходим о разобрать различны е сл у­
чаи . Е сли множ ество E z (x ) пусто, а м нож ество E i ( x )  содерж и т зам кну-
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тую цепочку, то Ац ие зависит от 0, н

Af| Ct'eJl
ditjt ' fl;о.

Если E2(x) пусто, а множество Ei(x)  не содержит замкнутой цепоч­
ки, то, исключая 01 из определяющего уравнения канонической системы 
множества Е 1 (х ) и уравнения

q „ ( A;,'(0l) cUji ^
di 03.01 =  gj, ----------------------  ,

' di,jt }

получим уравиеипе для определения Ai(0i)

2  ajg3(p3M (0 i)+  ffj) +  —  £ j.(p i.M 0 i)+  Si.) =  P(1)- v
3i=J(0 diaU

Здесь pj„ Qja получаются после подстановки вместо A,-, (0i) ее выраже­
ния через Ai(Qi) (см. (8)).  Ввиду монотонности функций gj (x)  и се, ^  0, 
1 / duj, Г> 0, уравнение может иметь лишь один корень. Значение 0j опре­
деляется при фиксированном Ai(0i) из определяющего уравнения.

Если множество Е i(x)  содержит замкнутую цепочку, а множество 
Е%(х) непусто и Е 2(х) =  0 2, то оценкиА; е Е1\  в том числе А,„ ие зави­
сят от 0. Из условия (21) и уравнения с индексом /о системы (22) на­
ходим

M 0l)==-------------- H i - —
PifiitU Pu Piidiih

Значение 0i находится из определяющего уравнения для множества
Е2(х).  Аналогично в случае Е i(x)  — Di и наличия замкнутой цепочки 
в множестве Е2(х) получаем уравнение для определения к,, (0i)

_ л г - _ (0l) Ci.j,
Р },к  2 +  Qj I ------------   •

aioj$
Здесь к2 е  А2) пе зависит от 9. Значение Ai(0i) однозначно опреде­

ляется по Aj,{0i), после чего значенпе 01 находится из определяющего 
уравнения для множества Е\ ( х ) .

Если множества Е х{х) и Е2{х) ие содержат замкнутых цепочек, то 
при выполнении условия (21) деревья Di и D2 соединяются, п все Ai(0i),  
i е  A1J +  7(2) можно выразить через Ai(Bi) по формулам (8). Пусть 
A2{0i) =  pAi(Oj) +  q. Из определяющих уравнений для t =  1, 2, исклю­
чая параметр 0Ь находим

2  <*jffi(PjM0i) +  3 j ) +  2  —  f f j(P ^ i(01) +  P l3 + ?i) =  р(1)+ - ^ —•

Поскольку Oj ^  0 , ) e  A1) -\- I{2\  решение уравнепия — ki (0i ) , если оно 
существует, единственно. (В противном случае Gi =  оо). Значение 0| 
определяется при найденном Ai(0t) из определяющего уравнения для 
t =  I. _

После вычисления 0 =  min (01: 02) находятся по ^соответствующим 
формулам значения переменных £fj(0) ^ Е ( х )  и А{(0). Из множества 
Е(х)  исключаются те переменные, которые стали равными предельному 
значению: Xij(Q) —  0. Если 0 <С G), процесс увеличения параметра 0 про­
должается, Итерация состоит тогда пз нескольких шагов. Итерация за­
канчивается при 0 =  01. В этом случае переменная =  0 включается
6  Э к о н о м и к а  и  м а т е м а т и ч е с к и е  м е т о д ы , №  1
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в м нож ество Е  ( х ) . Возм ож ен также случай, когда после исключения из 
м нож ества Е ( х )  переменны х х ц { в )  =  0 в г'о-й строке матрицы Цад/|| не 
останется  нн одпого элемента множ ества_£’ ( х ) . В этом случае птерацпя  
так ж е закаичпвается, переменная х щ 0 =  0 включается в множество Е  ( х )  
и  пересчиты вается значение оценки г'о-го условия

Ai,   aivufia'  ̂ 2  aiUXiia  ̂Н-  CisjV
г = 1

Теорема 2 (приводится без доказательства). За  конечное число итера­
ц и й , каждая из которых состоит из конечного числа шагов, методом по­
следовательного у л у ч ш е н и я  плана будет получено оптимальное реш ение  
задачи  (1) — (-3).

На каждом шаге метода необходимо решать нелинейные уравнения, 
каждое из которых имеет только одно неизвестное. Ввиду монотонного 
характера функций эти уравнения либо имеют единственный корень, лыбо 
вообще не имеют решения. Для решения этих уравнений можно исполь­
зовать любой пз известных методов решения нелинейных уравнений с од­
ним неизвестным. Ввиду монотонного характера изменения переменных 
нет необходимости вычислять все значения 0щ После нахождения одного 
из таких значений, например б;,,-,, надо определять величины 0,-j- только 
для тех переменных, значения которых отрицательны: ■гтДЭщ,) <  0.

О п и с а н н ы й  метод легко распространяется н а  случай, когда некоторые 
коэффициенты ац  равны нулю. Для этого надо только изменить опреде­
ление цепочек таким образом, чтобы все элементы х ц  е  Е  (а;), для кото­
рых ац  =  0, могли быть только висячими.

Для задачи, рассмотренной в работе [3 ], в которой все сц —  0 и 
f - ( x )  =  с^е~х., описанный метод оказывается особенно эффективным. Пос­
ле  замены In А и —  иь условия (4) для этой задачи становятся линейными

ТП
1ц Cjahj а{;X{j — и/,.

i = l

Это дает возможность реализовать метод без решения нелинейных 
уравнений. По трудоемкости алгоритм решенпя этой частной задачи ока­
зывается сравнимым с алгоритмами решенпя распределительной задачи 
-тттнейного программирования. Время решения задач такого вида разме­
нами m  =  Ю, п  =  20 на ЭВМ с быстродействием в 20 ООО операций в се­
;  пдт менее 1 мин. при чпеле шагов порядка ЗО—40. Для этой же задачи 

р „о реализую тся обобщения на нелинейный случай методов последова­
т е л ь н о г о  улучш ения оценок и сокращения невязок.
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