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Е. Г. Г О Л Ь Ш Т Е Й Н

При решении задач линейного программирования методом последова­
тельного улучшения плана иолезно иа каждой итерации иметь достаточ­
но точную оценку уклонения имеющегося плана от искомого оптимума. 
В настоящей заметке показывается, что этого можно достичь цеиоп не­
значительного усложнения алгоритма метода улучшения плана.

Предлагаемый способ базируется на методе двусторонних оценок, из­
ложенном в книге [ 1], хотя алгоритмически отличается от последнего. ' 

Все рассуждения будут проводиться применительно к задаче, состоя­
щей в максимизации линейной формы

п
L ( X ) = y i cjx j (1)

i= i
при условиях

П ,
y s aiix j =  bi, i =  1,2  ,т , (2)
i=i

Xj >  0, /  =  1 , 2, . . . , п; (3)

В процессе пзложения мы будем придерживаться терминологии кни­
ги [ 1 ].

Для начала процесса решения необходимо пметь опорный план „ ;

X '  = 1  (ж /, Х2',  Хп )

задачи (1 ) — (3) и план
Y ' r= (V i y z ' i  ут')

задачи, двойственной по отношению к (1) — (3), которая состоит в мини­
мизации линейной формы т

С ( г у > т , % ь т  (4 )
i=l

при условиях
т

S  а и т  > С3> 7 =  1 , 2 л.  (5)
i=i

Пусть L * — максимальное зиачеппе линейной формы (1) прп усло­
виях (2), (3). Из элементарных фактов теории двойственности вытекает

О U  -  L(X' )  ^  Z( Y ' )  -  L(X' ) .  (6)

Таким образом, имея план Y'  двойственной задачи (4) — (5), можно
оценить уклонение плана X'  от искомого решения задачи ( 1) — (3).
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В отличие от метода улучш ения плана, в предлагаемом алгоритме дви­
ж ен ие к  оптимуму осущ ествляется одновременно по планам прямой и 
двойственной задач, что дает возможность оценить в соответствии с (6) 
уклонение текущ его плана от оптимального. П ри этом правая часть (6) 
сокращ ается (в невырожденном случае) после каждой итерации.

Если
Z ( Y ' ) - L ( X ' ) =  О, 

то согласно (6) план X '  является  реш ением задачи (1) — (3), а план Y'  — 
реш ением задачи (4) — (5).

Допустим, что
Z ( Y ' )  — L ( X ' )  >  0.

О бъединим в множество Е (X, Y)  такие индексы j  ( / =  1, 2, п ) , 
для которы х либо

т •
6j ( Y)  =  2  ааУ г  С j =  0) либо X j  >  0.

i  =  i

У словимся обозначать через А  (X, У) задачу, кото})ая отличается от 
(1 ) — (3 ) наличием  дополнительных требований

x j  =  0, если 7 е  Е  {X , Y ) .
П усть X "  — оптимальный план задачи А  {X ', Y ' ) , а

М ' —  (р ./, р2.', ■ ■ • , Рт )
— реш ение задачи, ей сопряж енной.

В екторы  X "  и М ' вы числяю тся при яомощи метода улучш ения плана, 
которы й прим еняется к  задаче А  (X /  Y ' ) , отправляясь от исходного пла­
н а  X' .  .

М огут представиться два случая: i
ТП

1 . Aj '  =  2 ' j a ijp i ci ^  0 для 7 —' 1, 2, . . . ,  n, либо L ( X " )  =  L (Y')-

2. Среди чисел Д /  имеются отрицательные, причем L ( X " )  <  E(Y ' ) -  
П ервая  возможность указы вает на то, что X "  пешение задачи

( 1 ) - ( 3 ) .
Е сли ж е имеет место вторая возможность, то при помощи векторов 

Y '  и  М/ можно легко построить план Y "  задачи (4) — (5 ) более близкий 
к  ее реш ению , чем Y' .  ?

Д ействительно, пусть
У" =  Y '  _j_ е '(М ' -  Y ' ) ,  (7)

где

' 0 '  =  m i"  в Т ^ д ? -  ‘ (8>
Д / С О  3 3

По построению неравенство А /  <  0 возможно лишь пип б /  >  0. 
Следовательно, 0 с  0' с  1 
И спользуя (7) п (8), имеем

0,

Qj" ~  iVi" — С) — б /  — 0 '( б /  — А / )  ^

( 6/(1 — е') +  е 'д /  б/ ( 1  — 0') >  0, всли Д /

( gy  - ~ А ~ ?  Д / )  == если Д /  ^  0,

т. e. Y "  — план задачи (4) — (5 ).



В И Д О И З М Е Н Е Н Н Ы Й  М Е Т О Д  П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О Г О  У Л У Ч Ш Е Н И И  П Л А Н А  85

Далее,
L (Y") =  L(Y' )  +  е '[Г(М ') -  Г ( Г ) ]  =

=  £ ( Г )  +  О' [ Z { X " ) ~ L ( Y ' ) ]  < Z ( Y ' ) .
Итак, в результате решения заданы А (X Y' )  мы получаем опорный 

план X"  задачи (1) — (3) и плап Y"  задачи (4) — (5) такпе, что 
лпбо X"  — искомое решение, либо L( Y" )  — L(X")  <  L ( Y  ) — L( X ' ) .

Совокупность шагов, необходимых для решения задачи A ( X ' , Y ' ) ,  на­
зовем большой итерацией.

Если процесс решения задачи (1 ) — (3) еще не закончен, то векторы 
X"  п У" определяют задачу А(Х" ,  У"), которая решается далее методом 
улучшения плана, отправляясь от плана X " .

Отметим, что если /о — индекс, на котором достигается минимум (8), 
то Aja <  0, причем =  0, т. е. ;'о <= Е (X", Y" ) . Поэтому в невырож­
денном случае первый же шаг очередной большой итерации приведет к 
увеличению линейной формы (:1). Это обстоятельство указывает на ко­
нечность процесса. Тот же вывод остается в силе н в вырожденном слу­
чае, если только пользоваться известными приемами, гарантирующими от 
зацикливания.

Для численной реализации предлагаемого процесса естественно ис­
пользовать второй алгоритм метода улучшения плана (метод обратной 
матрицы). В этом случае каждый шаг процесса представляет собой от­
дельную птерацпю второго алгоритма, относящуюся к части векторов 
условий задачи (1 ) — (3).

План исходной задачи пересчитывается на каждом шаге. Плап двой­
ственной задачи обновляется через несколько шагов, объединенных в 
большую итерацию, причем, как мы видели, это сравнительно малотрудо­
емкая операция.

Итак, предлагаемый метод, обеспечивая на каждом шаге возможность 
оценки уклонения имеющегося илаиа от оптимального, алгоритмически 
дочти не отличается от метода улучшения плана.

При анализе задачи большого объема на ЦВМ методом улучшения 
плана процесс решения обычно разбивают на ряд больших итераций, каж ­
дая из которых состоит из нескольких шагов второго алгоритма, относя­
щихся к фиксированному подмножеству векторов условий задачи (см., 
напр., § 2 гл. 9 книги [1 ]). Эта модификация обеспечивает экономное 
использование оперативной памяти машины.

Описанный процесс наиболее близок именно к этой модификации вто­
рого алгоритма. Единственное дополнительное требование, которое он 
предъявляет к алгоритму, состоит в следующем.

Вектор A j  должен быть включен в подмножество векторов условий, 
определяющих большую итерацию, если •
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S j  =  Cj  =  О,

I \ 1 =  1 'где У =  (уь 1)2, . . ., г/m) — текущий план двойственно]! задачи.
При анализе задачи предложенным методом естественным критерием 

окончания процесса решения является достаточная малость правой части 
неравенства (6). По-видимому, использование этого критерия в ряде слу­
чаев может привести к уменьшению отрицательной роли вычислительных 
ошибок, что особенно важно для задач большого размера.
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