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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования, назы
ваемую распределительной (обобщенно!! т1занспортнон):
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Заданные коэффициенты aij и Сц предполагаются пеотрпцательиымп,
а cii и bj — положительными.

Весьма большой круг задач линейного программирования, встречаю
щихся при решении вопросов планирования, может быть сведен к этой
задаче. Одна из многочисленных экономических интерпретаций этой зада
чи заключается в следующем. Имеется т видов сырья  в количествах
аи «2, . .
вид этого сырья может перерабатываться в готовый продукт, причем па из
готовление единицы готового продукта в ;-м пункте производства идет аи
единиц сырья i-ro вида. Заданы количества hi, bz,  . . ■ , Ьп единиц продукта,
которые должны быть изготовлены в каждом из пунктов производства.
Пусть Xij — количество продукта, изготовляемое в /-м пункте производ
ства из сырья i-ro вида, а Cij — стоимость изготовления единицы продукта
этим способом.

Требуется найти такой план производства (матрицу ||a:,jll), который не
приводит к перерасходу сырья [условие (1)], обеспечивает требования по
выходу продукта в каждом пункте производства [условие (2) ] и обращает

минимум общую стоимость производства [функционал (4)].
Применение к этой задаче общих методов линейного программирова

ния без какого-либо их видоизменения неэффективно  в силу большого
числа неизвестных — т X п. Однако эти методы могут быть положены
в основу разработки специальных алгоритмов решения распределительно!!
задачи, учитывающих специфику ее условий. В литературе описано не
сколько таких алгоритмов [1, 2, 3]. Все они, за исключением [1], пред-

(4):

единиц. Имеется п пунктов производства, в которых любойатп●  >

в
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ставлягот собо11 реалпзацпп общего метода последовательного улучшения
плана. Недостатком этого метода наряду с чувствительностью к вырож-
денности является необходимость определения исходного плана, что при
менительно к рассматриваемой задаче связано со значительными трудно
стями в тех случаях, когда множество допустимых планов сильно сужено
жесткостью условий (1), (2).

Поэтому значительный интерес представляет разработка алгоритмов
решения распределительной задачи, основанных на другпх методах линей
ного программирования, в частности на методе последовательного сокра
щения невязок, который в случае обычной транспортной задачи приводит
к одному из самых эффективных алгоритмов (венгерский метод, метод
условно-оптимальных планов).

В работе [1] предложен метод решения распределительной задачи, яв-
ляющ1П1Ся обобщением метода условно-оптимальных планов. В настоящей
статье описывается и обосновывается другая реалпзацпя метода последо
вательного сокращения невязок, являющаяся в известной мере обобще
нием венгерского метода решения обычной транспортной задачи. На осно
ве п^эедлагаемого алгоритма в настоящее время разработана программа
решения распределительно!! задачи на ЦВМ.

Перед изложением алгоритма, которое проводится в разделе 4, в раз
деле 2 доказываются две теоремы, необходимые для его вывода, а в разде
ле 3 формулируется и решается вспомогательная задача о минимизации
перерасхода сырья, на базе которой строится алгоритм решенпя сформули
рованной задачи.

2. ТЕОРЕМЫ О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ МАТРИЦЫ СТОИМОСТЕЙ

I

Рассмотрим две теоремы о преобразованиях матрицы стоимостей
IlCijll, используемые при построении алгоритма.

Теорема 1. Преобразование столбцов матрицы IlCijH, выполняемое по
формуле

(5)С ij — Cij -[- dj,
приводит к новой задаче с теми же условиями (1), (2), (3) и измененным
функционалом (4), мнооюество оптимальных планов которой совпадает
с множеством оптимальных планов исходной задачи.

Другими словами, теорема утверждает, что в процессе решения задачи
ко всем элементам любого столбца матрицы llCij[| можно прибавлять одно

то же произвольное число (как положительное, так  и отрицательное).
Доказательство. Очевидно, что множества всех планов для обеих

задач совпадают. Пусть плаи Шг^И оптимален для задачп с щэеобразован-
ной матрицей С'ц- Это означает, что

и

3
где Хг/ — любой план этой задачп.

Выразпм Cij' в этом соотношенип через Cij, используя (5),

S  ̂ 2, 2 dj)Xij'
3

пли

2 2 "Ь 2 2 ^ 2' 2 4" 2 2 Xij .

Лоскольку любой план удовлетворяет условию (2) получаем

2  2 2^№/+2‘^j^j
3 3 3

i.
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ИЛИ окончательно

2  S
33 г

Последнее соотношение показывает, что план lla^ijli оптимален для ис
ходной задачи. Аналогично показывается, что план, оптимальный для ис
ходной задачи, оптимален для задачи с преобразованной матрицей |[ Сц Ц.

Теорема 2.. Преобразование строк матрицы IlCijll, выполняемое по фор^
муле

Сг/ = Cij + kiUij при i е М,
Сц' = Сц (6)при ie М,

произвольное подмножество множества номеров строк  и ki — про-еде М
изволъные положительные числа, приводит к новой задаче, любой опти
мальный план \\xijW которой, удовлетворяющий условию

S aijXij = ai при i е М, О)
3

является оптимальным для исходной задачи.
Другими словами, теорема утверждает, что если к произвольным стро

кам матрицы \\CijW прибавить соответствующие строки матрицы \\aij"
умноженные на любые положительные числа, и если для полученной мат
рицы [| Ci/ II будет найден оптимальный план, обращающий условия по
преобразованным строкам в строгие равенства, то этот план является опти
мальным для исходной задачи.

Доказательство. Пусть план Xij оптимален для задачи с преобра
зованной матрицей Ci/ и для этого плана имеют место равенства (7).

Из оптимальности плана следует соотношение

2  2

I

(8)
t 3 3

тде Xij' — любой план,, удовлетворяющий соотиошенням (1), (2), (3).
Выразим Cij' в этом соотношении через Cij, используя (6):

S S {^ij “Ь ^г] S S {Cij + kiUij ) Xfj +2 S
ieM 3 ieM 3 —isAf j гелг 3

или

2 ^CijXij+ 2
ieM i

Учитывая (7), получпм

2 2 ^22 ̂ i3^i/

UijXij ^
3

22 2 ^^'2 ^ijXij'.
ieM j3

ki Hi
^  j

Л
UijXij

г 33

Поскольку величины, стоящие в круглых скобках правой частп нера
венства, неотрицательны для любого плана Xij' имеет место неравенство

2 2 CijXij ^22 (9)
г 3 iг

показывающее, что план Xij оптимален для исходной задачи. Тем самым
теорема доказана.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА О МИНИМИЗАЦИИ ПЕРЕРАСХОДА
СЫРЬЯ И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вспомогательную задачу следующего содержания. Пусть
совокупность разрешенных способов производства задана условием: упот
ребление г-го вида сырья в /-м пункте производства разрешается только
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В том случае, если Cij = 0. Это требованпе можно записать так:
Xij = о прц Cij ф 0.

При таком ограничении, накладываемом на величины Xij, значительно
труднее (а может быть, невозможно) обеспечить выполненпе всех требо
ваний (2) без перерасхода сырья. Поэтому разрешим перерасход сырья
по некоторым строкам (видам сырья), множество номеров которых обо
значим через N. Под планом рассматриваемой вспомогательной задачи
будем понимать любую совокупность величин OJtj, удовлетворяющую усло
виям (2), (3) II (10), но не обязательно удовлетворяющую всем зюловпям
(1), т. е. допускающую перерасход сырья в строках, номера которых при
надлежат множеству N.

Задача заключается в отыскании плана, обращающего  в мпнпму'м об
щий перерасход сырья по тем строкам (видам сырья), где он есть в соот
ветствии с первоначальным планом, причем первоначальный план пред
полагается известным.

Математическая формулировка задачи такова.
Требуется найти план производства, удовлетворяющий условиям:

(10)

Xij — о прп Cij = 0;

3
j

3 Nai при i
j

n обращающий в минимум фупкцию

S S
iGiV

Ha основании теории двойственности сформулпруем критерий опти
мальности плана План ilxijll, предполагающий перерасход по неко¬
торым строкам i{i^N, N — iie пусто), оптимален в том п только в том
случае, если существует система оценок Vj всех столбцов п оценок iii ^ 0
тех строк, для которых геЛ’, такая, что имеют место соотношения:

j

прп Cij = о, г е N;
прп Xij > о, N;
при Cij = о, i е Л^;
при Xjj > о, i ^N;
прп HaijXij <С ai.

(И)Vj — —ац
Vj ajjiii ^5 о
Vj ацщ — о
Ui = о

(12)

3

Если пртшисать строкам с перерасходом (i е Л') едпипчные оценки, то
соотношения (11) приобретают ту же форму, что соотиошенпя (12), т. е.
для всех строк

Vj -h dijUi > о прп Cij = о. (13)
Vj + UijUi — о прп Xij Ф 0. (14)

Идея решения вспомогательной
имеющегося плана производится попытка построения
удовлетворяющей условиям (13), (14). Если
систему, то аналпзпруемый план оптимален
решена. Если же в процессе построения

задачи заключается в том, что для
системы оценок,

удается построить такую
и вспомогательная задача

оценок выявляется невозмож-
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ность удовлетворить какому-либо из условий (13), (14), то производится
корректировка плана, приводящая к уменьшению перерасхода, после чего
следует новая итерация, в основу которой положен вновь полученный
план.

Таким образом, решение состоит из ряда итераций, каждая из которых
разбивается на две части — построение системы оценок для имеющегося
плана и корректировка плана.

Перейдем к описанию метода решения. При описании будем говорить
о таблице размером т У, п, клеткам которой поставим в соответствие числа
Xij и Cij. Клетки, соответствующпе Cij = О, будем называть допустимыми
клетками, а клетки, для которых xij О, — клетками  с ненулевым произ
водством.

А. Построение системы о ц е п о к. В начале каждой итерации
строкам, в которых есть перерасход, приписывают в соответствии с ранее
сказанным оценки Иг = 1, а номера этих строк записывают в таблицу
строк, подлежащих рассмотреншо.

Далее в строках, подлежащих рассмотрению, находят клетки с нену
левым производством. Их столбцам (если они не пмели оценок) присваи
вают согласно критерию оптимальности оценки, определяемые по формуле
(14), т. е.

Vj = —

а помер строки (еслп она ие имеет остатка) записывают в таблицу строк,
подлежащих рассмотрению.

После того как все строки, подлежащие рассмотрению, рассмотрены,
приступают к поиску допустимых клеток в столбцах, подлежащих рассмот
реншо.

Для каждой Haiifleimoii допустимой клетки присваивают ее строке
(еслп она не имеет еще оценки) оценку

Vj
щ =

а помер строки (еслп она не имеет остатка) записывают в таблицу строк,
подлежащих рассмотрению.

Далее возобновляют рассмотрение строк, которое повлечет за собой
присвоение оценок новым столбцам и запись их в таблицу столбцов, под-

,  лежащих рассмотрению, что в свою очередь позволит возобновить просмотр
столбцов, влекущтп! за собой присвоение оценок новым строкам.

Описанная процедура является, таким образом, процедурой последова
тельного определения оценок строк и столбцов. При этом формула (14)
применяется поочередно к допустимым клеткам, стоящим в столбцах, уже
имеющих оценку, для определения оценок строк и к клеткам с ненулевым
производство-м, стоящим в строках, уже имеющих оценку, для определе
ния оценок столбцов. Таким образом, процесс образования оценок есть
в то же время процесс образования разветвляющейся сети клеток, началь
ные клетки которой лежат в строках с перерасходом.

В дальнейшем нам может понадобиться для любой клетки этой сетп
выделить из сети цепочку клеток, которая привела  к рассматриваемой
клетке от некоторой начальной клеыш сетп, т. е. от клетки, стоящей
в строке с перерасходом. С этой целью при назначенпн оценки каждого
столбца НЛП строки следует фиксировать «происхождение» этой оценки,
т. е. запоминать помер строки или столбца, оценка которого была исполь
зована при назначении этой оценки.

Процесс построения сети клеток и назначения этих оценок после ко
нечного числа шагов приводит к одной из следующих пяти ситуаций.
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1. В строках, подлежащих рассмотрению, отсутствуют клетки с нену
левым производством, кроме тех клеток, через которые были назначены
оценки этих строк.

2. В столбцах, подлежащих рассмотрению, отсутствуют допустпмые
клетки; кроме тех, через которые были назначены оценки этих столбцов.

3. Прц рассмотрении некоторого столбца в нем нашлась допустимая
клетка, принадлежащая строке с остатком сырья.

4. При рассмотрении некоторого столбца в нем нашлась допустимая
клетка, принадлежащая строке, ужо имеющей оценку, прпчем эта оценка
обязана своим происхождением столбцу, отличному от рассматривае
мого.

5. При рассмотрении некоторой строки в ней нашлась клетка с нену
левым производством, принадлежащая столбцу, уже имеющему оценку,
причем эта оценка обязана своим происхождением строке, отлпчпоп от
рассматриваемо!!.

Первые две ситуации, как будет показано ниже, означают, что искомая
система оценок построена, и, следовательно, вспомогательная задача ре
шена — исследуемы!! план обеспечивает минимальный перерасход сырья
в строках, в которых этот перерасход допустим.

Возникновение третьей ситуацип означает нарушение условия (12) для
строки с остатком, содержащей найденную клетку, так как этой строке
согласно алгоритму присвоена ненулевая оценка. Однако третья ситуация
позволяет выявить цепочку клеток, соединяющую строку с перерасходом
со строкой с остатком сырья. Наличие такой цепочки позволяет улучшить
план путем перераспределения в клетках этой цепочки, что будет описано
ниже.

Пятую ситуацию целесообразно исключить, сведя ее  к четвертой сле
дующим приемом. Пусть при рассмотрении стро1ш i нашлась клетка (hj),
такая, что столбец / уже имеет оценку, обязанную своим происхождением
строке i*. Строка г* также имеет оценку, прпчем эта оценка произошла от
столбца, отличного от столбца j. Припишем столбцу  / новую оценку на
основании формулы (14), выписанной для клетки (г/). Теперь при рас
смотрении столбца ; мы обнаруживаем в пем допустимую клетку (г*, ;),
стоящую в строке, уже имеющей оценку, прпчем эта оценка обязана своим
происхождением столбцу, отличному от столбца /. Такпм образом, мы
пришли к четвертой ситуации. Рассмотрим ее.

Возникающая ситуация заключается в том, что в некоторой строке v
наряду с клеткой, заканчивающей цепочку клеток, идущую от строки
с перерасходом, имеется другая клетка, через которую была определена
оценка этой строки. Эта клетка также закапчивает некоторую другую це
почку клеток, идущую от какой-то строки с перерасходом. При этом каж
дая из двух цепочек приводит к своей оценке строки v. Следовательно,
какую бы оценку строки v мы ни приняли, условие (14) будет нарушаться
для одной из ее клеток.

При этом существенно, имеют ли обе упомянутые цепочки общую на
чальную часть или они идут от различных строк с перерасходом. Какой из
этих двух случаев имеет место, легко установить, сравнив, например, но
мера строк, породивших каждую из цепочек.

Пусть цепочки идут от различных строк с перерасходом.^
Примем за новую оценку строки v большую из двух возможных оце

нок, после чего проанализируем ту цепочку, которая соответствует отме-
нопной, т. е. меньшей, оценке. Этот
среди клеток цепочки nepDoii клетки с нулевым производством (счет кле
ток ведем, начиная с клеткп, стоящей в строке v). Заметим, что такой клет
кой Может быть лишь клетка, имеющая нечетный номер.
8  Экономика п математические методы, М 1

анализ заключается в выявлении

L
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В случае, еслп клетка с нулевым производством не будет обнаружена,
появляется возможность улучшить план путем перераспределения произ
водств в двух цепочках, идущих от строк с перерасходом до строки v.
(Алгоритм этого улучшения плана будет описан нпже.) Если же такая
клетка найдется, то, как будет выяснено позже, перераспределение  произ
водств не может быть выполнено. Однако в этом случае появляется воз
можность такой корректировки оценок, которая обеспечивает выполнение
равенства (14) для всех клеток, кроме последней клетки проаиалпзироваи-
иой части цепочки, т. е. клетки, для KOTopoii хц  = О, а для этой клетки
обеспечивает выполнение неравенства (13). Это может быть достигнуто
продлением цепочки, определившей оценку строки v, за счет присоедине
ния к ней проанализированной части другой цепочки, в результате чего
обе цепочки будут смыкаться в обиаруншыпой клетке  с Xij=Q, где выпол
нение равенства (14) иеобязательпо. При этом, разумеется, необходимо
переназначить оценки всех линий, принадлежащих вновь присоединенной
части удлинившейся цепочки, исходя из прппятон оценки строки v. Кроме
того, необходимо переназначить оценки всех строк  и столбцов, обязанных
своим происхождением этим линиям.

Такое переназначение следует проводить, начппая со строки v. При
этом предварительно нужно наметить путь движения по тем линиям,
у которых следует переназначить оценки, а уже затем осуществить ука
занное переназначеине.

С этой целью при движении по анализируемой цепочке от строки v
будем для каждого очередного столбца (строки) указывать в качестве
строки (столбца), от которой произошла его оценка, предыдущую строку
(столбец). Другими словами, в качестве строки,
оценка столбца, содержащего первую клетку цепочки, укажем строку этой
клетки, т. е. строку, получившую новую оценку; в качестве CTOvi6Ka, от
которого произошла оценка строки, содержащей вторую клетку цепочкп,
укажем столбец, содержащш! первую клетку цепочки,  и так далее до тех
пор, пока не придем к клетке с пулевым производством, обнаружение
которой заканчивает анализ.

В результате выполнения этапа анализа, сопровождающегося пзмспе-
нием пропехождеппя линий, у которых следует перопазпачпть оценки,

завершающегося обпаружеппем клетки с хц — О, намечен путь движе
ния от строки V по этим лпппям.

Процесс переназначения оценок этих линий (начиная от строки v)
и всех лппи1(, происходящих от них, может быть реализован описапиым
выше алгоритмом назначения оценок, если его дополнить следующим об
разом. Когда при просмотре некоторой строки (столбца) выявляется клет
ка с ненулевым производством (допустимая клетка), стоящая в столбце
(строке), уже имеющем оценку, нужно проверить происхождение оцепки
этого столбца (строки). Если оно отлично от просматрпваемоп строки
(столбца), то фиксируется 4-я (5-я) ситуация
из цепочек, описанный выше. Если же эта оценка произошла от просмат-
риваемо!! строки (столбца), а условие (14), выппсапиое для найденной
клетки, не имеет места (такая ситуация возникает после выполпеппя про
цедуры анализа для клеток проаиализироваипой части цепочки), то сле
дует переназначить эту оценку столбца (строки), применив формулу (14)
для пайденпой клетки, а сам столбец (строку) следует включить в число
столбцов (строк), подлежащих рассмотрению, с тем чтобы в дальнейшем
были изменены оценки nimiiii, обязанные своим пропехождением этому
столбцу (строке). Если же условие (14), выписанное для данной клеткп,
выполняется, то следует продолжить просмотр строки (столбца), ие про
изводя никаких дополнительных операций.

от которой произошла

и

и начинается анализ одной



РЕШЕНИЕ распределительной ЗАДАЧИ 115

Дополненный таким образом, алгоритм назначения оценок должен
быть продолжен после окончания анализа цепочки, причем предвари
тельно строка V должна быть записана в чпсло строк, подлежащпх рас-
смотреншо.

Нетрудно видеть, что применение этого алгоритма в результате сделан
ного исправлеыпя происхождения столбцов п строк нроаналпзпрованнои
части цепочкп приведет к тому, что все оценки этих лпнп11 п оценки дру
гих линий, происходящие от нпх, после конечного числа шагов (случай
наличия общей части обеих цепочек пока оставлен в стороне) будут пере
назначены. Прп этом условия (14) будут выполнены.

Что касается последней клеткп проаиалпзпрованпоп частп цепочки,
т. е. допустимой клетки, для которой Xij = О, то ее строка получит в ре
зультате перепазначеппя большую оценку,, а ее столбец сохранит свою
оценку. Другими словами, для этой клетки будет выполняться усло
вие (13).

Теперь рассмотрпм слутй, когда обе цепочкп пдут от одно11 строки
с перерасходом п, следовательно, могут иметь общую начальную
которая разветвляется на две цепочкп, смыкающиеся  в далы1е11шем одна
с другой.

В этом случае появляется опасность того, что процесс переназначения
окажется бесконечным. Такая ситуация возникает, если первая клетка
с пулевым производством, иа1тдегшая прп анализе одной из цепочек, нахо
дится в общей пачальиой частп обеих цепочек. Тогда процесс переназна
чения оценок при двпженпп по проапалпзпроваппоп цепочке распростра
няется на другую цепочку через клетку, в которой произошло ветвление
общей части обеих цепочек, и далее переназначение оценок пропеходпт по
замкнуто!! частп и поэтому не может закончиться. Однако эта ситуация
отсутствия клеток с нулевым производством в части проаналпзпроваинои
цепочки, лежащей вне общей начальной частп обеих цепочек, дает воз
можность улучшить план, что будет показано нише.

Итак, при возникиовенпп четвертой ситуации вначале следует прове
рить, совпадают ли номера строк с перерасходом, начинающих обе цепоч
кп. Если они не совпадают, то следует аиалпзпровать всю цепочку, при
водящую к меньшей оценке строкп. В противном случае следует
клетку, в которой произошло ветвление обще!! частп обеих цепочек, и
ЛИЗ цепочкп проводить лишь до этой клеткп.

Таким образом, дополнение алгоритма пазиачеппя оценок алгоритмом
анализа цепочкп с пзмопенпем происхождения лпппп  и алгоритмом пере-
назпачеиия оценок даст возможность в случае возипкповепия четвертой
ситуации продолжить процесс назначения и перепазиачоппя оценок, если
среди клеток анализируемо!! цепочки ость клеткп с Xij = 0.

Покаяшм теперь, что возппкповсппе первой плп второй ситуации озпа-
пмсющегося плана. Для этого припишем всем линиям,

часть.

ВЫЯВ1!ТБ
апа-

чает ОПТиМсиНзИОСТЬ
пе имеющим^ оценок, пулевые оценки. Теперь совокупность допустимых
клеток можпо разбить па следующие три категории.

1. Допустимые клетки, строкп и столбцы которых пмеют нулевые оцен
ки. Очевидно, что для нпх условия оптимальыости плана (13), (14) выпол
няются.

2. Допустимые клетки, строки п столбцы которых пмеют ненулевые
оценки. Легко видеть, что оппсаипып алгоритм обеспечивает выполнение
соотношений (14) для всех клеток, для которых xij  > 0. Есл!1 же для ite-
которой допустимо!! клстки Xij = о, то это соотпошеппе может пе выпол
няться, если эта клетка является последней клетко!! в частп цепочки кле
ток, идущей до некоторой строкп, в которой была обнаружена четвертая
ситуация. Но в этом случае оценка строки была увеличена по сравнению

8*

L



11b E. Б. ТРИУС

c ранее имевшейся оценкой, удовлетворявшей условию (14). Поэтому для
такой клетки имеет место соотношение (13).

3. Допустимые клеткп с хц = О, строки которых имеют пепулевые
оценки, а столбцы — нулевые. В силу положительностп оценок строк для
этих клеток выполняются условия оптнмальиостп (13).

Из сказанного вытекает, что полученная система оценок удовлетворяет
всем условиям (13), (14), а следовательно, план оптимален и задача ре
шена.

Остается убедиться в том, что процесс построения системы оценок
(т. е. первая часть каждой птерацпп) после конечного числа шагов приво
дит или к корректировке плана, или к выявлешпо оптимальности плана.
Заметим, что оценка каждой строки может принимать конечное число зна
чений, ибо существует конечное чис.ло цепочек, ведущих от строк с пере
расходом к рассматриваемой строке. Следовательно,  и общее чпело сово
купностей оценок конечно. Поскольку в процессе построения оценок оцен
ки строк лишь повышаются, каждое повое назначение оценки приводит
к новой совокупности оценок, откуда и следует конечность процесса по
строения оценок.

Б. Корректировка плана. Ко второй части птерацпп мы при
ходим в двух случаях: или когда возникла третья ситуация, плп когда воз
никла четвертая ситуация и при этом среди клеток проанализированной
части цепочки отсутствуют к.летки с Xij = 0.

Перед тСхМ как рассматривать этп случаи, рассмотрим некоторые свой
ства оцеиок, построенных выше.

Рассмотрим цепочку допустимых клеток, связывающую строку с пере
расходом С какотьнибудь строкой к.

Не уменьшая общности, с целью упрощения индексации примем, что
строка с перерасходом имеет помер 1, а цепочка состоит из следующих
клеток: {Ц), (2,1), (2,2), (5, 2), . . . , (А: - 1,/^ - 1), {k,k-i).

Оценки строк и столбцов, принадлежащих цепочке, в соответствии
с описанным выше алгоритмом назначения оценок, равны:

1;«1
= —ацК1 = —flu;

fluVi
«2 =

fl2lfl21

fl22flll
У2 — —fl22H2 

fl2l

Vk—i — —Kh—iflfe—1, ft—i;

Vh-i
Uk =

fl ft , h-l

Перераспределим неизвестные, соответствующие клеткам этой цепоч
ки, по формулам:

Д/ац = + ̂ /vi;X\i — Хц

X2i — 2:21 “Н Д/®11   ^21 Д/^^1>

ДА21
- = д;22 + Д/У2; (15)Х22^ = 2:22

fl llfl22
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АЯцЯ22
= XZ2 —Х32' — 2:32 4

й21

Xfi-i, h-1 = Xk-i, k-1 + A/vfi-i;

Xk, ft—1 X)i^ fe_i A/vji—i.

При таком перераспределенип ни одно из условиГг (2) по парушается
п шг в одной строке, кроме i-ii п к-й, велпчпна расхода сырья не изменяет
ся. При этом если А > О, то в 1-й строке расход сырья уменьшается на
величпну А, а в Л:-й строке появляется перерасход (—А / Vh-i) -o-h^h-i нли
А / Uk. Если же А <С О, то в i-ii строке перерасход увелпчпвается. а в к-й
строке появляется остаток.

Величина А должна выбираться такпм образом, чтобы не оказались
нарушенными условпя (3) пеотрпцательиостп неизвестных.

Поэтому прп А > О его следует выбирать в соответствпи с иеравен-

А+ ^ min — (2:5s s = i\2, . . ., /с — 1.

ством

Если же А <С О, то оно должно удовлетворять соотношеппю
I А“| ^ min — (2:5+1, s-^s)-5 — 1,2, ... , /с — 1.

Заметим, что значения Xss, соответствующие нечетным клеткам цепоч
ки (если перенумеровать их, начиная с клетки, стоящей в строке с пере
расходом), все отличны от нуля. Это следует пз правпла построеипя оце
нок столбцов. Поэтому прсобразоваппя Xij в клетках цепочки, соответст
вующие А+ (т. е. ведущие к уменьшению перерасхода), всегда возможны.
В то же время прсобразоваппя, соответствующие А~, возможны не всегда,
а лишь прп условии, что среди четных клеток цепочки нет ни одной клет
ки с нулевым производством.

Перейдем теперь к оппсаппю алгоритма корректировки плана, рассмот
рев сначала случа!! обнаружения двух цепочек, ведущих от различных
строк с перерасходом к одной п Toii же строке v, затем случай обнаруже
ния цепочки, ведущей от строки с перерасходом к строке с остатком сырья,
II, наконец, случаГг обнаружения двух цепочек, ведущих от одпо!! п той же
строки с перерасходом.

1. Пусть к некоторой строке v от различных строк  с перерасходом идут
две цепочки клеток, каждая пз которых приводит к CBoeii оценке строки v.
Пусть эти оценки есть и и и' и при этом

(16)и > и'.

Выполним описаииое выше преобразование переменных для клеток
каждой 113 этих цепочек, подобрав А п А' такпм образом, чтобы в рассмат-
риваемо11 строке v суммарный расход сырья не нзмепплся. Это требова
ние будет обеспечено, если

Отсюда
А / и = —А' / и'.

и'
А' = —А (17)а

При этом суммарны!! перерасход сырья по обеим строкам с перерасхо
дом, от которых идут цепочкп, уменьшится на величину

'  и' \
А 1-

и /
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Поскольку паша цель — уменьшить перерасход, следует с учетом (16)
выбрать Д положптельпым. Как было сказано выше, соответствую1цее  пре
образование неизвестных для цепочки, приведшей, к оценке и (большей
оценке) строки v, может быть сделано всегда. При этом Д' оказывается от
рицательным, ц, следовательно, прсобразоваппя переменных, соответству
ющих клеткам другой цепочки, т. е. цепочки, припедшо!! к Meiibmeii оцен
ке строки могут быть выполнены, если эта цепочка не имеет клеток с ну
левыми производствами, а это было выяснено при ее анализе.

Пусть X — первоначальное значение иепзвестиого, соответствующего
s-й нечетной клетке nepBoii цепочки, т. е. той цепочки, которая привела
к большей оценке строки v, и для которой определяется Д (отсчет клеток
цепочки ведем от строкп с перерасходом). В соответствии с условием пеот-
рицатолыюсти (3) должно выполняться неравенство

+ Д / ^ О
или

Поскольку перерасход сырья, имевший место в строке с перерасходом,
соответствующей первой цепочке, не должен стать отрицательным, должно
выполняться неравенство

п

dijXij Q-i,
i=i

где i — йомер строкп с перерасходом, о которой идет речь.
Пусть XI — первоначальпое значение неизвестного, соответствующего

1-й четио11 клетке BTopoii цепочки, т. е. цепочки, приведшей к меньшей
оценке строкп v. В соответствии с условием иеотрпцателыюсти (3) долж
но выполняться неравенство

XI — Д' / VI ^ О
илп с учетом (17)

и
ViXi

и' ‘

Итак, в качестве величины Д следует принять
71

и
2' j 5

где s — номера нечетных клеток первой цепочки (счет клеток цепочки ве
дется, начиная от строкп с перерасходом);

I — номера четных клеток второй цепочки;
г — номер строки с перерасходом, начинающей первую цепочку.
Выполнив при выбранном Д и определяемом через него по формуле

(17) Д' преобразования неизвестных в обеих цепочках по формулам (15),
получим iiOBbiii план вспомогательной задачи с меньшим перерасходом
сырья, что означает конец рассматриваемой итерации.

Далее переходим к следующей итерации, если суммарный перерасход
не обратился в нуль. В противном случае вспомогательная задача решена.

2. Пусть некоторая строка с перерасходом соединена цепочкой со стро
кой с остатком.

Выполним описываемые формулами (15) преобразования неизвестных,
соответствующих этой цепочке, взяв в качестве величины Д

Д = min
S, L ^

(18)— VgXs, —ViXi / >и
j—i

nп

22Д = min — VsXs, dk —

i=i
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где S — номера нечетных клеток цепочкп (счет клеток ведется, начиная
от строки с перерасходом);

i — помер строки с перерасходом, начинающей цепочку;
к — помер строки с остатком, кончающей цепочку.

В результате получим новый план вспомогательной задачи с меиьшпм
перерасходом сырья. Если при этом суммарный перерасход сырья обра
тился в пуль, вспомогательная задача решена. В противном случае сле
дует nepoiiTii к следующей птерацпп.

3. Пусть к iieKOTopoii строке v от одной п той же строки с перерасхо
дом идут две цепочкп клеток, каждая пз которых приводит к своей оценке
строки V {а п и', где и > п'). Пусть далее среди клеток цепочкп, прнво-
дяще11 к меньшей оценке строки, пе принадлежащих другой цепочке, от
сутствуют клетки с пулевым производством.

В этом случае можно выполнить точно такое же преобразовашге, как
и в случае 1. Одпако А следует выбирать по-другому. Действительно, на
чальная часть обеих цепочек может в этом случае совпадать. Поэтому
к переменным, соответствующпм этой общей части, одиовремеиыо прибав
ляются некоторые велпчипы и вычитаются некоторые другие величины.

Так, от переменного, соответствующего первой клетке, вычитается
и'

—Д / Vi, а прибавляется —Д''/ Итого от него вычитается — — ̂
Vi\

1 —-
и

К переменному, соответствующему второй клетке, прибавляется—A/^i ,
Д / . и' \

и )'а вычитается — AV^i- Итого к нему прибавляется 1 —
Vi \

От переменного, соответствующего А;-й нечетной клетке общей части
двух цепочек, вычитается — Д/у/{, а прибавляется — Итого от пего

и'А 1 —-вычитается —
иVh

К переменному, соответствующему г-й четной клетке общей части

обеих цепочек, прибавляется , а отнимается —
Vr

и'\

А'
. Итого к нему при-

Vt

А (б 1авляется — -
и /Vt \

Отсюда А должно цаходиться из соотношения
п

0,i
U — VhXh

A = min
5, и A

— ViXi— V^Xs, f ’ u' u'll
1 — 1

и и

нечетных клеток первой цепочки, не относящихся к об
щей части цепочек;

I — номера четных клеток второй цепочки, не относящихся к общей
части цепочек;

к — номера нечетных клеток общей части цепочек;
i — номер строкп с перерасходом, от которой идут цепочки.

В результате корректировки плана в этом случае такнче приходим к
плану с меньшим перерасходом сырья, т. е. к повой итерации.

Остается рассмотреть вопрос о копечиостп числа итераций. С этой
целью поставим в соответствие каждому плану набор непулевых клеток

где S — номера

L
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(т. е. клеток, для которых Xij =И= 0). Допустим, что все планы, возникаю
щие в процессе решения задачи, обладают следующим свойством: совокуп
ность ненулевых переменных плана обеспечивает минимум перерасхода
сырья на множестве всех допустимых планов, соответствующих тому же
набору ненулевых клеток, что и данный план.

Из наличия упомянутого CBoiicTBa вытекает, что в процессе решения за
дачи не может встретиться двух различных планов с одним набором нену
левых клеток, ибо любой следующий план предусматривает строго мень
ший перерасход сырья, чем все предыдущие.

Поскольку число возможных наборов ненулевых клеток конечно, то ко
нечно п число планов, которые будут образованы в процессе решеппя за
дачи, что доказывает конечность алгоритма решеппя вспомогательной
задачп о минимизации перерасхода сырья при указанпом выше допуще
нии. Справедливость такого предположения не доказана, однако сформу-
лироваипое свойство планов легко обеспечить, если решить для каждого
плана задачу мшшмпзацпп перерасхода сырья, принимая в качестве допу
стимых только ненулевые клетки этого плана. Тот факт, что в рассматри
ваемом случае для каждо11 допустимой клеткп Xij отличен от пуля, суще
ственно у;прощает алгоритм, а именно: каждая итерация (будем называть
ее упрощенной) отличается от описанных выше тем, что если в результате
процесса назначения оценок возникла пятая ситуация, то следует, не про
водя анализа цепочки, переходить сразу к корректировке плана. В резуль
тате упрощеияой итерацпп лпбо псчезает одна строка с перерасходом или
остатком, лпбо обращается в нуль одна пз ненулевых переменных плана,
либо выясняется, что план оптимальным образом распределяет перемен
ные в клетках своего набора ненулевых клеток.

В первых двух случаях следует провести еще одну упрощенную ите
рацию. Ясно, что число подряд следующих упрощенных итераций конечно
в силу конечности числа клеток п строк. В результате такой серин упро
щенных итераци!! приходим к плану, для которого справедливо сформу
лированное выше свойство оптимальности, положенное в основу доказа
тельства конечности алгоритма.

На базе решения задачп о мпянмпзации перерасхода сырья может быть
построен алгоритм решеппя pacпpeдeлIIтoлыIoii задачп.

-5. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

1. Начальное преобразование матрицы
В каждом столбце матрицы Ц С{ находится минимал

с т о II м о с т е ir.
ьное число, п это

число вычитается из всех чисел этого столбца. При этом в каждом столбце
ооразуется хотя бы один пуль и все числа Сц остаются неотрицательными.

2. Определение исходного плана вспомогательной
задачи. В каждом столбце матрицы Ц Cij || находится пуль, и соответ
ствующее иеизвестпое Xij полагается равным bj. В результате получен
план вспомогателыго!! задачи о минимуме перерасхода, в KOTopoii допу
стимыми клетками считаются клетки, для которых Cij — 0.

3. Решение

г}

задачи минимуме перерасхода, опп-
саппой в разделе 3. Если в результате ее ]эеше1шя найден план без
перерасхода, то распределительная задача решена. Действительно, этот
план является планом основной задачп. Он оптимален для прообразован
ной матрицы II Cij II
планов с отрицательной стоимостью существовать не может. Следователь
но, в силу теорем 1 и 2 ои оптимален и для исходной матрицы. Если же
в результате решения вспомогательной задачи найден план этой задачи

о

так как имеет пулевую стоимость, в то время как
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С миппмальио возможным перерасходом, то следует переход к следующе
му шагу.

4. Проверка невозможности решения задачи. Для
каждой клетки подсчитывается величина

Wij = V] + ацщ

и среди всех lOij ищутся отрицательные. Если их нет, то задача решенпя-
нс имеет. Действительно, система оценок ui, Vj^ построенная для плана
производства У 11, удовлетворяет системе условий онтимальностп (13),
(14), сформулированных не только для допустимых клеток, но и для всех
клеток. Поэтому иайдеипый план производства обеспечивает напменьший
перерасход сырья среди всех планов, удовлетворяющих потребности пунк
тов bj и осуществляемых не только через допустимые, но п через любые
клетки. А это и значит, что не существует пп одного плана распредели-
телы1011 задачи. В противном случае, т. е. если существуют Wij <С О, сле
дует переход к следующему шагу.

5. Преобразование матрицы \\Cij\\. Для всех Wij <С О опре
деляются величины Aij = —Сц / Wij и среди них находится минимальная
(Д). Заметим, что все отрицательные гиц, а значит  и те, которые соответ
ствуют найденному А, находятся в клетках, лежащих  в столбцах, имею
щих ненулевую оценку, причем эти клеткп не могут быть допустимымп,
т. е. соответствующие Cij > 0. Отсюда следует, что и все Aij > 0, а зна
чит, пайдепиое А строго положительно.

Производится преобразование матрицы j| Cij Ц по формуле
Cij' = Cij А ● Wij.

Это преобразование может рассматриваться как последовательное
полненпе преобразования строк и преобразования столбцов, описанных
в разделе 2:

вы-

Сц" — Cij -|- Avj,
Cij' = Cij" -{- dijAui.

В результате выполнения этого преобразования допустимые клеткп, для
которых выполнялось условие (14), в том числе все клеткп с ненулевым

0. В то жепроизводством, остаются допустимымп, так как для них Wij —
время в столбцах, идгеющих ненулевые оценки, появляется хотя бы одна
новая допустимая клетка, что дает возможность продолжить решение вспо-
могательпой задачи. Поэтому далее следует возврат  к шагу 3.

Продолжеппс процесса назпачения оценок приводит пли к перераспре-
доленшо производств с уменьшением перерасхода, или опять к проверке
существования решения задачи, но уже с повыми оцепкамп строк, причем
все эти оценки не меньше старых и по кравшей море одна оценка увели
чена. В силу конечности числа совокупносте!! оценок, о чем говорилось
в разделе 3, чередование 3, 4 и 5-го шагов алгоритма через конечное
ло шагов приводит пли к корректировке плана вспомогательной задачи,
1ШП к выводу о том, что распределительная задача не имеет решения.

Покажем что общее число эквивалентных преобразований, которые мо
гут быть сделаны в процессе решения распределительной задачи, конечно.
Рассмотрим какое-либо эквивалентное преобразование. К нему привело
решение вспомогательной задачи, после того как был найден ее оптималь
ный план. Как было показано выше, через конечное число шагов после рас
сматриваемого преобразования должна npoiiaoiiTn корректировка плана.
В результате получится новый план с меньшим перерасходом сырья. Со
ответствующий ему набор ненулевых клеток должен отличаться от набора,
соответствующего старому плану в силу оптимальности последнего (иначе

чпе-

L
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НОВЫЙ план был бы допустшмым для старой вспомогательной задачи). По
той же причине этот набор должен отличаться от всех наборов, соответ
ствовавших ранее встречавшимся планам вспомогательных задач. Итак,
конечная серия эквивалентных преобразований, не разд(^леииых корректи
ровкой плана, должна после конечного числа шагов породить свой набор
ненулевых клеток. Обш;ее число возможных наборов конечно, из чего вы
текает конечность числа эквпвалептиых преобразований, а значит, и ко
нечность алгоритма решеипя распределительной задачи.
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