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В пастояще!! статье рассматриваются задачи оптимального распреде
ления, возникающие в экопомпке н техипке, которые приводят к схеме
выпуклого программпроваипя с фупкцпямп, заданными  в пропзвольном
виде: аналитическими выражоппямп, при помощи алгоритмов, таблиц, по
лученных экспериментальпо или методом статистического моделирования,
и т. д. Предлагается метод приближенного решенпя такого рода задач,
●основанный на замене исходной задачи другой, ей эквивалентной. Проце
дура решения сводится к многократному определеппю экстремума функ
ции одпой переменной.

1. ВВЕДЕНИЕ

Среди математических методов, используемых для решения проблем
●оргаиизащш производства, экономики и исследования операци11, сущест
венное место занимают методы оптимального распределеиия. В настоящее
врелгя имеются многочисленные примеры решения задач оптимального рас
пределения, возникающих на практике. Приобретен значительный опыт
в области фюрмализащш и математического описания исследуемых процес
сов, в построеипи соответствующих математических моделей. Разработаны
удобные вычислительные приемы для важных классов задач оптимального
распределеиия, особенно для задач линейного программирования п выпук
лого программирования [1—3].

Однако внедрение методов оптимальирго распределения в повседнев-
лую практику экономических расчетов и псследоваггая операций затруд
няется рядом причин. В первую очередь сюда относятся вычислительные
трудности, которые объясняются как несовершенством расчетных схем, так
и главным образом пеприспособлеппостыо существующего парка цифровых
вычислительных машин.

Вместе с тем немаловажную роль играет то.обстоятельство, что распро
страненные математические модели выпуклого и особенно линейного про-
граммихэованпя оказываются недостаточными для описания с необходимой
точностью некоторых типов актуальных практических задач. Вследствие
этого зачастую решения задач оптимального распределения, полученные

● на основе грубой формализации, не представляют питереса для практики.
С другой стороны, попытка траднцпоппым путем построить методы реше
ния задач линейного и выпуклого программпроваипя, сформулированных
'С необходимой общностью, наталкивается на серьезные трудности принци
пиального и вычислительного характера.

Известно, что для описания процессов функционирования сложных
●систем с учетом широкого круга действующих факторов успешно исполь
зуется метод статистического моделирования [4, 5]. Реализация модели
рующего алгоритма на цпфрово!! вычислительной
копить ипформацию для оценки функционалов, характеризующих
сложной системы. С этой точки зрения метод статистического моделирова-

машпне позволяет па-
свойства
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ипя сходен с натурным экспериментом. В обоих случаях могут быть по
строены таблицы значени!! функционалов для различных вариантов рас
пределения при условии, что все положенные ограничения выполнены.

К сожалению, метод статистического моделирования не позволяет непо
средственно получить оптимальный вариант распределения. Существую
щие алгоритмы решения задач HeniiHeiinoro програмлтроваппя методом
статистических испытаний оказываются недостаточно эффективными.
Алгоритмы направлеппого отбора вариантов не всегда гарантируют от
ошибок, связанных с выделением локального экстремума. Поэтому суще
ственное значение имеет разработка методов решения задач нелинейного-
программирования для случая, когда функция цели и ограипчонпя не за
даны аналитическими выражеипямп,

В настоящей статье рассматривается одни из возможных подходов к ре
шению такого рода задач.

2. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА ОПТИМАЛЬНОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим сложную систему, состоящую из некоторого числа агрега
тов [6]. Состояния ее в каждьи'г момент времепи t будем характеризовать
набором велпчип zi {I = 1, 2, . . ., Г). Процесс функционирования систе
мы в интервале времени (О ^ i ^ Т) описывается функциями zi{t) соот
ветственно.

Существеш1ы11 практически!! интерес с точки зрепия экономики п тех
ники представляют такие типы сложных систем, для которых функции

оказываются реализациями случайных процессов Случайный
характер фуикциоиировапия системы определяется влиянием внешне!!
среды, а также наличием источников случайных воздействии среди агре
гатов системы.

Для построения формализованной схемы псследуомого процесса п соот
ветствующей математпческо!! модели, обеспочивающе!! решение задач с
достаточной точностью, необходимо учитывать основные факторы, fleii-
ствующпе на систему. Среди наиболее часто учитываемых иа практике
групп факторов в первую очередь целесообразно отмстить случа1п1ые ошиб
ки и флуктуации входной информации, поступающей в систему, а таюко
случайные отклонения значенш’г параметров самой системы. Вероятност
ные характеристики упомянутых величин обычно iisy^iaiOTcn эксперпмен-
тальпо. Другая существенная группа факторов относится к надежности
функционирования элементов системы. Элементы не являются абсолютно
падежными и могут выходить из строя в процессе функционирования си
стемы. Моменты сбоя и потребное время ремонта оказываются слу
чайными величинами и описываются соответствующими вероятностными
характеристиками.

Для различных сложных систем, особенно связанных  с массовым об
служиванием заявок или клиентов, приходится учитывать факторы, опре
деляющие режим занятости элементов системы. Здесь используются пара-
лгетры, описывающие моменты начала функционирования каждого агрега
та, длительность выполняемой им операции, а также последовательность-
операцш'г во времени. Во многих случаях жесткая сиихропнзация не может
быть обеспечена и имеют место случайные отклонения моментов начала
II окончания операций.

Обычно в сложных системах имеется более или менее четко выдслеи-
пый управляющий агрегат, который производит распределение функ
ции между агрегатами системы и во времени. В результате работы управ
ляющего агрегата в некоторые момеыты времени вырабатывается набор
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иелпчпп XI, х:2, . . а:п, определяющпх дальнейшпп порядок функционпро-
ваыия системы. Набор величин Xi (i = 1, 2, п) в дальнейшем будем
называть планом плпраспределеннем.

Легко видеть, что процесс фуикцпонпрования системы, описываемый
функциями состоянии zi{t), полностью определяется планом Xi, х%, . .
и набором величин aj (/ = 1, 2, . . т), включающим  в себя параметры
-системы, зпачеипя случайных ошибок и отклонений, моменты отказа не
надежных элементов и длительности их ремонта, характеристики, описы-

X

вающио режим запятостп агрегатов, и т. д.
Пусть качество функционпрованпя системы оценивается прп помощи

некоторого функционала Ф, определенного на множестве функций
Тогда

ф = ф (ж1, Х2, Хп, ai, И2, . . . , а,„).
Обычно па величины х% накладываются ограничения вида

к=Л, 2, ... ,Г;gh{xi, Х2, Хп) < 0;
■ц

■1’Де Яг в общем случае зависят от ci, ог, . .., ащ- ■
Задача оптимального распределения состоит в определении таких зна

чений Xi величин Xi, чтобы функционал Ф получил минимальное (соответ
ственно максимальное) значение прп выполнении всех ограничений, и с
учетом того обстоятельства, что в общем случае среди а, и я* имеются слу
чайные величины, заданные соответствующими вероятностными характе
ристиками.

Для случая, когда функции Ф, gk и Яг заданы аналитическими выра
жениями II соблюдены некоторые весьма жесткие ограничения, в настоя
щее время имеются вычислительные приемы, пригодные для решения ряда
узких классов задач оптимального распределения. Однако общих методов
решения широкого класса подобных задач не существует. Последнее за-
ьхечанпе становится еще более очевидным для случая, когда функции Ф,
gh и Яг заданы не аналитическими выражениями.

Рассматриваемый ниже подход к решению задач оптимального распре
деления специально приспособлен к случаю, когда значения функций Ф,
gk и Яг- могут быть получены лишь для некоторого набора точек хи хг, . . .

Хп. Как показывают предварительные расчеты, применение этого под
хода позволяет построить удовлетворительные с точки зрения практики
вычислительные алгоритмы.

3. АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧИ ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Рассмотрим следующую задачу I: минимизировать функцию f{x) ыа
множестве Ло = {■Х‘|0 < Z ^ я, gk{X) ^0, к = 1, . . .  , т).

Здесь f{X) II gh{X) — выпуклые (вниз), неирерывно дифференцируе
мые функции от п переменных.

Покажем, что задаче I аспмптотпческп эквивалентна задача II:

min
^ к

яри условиях

Здесь с > о — константа.
Эквивалентность этих задач следует понимать в том смысле, что

решение одной из нпх является допустимым вектором другой п минималь
ные значения фуикцп1г цели совпадают. Под асимптотической эквивалент
ностью нонпмается эквивалентность при с оо.

L
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Прежде всего заметим, что функция целы задачи II выпукла, ибо сум
ма выпуклых функций выпукла, 1 / с > О н есть выпуклая функ¬
ция [7]. Для полноты изложеипя докажвхМ последпее.

Пусть п ^2 — две произвольные точки пз области О  ^ X ^ а. Тогда
в сплу выпуклости gfc(X) получим

I A',+A':

e(‘=/2)[gft(Ap+g^,(AV>] = g(c/2)b'ft(A-p g(c/2)g^(A'2) _\  2

Cgft(A'2)
1 Г
Ш L

1 г П2
g  2 — g 2

2 L

1
2

Теперь перейдем к доказательству асимптотической эквивалентности
задач I и II.

Обозначим решение задачи II, отвечающее фиксированному значению-
с, через X (с). Ясно, что при любом с оно существует. Пусть также

у(с)= min
С  ● .h0=SA<o L .

1
Лемма 1. у (с) ^ + — 2 где Х° минимизирует j{X) при усло-

h

вии X е Rq.
Доказательство почти очевидно.

" ft "ft
Y(c)= min

Q^X^a

где X' — произвольная точка, удовлетворяющая условию О ^ X ^ а\ в ча
стности, в качестве X' можно взять Х^.

Следствие. Если у (с) имеет предел при с

у(оо) = limy (с) ^ min f{X).

оо, то

С^оо

Лез1ма 2. При с / оо
Данная лемхма утверждает, что при с

принять такое значение О ^ Х{оо) ^ а, что ёк{Х{оо)) ^ О при всех к.
Предположим, что это не так, т. е. существует такой номер /го н такое чис
ло ео > О, что при всех с

9{Х{с), Ro) 0.
решеппе задачи И стремптсяоо -

gh,{X{c)) > ео.

Тогда в силу ограниченности /(ЙГ) при 0.^ X ^ а имеем

у (с) -- f{X(c)) -Ь ^ ^ Agcg^„CA(0) ^
с . с

ft ^ho

^/(Z(c))-h— 3eC^fi(A<c)) + lgceo ОО при с оо.

Полученное противоречит лемме 1 и ее следствию. Лемма 2 доказана.
Лемма Я.Пустъ /{X) и gh{X) —непрерывные выпуклые функции, мно-
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жество -??о = О, О ^-Х" ^ а) регулярно в смысле Слейтера^
[8], тогда

lim min /(Z)= min f{X).
|Л-»0 0^A'<a 0<-Y<a

gk(X) < 0gk(X) < |.1
Введем обозначения

R^- = {X\0 ^X^a, gk{X) < |x, |x ^ 0},

R^+ = {X|0 ^ Z < a, gk{X) < jx ^ 0}

= {X\p{X,X^) <6},

p{x,x<‘)=y
  -^0^   -^Oj

Ло = {X\0 < X < a, gk(X) < 0}.

Докажем сначала, что
lim min f{X)= min f{X).

X sRo-ТеНц-

Пусть min/(X) = /(X®) n gh(X^) = 0 хотя бы прп одном к.

В сплу непрерывности /(X) для всякого 8 > 0 найдется такое б(е), что

Хе C/fi(A'0) ^/(Х) ^f{X0) + е.

Прп любом 1-1^0 Ло. Покажем, что для всякого б >  0 найдется
такое |х(б) < О, что

II ^ 1.1(6) Лд- Л г7б(Х°; ^ ф.

В силу регулярности Ло существует точка X* е Ло. Соедпипм точки X®
и X* отрезком; в силу выпуклости Ло для любого а  0 ^ а ^ 1.

аХ» + (1 - а)Х" е Ло,

а в силу выпуклостп gk (X)

g-,(aXo + (1 - а)Х') < agH{X<^) + (1 - а)^^(Х*).
По определению точек Х° п X* имеем

gh{X°) ^0 прп всех к,

gk{X*) <С о прп всех к.

Следовательно, при любом а 0 ^ а ^ 1
gk {Ха) < о при всех к,

где Ха = и- (1 — а)Х*.
Если в качестве а взять число а°, превышающее

б
1

то Ха" е и^{Х°), действительно,

3 («®а;г® + (1 — а<’)з:Г — = (1 — < б.

L
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Таким образом, Ха® s С/б(Х°) П
Отсюда следует, что

^ft(Xa®) = Я/1 < о при всех к.

Положим .а (б) = max Хи-

Тогда, очевидно,
к

§к{Ха°) ^ |.i(6) <С О При всех к.

Это условие тем более выполняется прп всех |т, О  > р, ^ р(б), п наше
утверждение доказано.

Вернемся к доказательству леммы. Согласно вышеизложепиому, по лю
бому 6 (е) можно найти такое р (б (е)), что

р ^ р(б(е)) Л Ub{X^) ф ф.

Тогда для любого такого р п любого Х'е/?^(б(е))П
min /(X) ^ /(X) < f(X') < /(Х°) + 8 = min /(X) -h 8mm .

-(б(е))Пив(Х0)Хея, ХеЕо

С другой стороны, поскольку при любом р <С о
i?[j. ^ i?0i

II непрерывность слева функции min/(X)
XeRji

TO min /(X) ^ min /(X)
X

точке p = 0 доказана, если точка X® такова, что хотя бы прп одном
к gk{X°) = 0. Остается рассмотреть случай, когда при всех к

^ft(XO) < О,

в
Хейо

но он сводится к предыдущему, п первая часть леммы доказана пол
ностью.

Вторая часть леммы утверждает, что

lim min/(X) = min/(X).
й-»-0 XsR^+ XsBo

Действительно, возьмем произвольное число 6 >● 0  и рассмотрим про
извольную последовательность рг 4 0. Ей соответствует последователь
ность R Х^*. Если при некотором рг,Х‘^*® е Ro, то для всех рг piин 09 .

очевидно, UtiX ^) [\ Ro Ф ф, что и доказывает утверждеппе. Поэтому
предположим, что ни при каком pi Х'^^ ф Ro. По определению области
при Pi о max gh{X^^) о, следовательно, в силу непрерывности gh{X)

■p(Xjx^, i?o)

такое pin, что для всех pi pi, р(Х^^^ > -^о) < е. Это значит, что существует
такая точка Х^ е Ло, что р(Х'^^“> ^о) ^ ̂  всех р/ pi,, т. е.

Xo^iVe(X>^0 n-ffo,

о, т. е. для всякого 8 !> 0, в частности, е < 6, существует

по Ue{X^^) ^ Uq{X'^^), следовательно, Xo^Ue{X^^^) f\RQФ ф при всех
Pi ^ Рг„.

Из этого утверждения сразу же следует доказательство второй части
леммы.

●* х^‘-^ точка, реализующая min f{X).хел
Дг
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Денствптельно, в силу непрерывности f{X) для каждого е > О можно
подобрать такое 6(e), что

X^UbiX^^) =^\f{X) -f{X^) \^s,
где р — произвольно. В частности, по этому б (s) можно подобрать такое
р(б(б)), что и&{Х^) = Uf,+ {X^) ф ф для всех р ^ р(б(е)). Но тогда
для каждого такого р и всех X е имеем О ^ f{X) — f{X^^) ^ е.
Учитывая то, что для всех таких X f{X°) ^ f{X), получим

/(ХО) -f{X^^) ^f(X) -/(Хи) ^ е.

С другой стороны, 3 Ro при любом р, следовательно,

UX^'i— min ^^Х) ^/(Х°) = min/(X)
А'ед+ц ● А-еЛо

непрерывность функции min/(X) справа в точке р =  0 доказана. Тем
A'sBfi

самым полностью доказана лемма.
Замечай и е. Условие Слейтера исключает случай, когда среди усло

вий g’fe(X) о встречаются условия вида gk'(X) ^ 0; gh''(X) ^ 0, при
чем —g,i> (X) = gk" (X) — линейная функция.

Однако лемма при этом остается справедливой, и это видно из следую
щих соображений. Пусть точка X* такова, что gkiX*) <С 0 для всех к, кро
ме к = k'лк ^ к".

II

gk'{X*) =gu"{X') =0.

Существование такой точки предполагается. Тогда в соответствии с вы
шеизложенным для всякого б можно найти такую точку Ха® ф X*, что

Ха® е г/б(Х*) п W < о для кф к'
вместе с некоторой своей окрестностью С^бДХа®), поскольку множество,
стоящее справа, открыто. При этом, очевидно,

^ft-(Xa®) = gH"{Xa!‘) = 0.

Наконец, по данному б можно подобрать такое pi (б), что

£/б.(Ха®) ^ Vb{X^) п {Х|^й(Х) ^ Pi(6), кф к', к Ф к”)

при всех о ^ р ^ и(б)-
Для этого достаточно в качестве pi (6) взять число, равное

к ф к"}и

kh +шах
кфк',

Н“ Yi где Y — некоторое малое положительное число.
Далее остается провести нормаль к гиперплоскости —gk'{X) =

~^/i"(X) = 0 в точке Ха®, на которой взять точку, принадлежащую
^б.(Ха®), II подобрать такое Р2(б), чтобы эта точка принадлежала множе
ствам (иесвязным)

для всех о ^ р ^ Ц2(б). Если положить

,.t{6) max (pi(6), Р2(б))

р ^ р(б(е)) С^б(Хо) ф ф.

Далы1е11шие рассуждения остаются без пзмепепия.
Теорема 1. Задачи I м II асимптотически эквивалентны.
Согласно лемме 2 прп с / оо р(Х(с), Ло)-^0, а согласно следствию лем

мы 1 у (оо) т\п f (X). Таким образом, для доказательства теоремы
AsHo

9  Экономика и математические методы, М 1

то получим
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остается показать, что y(°^) ^niin/(X). Согласно лемме 3 для всякого

е Z> о найдется такое ц(е), что

min f (X) т'ш I (X) — е.

Далее,
1

min f(X)^ min /(X)+ niin — ^

i V 1
f(^X)-\- — Ze<=s,(x) _^ min

A'SR+ J* c  h(S)

в силу леммы 2 для всякого |х(е) >0 найдется такое с(ц(е))
gk{X) ^ М-(е), /с = 1, . . т, как только с ^ c([.i(e)), следовательно, при

что

всех с ^ с(|д,(е))

= Y(c).mm
AsR+4(e)L С  к

Таким образом, мы получим, что для всякого е > 0 существует такое
с(е), что

Y(c)^min/(Z) —е
А SiiQ

как только с ^ с(е), и теорема полностью доказана.
В заключение настоящего раздела заметим, что данный метод, вообще

говоря, не обеспечивает монотонной сходимости у (с) к min/(X). Если
Аеяц

функции gk(X) BiiiieiiHbi, то их квадраты всегда выпуклы. В этом случае,
приводя систему ограничений к виду

gf^(X) = о,

можно получить монотонную сходимость, полагая
т

f(X)-f-^e<^sWу (с) = min -
— т

к=1

4. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ II

Запишем задачу II в более общей форме IT:
if

^(^1, . . х„) = min при о ^ а:г- ^ а,-.

где F (xi, . . . , Хп) — выпуклая (вниз) непрерывная ф)ункция.
Данная задача может быть решена любым из известных методов вы-

пуклото программирования. Однако мы приведем метод, специально при
способленный для решения задачи этого типа. Его простота, удобство ма
шинной реализации будут очевидны, особенно в случае, когда функция
цели задана не аналитически, а в виде, скажем, статистической модели.
Предлагаемый метод является обобщением известного в квадратичном
программировании метода Хилдрета и Д’Эзопо [9]. Он пачтшается с про
извольной допустимой точки X®, о ^ ^ а и далее строится итерационно
последовательность Х°, Х^, Х^, .. . Предположим, что получена точка
Хр (р = о, 1, 2, . . .), и изложим построение точки ХР'^*. Последняя гголу-
чается покомпонентно в результате минимизации фуикциГг одного перс-
меипого
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F{xi, ХгР, по Xi & [о, aj,

F{xi^'+\ Х2, ХзР, . . . , ХпР) по Х2 ^ [о, Яг]

F{XiP+^, Хп) е [О, ап]по X .
Очевидно,

F{X^) ^ F(X') > .. . ^ F{Xp) > F{XP+i) ^ ^ min 7^(Х).

Введем обозначение
Хр+^ = Р{Хр).

Тогда из предыдущей цепочки неравенств следует
F{P{X)) <F{X).

Лемма А. Пусть функция F{X) выпукла и непрерывно дифференцируе-
тогда равенство F{P{X)) = F{X) имеет место тогда  и только тогда,

когда X = 'х, где X есть решение задачи II'.
Сделаем одно предварительное замечание. Все предыдущие утвержде

ния были верны в классе функци1г, являющихся лишь непрерывными. Что
же касается данной леммы, точнее, достаточности сформулированного
утверждения, то легко привести пример непрерывной выпуклой функции,
для которой она неверна. Действительно, пусть

1 — а:,

1-г/,

ма,

г/) = (

минимум этой функции ищется в областии

Л:

равен нулю. Однако дляОн достигается, очевидно, в точке (1,1)
любо11 точки с координатами х* = у имеем

f{x\ /i ) < i у) при любом I/, О ^ у ^ 1,

j{x\ у') < /{^, г/*) при любом X, О ^ а; < 1.

и

Необходимость этого утверждения очевидна. Докажем достаточность
Из равенства Л (Р{Х)) =F{X) следует, что при всех /

miii-F(a:iP, . - . , ь ^i+i, ● ■ ●, х^р) = F{x^p^ . . Хп.Р') ●● ?

Отсюда
7 = О при О <1 <С Яг,

dF.
■-{XiP, . . .,ХпР) ^ О при Xi = О,

дх{
^ О при Xi = я,-

что представляет иное выражение условий Купа — Таккера, являющихся
необходимыми и
noil допустимой области.

В данном случае они имеют вид

достаточными в случае выпуклой функции цели и выпук-

дР
= — Ух + тг ,dxi

Xi Vi — Я,г ,

9*

L



1

132 Н. П. БУСЛЕНКО, Г. А. СОКОЛОВ

XiWi = JI iUi = О,

1. Пусть йг>Хг>0.
Тогда iCi <С «г о 2/i = о

^ о/’
= 0.

Xi'^Q^Wi

2. Пусть Хг = 0.
Тогда

=»yi = ai>0^yi = 0. dF
iCi = о = > 0.

dxiФ* Wi >0^-

3. Пусть Xi = ai.
Тогда

OF _
\ — 2/i < 0.Xi — di

Wi = 0

Разобьем множество индексов i—Л, ..., n на два непересекающпхся
произвольных подмножества h к h л. обозначим вектор, составленный из
компонент Xi, i е Ii, через Х^, а вектор, составленный из компонент ai,
i ^ Ii, через аЧ Аналогично Х^ и а^.

Справедлива следующая
Лемма Ъ.Если F{X) — выпуклая функция от X для О ^  А ^ а,

то функция
у{Х^) =mmF{XK Х^)

также выпукла для О ^ ^ а*.
Для доказательства этой леммы воспользуемся тем же приемом, кото

рый применил Р. Веллман при доказательстве одной из своих теорем *.
Для любого о X ^ 1 имеем

Y(W + (l-X)X2i)= min i^(W+(l-X)X2SX2),

где Xi^ и — произвольные точ1т из области 0 ^ Х^  ^ а^.
Заменим Х^ велнчипои Х?'='кХ^-{- (1 — к' )Х^, где Х^ и Х2^ изменя

ются независимо друг от друга в области 0 ^ Х^ ^ (F, i=^ 1, 2.
Тогда, учитывая выпуклость ^^(Х), получим

V(?iXii + (l-^)X2')= min FrW-l-(l-X)X2i,?.Xi2 + {l-?,)X22)>

min [Х^(ХЛад + (1-?.)^(Х2\Х22)]<

^'k min F(XAXi2)-f(1 —X) min F(X2SX22) =

= X'y(z,‘) + (i-x)y№‘).
Из выпуклости функции у(Х') следует ее непрерывность [3) во всех

внутренних точках, а из выпуклости и непрерывности F{X) следует одно
сторонняя непрерывность в граничных точках [И].

См. [10], стр. 40.
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Лемма (д.Если функция F{X) непрерывна, выпукла и по каждой пере
менной не обращается в константу ни на каком отрезке ненулевой длины,
то оператор Р непрерывен.

Под непрерывностью оператора Р понимается существование для каж
дого е > О такого б (е), что

Х^иыг){Х7>) =^Р{Х)^ Us{P{XP)).
Пусть множество h состоит из единственного индекса i(i = i, . . ., п),

а множество h — пз всех остальных. Докажем следующее утверждение:
для всякого & > О существует такое б(е), что

Xi^- ^ Z7fi(e){Zo2) l^t, — xi, I ^ е,

где хц минимизирует функцию F{xi, Xi^) по Xi е [О, at]
F{Xi, Хо^-) по Xi G [О, а{]. Тем самым будет доказана и сама лемма.

Предположим, что данное утверждение неверно, тогда существует такое
S > О, что для любого б

а Xi, — функцию

— Хй \ > 8.Xi

Но тогда в силу непрерывности функции (лемма 5)
->F{xi,', Хо^) =F{xi„ Хо^), причем |^i/ — ^ е, т. е.,гц

учитывая выпуклость функции F{X), получим, что существует отрезок,
длина которого больше или равна е, расположенный вдоль осп Xi, на ко
тором функция F{X) принимает постоянное значение. Но это противоре-
чпт условгао, п лемма доказана.

Теорема 2. Пусть функция F{X) удовлетворяет условиям предыдущей
леммы и непрерывно дифференцируема, тогда последовательность F{X )
сходится к min F{X).

0<Х<о
Предположим, что это неверно. Тогда последовательность {F{Xp)), бу-

ДУчд невозрастающей п ограниченной снизу числом тш^Р(Х), сходится к

схэпри р

0<Х<а

числу Л >» min (X), следовательно, любая подпоследовательность {/'(Хр)}
0<х<а

также должна сходиться к А. Выделим из бесконечной последовательности
{^^}, принадлежащей множеству О ^ X ^ а, сходящуюся подпоследова
тельность ХРг Х*, тогда по непрерывности FjiP

F(XPr)-^F{X*),

F{P{XPr)^F{P{X')),
причем

Р{Х') =F{P{X^)).

Но согласно лемме 4 X* = X и

FiXn =F{P{X^)) =^-F{X) < Л,

полученное противоречие доказывает теорему.
Из данной теоремы следует, что предлагаемый итерационный метод

решения сходится к решению независимо от исходно]! точки Х° и порядка
перебора компонент вектора X.

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МИНИМУЛи ФУНКЦИИ, ЗАДАННОЙ
ПРИ ПОМОЩИ МОДЕЛИ

Таким образом, задача выпуклого программирования свелась к много
кратному определению минимума некоторой выпуклой функции, скажем,
Ф (а^) одного переменного при условии О ^ а; ^ а. Если эта функция за
дана аналитически, то существует достаточно много известных способов

L
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решения этой задачи. Мы остановимся лишь на одном из них, а именно
методе Кифера — Джонсона [10]. Согласно этому методу в зависимости
от требуемой точности отрезок [0, а] лгшейно отображается па отрезок
[О, Z,„], где Ln — ^-е число Фибоначчи. Далее вычисляется значение
Ф(г) В точках kLn-i и кЬ
масштаба к другому. Если 0(A’Ln_i) ■< Ф{кЬп-2)^ то делается вывод, что
минимум достигается на отрезке {L
Ф {kLn-i) >~ >Ф{кЬп-2), то делается вывод, что минимум достигается на
отрезке [0, Ln-i\, длина которого также равна L
вычисления функции в двух точках область поиска экстремальной точки
(отрезок длиной Ln) сузилась до отрезка длиной L
вторяется аналогичным образом, причем значение функции в одной точке
уже известно, поэтому для перехода к отрезку, содержащему экстремаль-
иую точку длиной Ln-2, достаточно вычислить значение функции лишь
еще в одной точке. Мы не рассмотрели еще одной возможности, а именно,
когда

где к — коэффициент перехода от одногоп-2,

Ln) длиной L Если жея—2, я—1-

Таким образом, цено11я-1.

Далее процесс по-я-1.

Ф{kLn-^) .= Ф{kLn-2).

2, ^я-l]В этом случае экстремальная точка принадлежит отрезку [L
длиной Ln-z-

Учет этого случая указанным образом приводит к усложнению алго
ритма, хотя и сокращает объем вычислеии!!. Следует, однако, заметить, что
этот случай можно особо не выделять, отнеся его к одному из предыдущих,
безразлично к какому.

Предположим теперь, что функции f л gk заданы алгоритмически или
даже при помощи iieKOTopoii статистической модели. В этом случае реше
ние задачи математического программирования в классической постанов
ке [1] существующими методами становится практически невозможным.
Дехютвительно, все эти методы, как правило, требуют построения гради
ента (или его проекции на некоторое многообразие), а также решения
системы управлений, что весьма затруднительно, когда неизвестны анали
тические выражения для / и gh. Совершенно неясно, кроме того, как обе
спечить выполнимость условтп! о практичсски приемлемыми спосо¬
бами. Можно назвать еще цельн! ряд более или менее существенных при
чин, однако мы на этом останавливаться не будем.

По-видимому, практически реализуемый способ решения задач про
граммирования с функциями, заданными в виде модели, должен непре
менно удовлетворять следующему условию: он должен требовать лишь
вычисления значений функций / п gn в некоторых точках, удовлетворяю
щих разве лишь тривиальным ограничениям типа Х{ ^ di. Этому требо
ванию как раз удовлетворяет предлагаемый метод решения; более того,
он сводится к определению экстремума функции лишь одного переменного.

Итак, пусть Ф(а;) = МЦх), где \{х) — случайная величина и М —
знак математического ожидания. Обозначим

п—

= Ф{Х^) -Ф(Х2) =M(U^i) -и^2)) =MM{Xi, Х2).Я

Как указывалось выше, метод Кифера Джонсона требует лишь срав
нения значений функции Ф(а:) в некоторых двух точках Х[ и Х2, другими
словами, различения одной из следующих трех гипотез:

: X > о,

Ih: 'n = о,
Яз: < о
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или по крайней мере следующих двух:

Ih" : X > 0.
илц

\I-h'; X < о

(см. сделанное выше замечание).
Если относительно | (л:) принять некоторые допущения, то для разли

чения этих гипотез можно применить аппарат последовательного анализа
Вальда*. Например, полагая A^(a:i, xz) распределенной по нормальному
закону с известной дисперсией, получаем последовательный критерий в
виде **

т
,  00"{“ 01

,  00 + 01

рIn
1-а01 — 00●г=1

т

3 дь > 01 — 00 а
f=i

Следует, однако, заметить, что, несмотря на оптимальность последова
тельного критерия, его применение в данном случае не совсем удобно,
прежде всего, по двум причпнам: 1) он требует, чтобы закон распределения

был известен, и 2) в общем случае, когда вычисляется Ф(о:2), величина
уже определена на предыдущем шаге.

В тех случаях, когда P{|(a:i) <С 2} ==Р{|(а:2) <2  — Д} при любой z
фиксированной А, на наш взгляд, более целесообразным следует при

знать использование одного из непараметричеекпх порядковых критериев
[13], например Вплкоксона или Ван дер Вардена (X). Остановимся вкрат-

Пусть п = g h случа1шых величин |i (.2^1),

н

це на втором из них.
2(^1), . . ., |g(a:i) и 1\{хг), Ь.{х2), . . ● , |/i(a:2) расположены в порадке пх

возрастания и пусть г— порядковьпг номер |(a:i) и  s — порядковьпг номер
I {хг). Образуем суммы

^ \ /г 4-1 / ^ ^ \ я -j-1 /
7* S

Х =

где^^ — функция, обратная нормальной с параметрами (0,1).
граница, соответствующая уровню значимости Р, тогдаПусть XР

если:

считают, что верна гипотеза ihто

ЕгУ < Хр и X < Хр » » » »

Яз.У>Хр » ь » »

Уровень значимости данного двухстороннего критерия X пе превосхо
дит 2р. Для определенпя Хр построены таблицы.

Наконец, в самом общем случае можно воспользоваться неравенством
Чебышева.

Авторы пользуются возможностью выразить благодарность М. Г. Теп-
лгщкому л С. С. Вениаминову, прочитавшим рукопись статьи и сделавшпм
ряд цепных замечаний.

* Эта идея была вперпые высказана Л. С. Гзфпным.
** См. [12], стр. 158, откуда взяты и эти обозначения.
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