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исследованиях требует использова-Прпмепение ЭВМ в экономических _
информации. Данная статья является подытьои опреде-

^  обработке экономической инфор-
пня совершенной
лить одно из возможных направлении в ' _ ^
мацип, задаваемой в виде рядов распределении. ^
анализе фактических рядов распределения рабочих и  у ^

п  г данных бюджетной статдстики.
“ — пх статистическое

на

меру заработной платы*, а также
Один из способов обработки рядов распределении чяионя пас-

выравнивание. Теоретическая кривая при ^ - „„д д дед-

пределеиияпо должна “р™ает н^блюд с^рукту-
ретическое распределение в основном функции должно
ры. Поэтому ведущее место в ^^гборе ^рав ^^^^^анпя данного
оыть отведено экономическому анализу пр г,^рт\
эмпирического ряда и его °™рамределенпя работающих

Экономико-статистическпи анализ Р™ Р д„я их вырав-
ПО заработной плато показывает, что иапоо „..ттпепеления Выравни-

функция яогарифмпческп-нор^лья-
ванне рядов распределения по ™™Р^ вершину (одномодален)
определенный эффект , если дем. относнтся к любой другойЛ качественно однороден . Последнее, впро
функции распределения. ттттате в СССР можно рас-

Распределенпе работающих по ^аработ ^ смешаны но мень-
сматрпватъ как неоднородное тт.’д^ие «качественная однород-
шей мере две однородные совокупности. слагав нами пстолковы-
иость или неоднородность» совокупности в 'J' g д разным отраслям
вается не с точки зрения принадлежности р дддддд их в одном рас-
иромышлепности или народного хозяйства п g^.j,gQ^j платы. Ведь в со-
иределепии, а с точки зрения причин роста заработной платы:
вотской экономике можно наблюдать две Ф Р ^ ^ддодительности труда,
рост заработной платы, обусловленный ро государства по умень-
и рост заработной платы, обусловленпын д
шению дифференциации в уровне жизни па производительности

Рост заработной платы, ^^бусловлепнь платы, обусловленный
труда, назовем естественным. Рост искусственным. Искусст-
«упорядочепием» заработной платы, определенной категории
венный рост заработной платы
населения, которую называют низкоопла

размеру заработной платы показывает
с точки зрения получаемой зара-

ипвания

по* Ряд распределения работающих насе.тенияструктуру определенной совокупности
ботпой платы.
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Таким образом, всех работающих можно разделить на две совокуп-
пости: а) работающие, заработная плата которых имела только естествен-

6а

Рис. 1

нын прирост, и б) работающие, заработная плата которых повышалась
в основном искусственно.

А так как ЦСУ СССР дает информацию о распределении рабо
тающих по заработной плате общей строчкой, то совокупности смешаны
подобно тому, как в рядах распределения работающих по заработной
те в угольной промышленностп смешаны рабочие, занятые па подземыьЕХ
работах, с рабочими и служащими наземных служб. При графическом
пзображеиип эмпирического ряда подобное смешение неоднородных рас
пределении приводит к появленшо второго вполне закономерного «горба»,
ибо категория низкооплачиваемых была как бы перенесена законом об
упорядочении заработной платы в следующие группы (интервалы)
ботной платы (рис. 1). «Перенесение» повлекло за собой увеличение

пла-

зара-
асим-

метрпи кривой распределения.
Для многих плановых расчетов, связанных с уровнем жизни, необхо

дим анализ двух указанных совокупностей в отдельности, ибо на основе
информации о генеральном распределении работающих по заработной
плате на перспективу и данных бюджетной статистики строится генераль
ное распределение семей по доходу на перспективу, которое является
свою очередь основой плановых расчетов по потреблению, спросу, денеж
ному обращению, товарообороту и т. д. Удовлетворение спроса явится в
конечном счете критерием планирования производства продуктов пита
ния п товаров широкого потребления. Ошибка (выравнивание указаипог
распределения по общепринятым методам), привнесенная
ныв

в

о
в первоначаль-

расчеты, может вызвать за собой «лавину» накопленных ошибок
последней «инстанции», что приведет не только к результатам, порочащим
экономико-математические методы планирования.

в

II к нарушению
соответствия между спросом и возможностью его удовлетворения,
риваншо и другим народнохозяйственным затруднениям. *

В случае с распределением по заработной плате перед исследователем
встает задача выделить из неоднородного (смешанного) распределения
два составляющих его неизвестных распределения,
лить их параметры, а следовательно,
туру).

но
затова-

т. е. задача опреде-
и теоретические частоты (струк-

Условимся называть этот процесс разбиением неоднородного
деления на два однородных.

Если исследователь имеет дело с достаточно полной информацией
о распределении, т. е. если данных много, то можно провести разбпеппе
графически [1, стр. 138]. Но поскольку графический метод, несмотря на

простоту, довольно приближенный и неприемлем при
вании электронно-вычнслптельыых машин, представляется важным отыс
кание аналитических методов разбиения неоднородных распределений.

распре-

всю его пспользо-
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Так как исследователю приходится считать в больпшнстве слзгчаев на
счетпо-клавишиой машине, то методы должны быть просты и рассчитаны
на реальную его математическую подготовку.

Задача аналитического разбиения неоднородных распределений
рпи статистики ставилась и решалась К. Пирсоном [2], К. Шарлье [3j,
К. Бёро [4], Б. Стрёмгреном [5], В. Урбахом [6-8]. Наблюдается
следовательное упрощение методов разбиения неоднородных распределе-
Hiiii в указанной последовательности. Так, Пирсон предусматривал  опре
деление корней уравнения девятой степени, Шарлье совместное реше
ние двух кубических уравнений. В этом случае прп большом объеме ин
формации задача практически неосуществима. Бёро и Стрёмгрен пользо
вались специально составленной таблицей, аргумент которой опреде
ленная комбинация семи-ппварпантов Тиле. Эта методика также громозд
ка и трудоемка. В. Урбах значптельио упростил
разбиения, сведя ее к решению системы уравнении началь

в тео-

по-

I

I

моментов пятого и ше-
где порядок момента. снижает точность нара-
стого порядка, а также пх расчет не связан единой схе-
метров искомых распределении. К тому ® Р
мой, что делает его труднодоступным для эк ^ распределения на два

В общем виде задача разбиеипя неод Р образом,
(однородных) может быть паспределение, которое может

Пусть f(x) есть заданное оретпнескпм распределением f(x\
быть аппроксимировано некоторым те ^ объемом эмпприческои
с параметрами m = E{x‘^), а ^
совокупности и. „тттгтг теорвтических распределения

Требуется найти два таких пормальпь щ и Пг, чтооы
/i(^) II i2(x) с параметрами wi, , ^2, некоторому расчет-
выпуклая линейная комбинация (су ^^^/„„спределенпе f {x) наилуч-
тюму распределению / (х), аппроксимировала распределе
шим образом, а ?ii + 112 — п. аналитических метода разбпс-

В настоящей статье предлагаются Д предназначены для иссле-
пия неоднородного распределения, la „ясское изложение вопрос
дователей-иематематпков, то _„р«ах. Это позволит экопомне у
иллюстрируется расчетами на двух Р ^ поставленной перед ним зад -
творчески применить метод, сообразуясь
чей л имеющимися у него материалом н те^пиьои.

РАСПРЕДКЛЕйИЯ

РАЗБИЕНИЕ ДВУХВЕРМНДОГО^ЕОДИОРОДНОГО
1.

ггм.*онш1 исследователя сведений о
Прп аиализе пмеющпхся в явлениям, часто можно раз-

процессе, который приводит к рдо групп, каждая пз которых со-
бить наблюдения на две или большее число ГД
ответствует нормальному закону Р^с р „рдедении f {х) задана табл. 1,

Пусть информация о неоднород . Р  частоты в процентах. Рис. 2,
где - середины i-x "^^^'д^^зывает ярко выраженное двухвер-построеннып на данных таол. т, яи ,
шинное распределение (непрерывная л } ●

L



198 Б. М. БОГДАНОВ

Выдвигаем гипотезу о том, что данное распределение может быть ап-
прокспмировано нормальным распределением с параметрами т = 13,31

= 27.70 (а = 5,26) *.
Выдвинутую гипотезу приходится отвергнуть, так как, во-первых,

нами не выделены таким образом распределения fi{x) п h{x)^ и, во-вто
рых, кривая плотности распределенпя f{x) не отвечает требованию по
ставленной задачи (см. рис. 2, точечная линия).

Таблица 1 Таблица 1а

{х^ - [т,]») ●
●/ >[пчР)Т(хМx^ ft (Х^ ) > [тпа]'’ / (ж* > [ms]«)i i

7 15,50
20,00
25,00

15,28
18,85

о1 1,25 0,76 0,76 8 181,69
212,04

3,50
5

4,002' 3,72 0,28 9 2,35,503 8,51 7,52 0,99
4 5,947,50 8,75 2,81
5 8,09 1,84 6,259,50

36,482 593,8012,00
15,50
20,00
25,00

18,14
30,55
18,85

0,22 17,92
30,55
18,85

б
7
8
9 2,35 2,35

100,00Итого: 20,00 80,00

Выдвигаем вторую гипотезу: распределение f (ж) лучше аппроксими
руется суммой двух нормальных распределений/(а;).

Следовательно, для того чтобы принять или отвергнуть эту гипотезу,
сначала необходимо вычислить распределения fi,2(x).

Поскольку параметры распределенпя f(x) равно припадлен<ат ц рас
пределению f (х), то первый этап поставленной задачи сводится к опре
делению связп между параметрами распределения f(x) и параметрами
распределений fi'(x) и fz(x), каждое пз которых,
имеет нормальный закон распределения.

Легко показать, что в этом случае

еще раз подчеркиваем,

т -^П2 = п, (1)
Щ7П1 тшг = пт. (2)

UiGi^ + mY П2{т2 —mY = па^.
Следовательно, для определения параметров wi,2, ^1,2, 01,2 искомых

распределений fi{x) и f2(x) необходимо решить систему из трех уравие..
ний (1) — (3) с шестью неизвестными.

Так как данная система недоопределена, то имеем множество решений
Для практических расчетов предлагаем воспользоваться методом после
довательного лрпближенпя.

Дадим геометрическую интерпретацию этого метода для нашего
чая (рис. 3).

Пусть прямая а схематично изображает значения правых частей урав
нений системы (1)—^(3), а прямая Ь

Предположим, что в точке М отложены полученные грубые значения
параметров распределений /1 {х) п /2 (х), а следовательно, и левых частей
уравнений (1) — (3) в начальном приближеггип И°**. Расстояние

* Параметры вычислены обычным образом на основе информации из табл. 1:

слу-

пх левых частон.

1 1
— 2г^, _ — 2 — т)^, i = i, 2, п.п п

т =

В данном написании здесь и далее цифра 0 за прямыми скобками [ ] указыва
ет на начальное значение, 1 — на значение в первом приближении, 2 во втором,
к — в к-м.

* *

I
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ЬЫ — [|]° покажет величину отклонений '(невязок) левых частей урав
нении (1) — (3) от правых в начальном приближении. Привнесение неко
торых поправок в значения параметров распределений fi{x) п f2.{x) умень
шит величину неявок. На рисунке поправки изображены прямой MN^ па-

  у ^ f (X)
 у = f (X)

—  '

Р ///и
/ту /

7 / ! /

7/

/

\.✓
\.У ✓ ч. Xi

/77

Рис. 2
€ /77,Ч

абсцисса точки N совпадае^со зна
риближении {х\ ̂  (iVC/ — ISJ J -г  "'^ка вели-

и нулю,

раллелыюй оси абсцисс. Очевидно, что
чением искомых параметров
Далее прием повторяется \{PR = ^rtmn

букет величиной минимальной

ппервомв
ST

чина невязок с не

.'Л

ft

о 14 3 2

Рис. 3

Тогда в точке пересечения^<2 по
т. е. пока прямые а и Ь не пересекут . распределении,
лучим истинные значения параметров сделаем

Для определения начальных ^дд) ветвь распределения^ / (а:)
следующего порядка: правая нормальных распределенпи /2(^7)
принадлежит только одному из иск
(рис. 2, непрерывная липпя). тп мода распределения равна

Если это предположение ’ д, «ого распределения мода и сред-
15,50 (см. табл. 1). А так как для норм
ияя равны, то [тпг]® = 15,50. , „ртвой нормального распределения

Теперь, зная среднюю п ..^ддости и дисперсию.
fz{x), можно определить объем его сов у



200 Б. М. БОГДАНОВ

Так как ыз нормальности распределения fz{x) следует, что левая ветвь
его симметрична правой с центром симл1етрии, проходящим через [m2] ° =
= 15,50, то численность половины совокупности распределеппя /г(^) рав
на 36,48 (см. табл. 1: V2'30,55 + 18,85 2,35). Объем всей совокупности
распределения fzi^) равен [nz]^ = 72,96 73,00. Дисперсия распределе¬
ппя /2(2^) равна (см. табл. 1а, построенную на данных табл. 1): [сгд^]® —
= 593,80/36,48 = 16,28, а [иг]® = 4,04.

Таким способом мы нашли грубые (начальные) значения параметров
распределения U{x).

Подставив значения параметров распределении fix)
ния (1) — (3), находим

fzix) в уравие-
начальные значения параметров распределения

и

/i(^).

Они равны: = 27,00; [^2]о = 7,35; [oi2]o = 10,09; [01]° = 3,17.
На определении начальных значении параметров искомых распреде

лений fi{x) II fz{x) заканчивается первый этап нашей работы.
Второй этап решения поставленной

ких поправок к значению найденных параметров, которые приведут
наилучшей аппрокспмац1ш распределения f'{x) распределением f(x).

Для нахождения поправок к начальным значениям параметров распре
делений fi{x) II /а(х) составим систему условных уравнений [9, стр. 119],
свободными членами которой являются невязки [|^] (t = 1, 2, . . .,тг),
а коэффициентами при неизвестных — первые производные от
всем значениям искомых параметров щ, тщ, Oj, 02.

Легко видеть, что [|^]® равно разности соответствующих плотпостеы
расчетного п эмпирического распределений, т. е.

задачи состоит в определении та-
к

по

[р(х^)]о. (4)
А так как [1, стр. 134]

V  02 У 02 V

  1712
р(х^) = —Ц1

O (5)i 02то
f(x^) П2

ф(^1^) + ф(^г0 ● (С)Ах^ L <Ji 02

Поскольку р{х'') = Pt(x^) + pz{x^), то

др{х) i  др{х)
  ф(^ дт 1

1,2)^7^172 = -«4i,2 1.2 1.2
Ol,2.2

(7)др{х) ^1,2
1]ф)(^1,2)^^1,2 = 1 .2

50i,2 Ol,2

Щ,2 ^^1.2 ■* , г
Ч.2 — Л1.2 ^1.;

O
Обозначив для удобства const к = I]11,2, .2,

171,2 i,2

«1.2
[(^,2)^ — 1] = §1,2., [(^1.2) 2 — 1] = ki^2§\,2

ф(^1.2)Аг/.2,

йф(^1,2)Д^1 -

^1,2 ^ /1^2ф (^1,2) Д^1,2.

=

Ai1.2

в:1,2 1,2.

Л
 Ji o получим

Cl,2

(8)

I
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Если ai,2 = Д/г1,2, bi,2 = cj,2 = Acti,2, to система условных уравне¬
ний (линейная) имеет следующий вид:

+ [А2']«с^ + + [В^уЪг + + [Cj'J'Cj = [Г]«,

(9)i = 1.2, . . п.● )

Задаваясь начальными значениями вычисленных ранее параметров-
распределений fi{x) п fz{x), находим коэффициенты спстемы уравненшй
(9), частоты этих распределений /1,2(я:’) п пх плотности pi,2{x^). Сначала
вычисляются названные искомые по одному из распределении, например
первому, затем — по другому. Вьшисленпя производятся по следующе!!
табличной схеме:

Таблица 2

Ах^ gh,2 =— mi,2
Ax'* Al*i,s = Ф (г*1.2)i\r2 —x'* X* — mi,3i

Cl,2 Cli2

764 50 31 2

«1.аф Ah,2/Л.2-ф(«\.г)/^1,2'ф}\л=^Ь2§\л

13(4-6)1211(6-9)10 (6-8)98

Р1Л (з:*)h,2{'^hBh,2 Ch,2

17 (16:3)16 (4-12)15 (4-11)14 (4-10)

Предложенная схема не только проста, но и
числениях на счетпо-клавишной машине, ибо °Р ^ задачу
эконом1ганый вариант для исследовател^решаг просуымн-Для определения невязок [S J ^
ровать значения [?.,(.■)]» и [рИ-')]«, вычислив таким образом [р(. )] ,

и вычесть из каждого виачения р (д^^оответс
Решая полученную впстему « уравта „рпнере они равны:тов, получаем значение поправок. .Ь н к

[a^Y = 8,00,
-0,53,

[сг]“ = 0,27.

[а,]о = -8,00,

[bjo= -1,18,

[ci]o = -0,50,

Следовательно,

[nt]i = 27-8 = 19,

[mi]i = 7,35-1,18 = 0,17,

[(Ti]i = 3,17 - 0,50 = 2,67,

[кг]! = 73 + 8 — 81,
= 15,50-0,53 = 14,97

[02]* = 4,04+ 0,27 = 4,31.

[тпг] 1

Частоты и плотности распределений в первом приближении находятся,,
ПО тон же схеме (см. табл. 2, колонки , >

L
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Для получешыя более точных значений параметров распределений
fi{x) II /2(2^) по сравнению с их значением в первом приближении весь
процесс необходимо повторить, но уже на основе значений параметров
Б первом приближении.

Процесс повторений пропзводптся до тех пор, пока величина

=  {[Vfv (10).
г=1

не станет велнчгшой минимальной.
Уже в первом приближении она равна 0,0036, тогда

!  составляет 2,4898. Получив столь малую величину, процесс вычисле
нии параметров пскомых распределений можно прекратить.

Уже во втором приближении были получены i(c некоторым округленн-
>ем) следующие значения параметров распределений fi{x) п fz{x):

тщ ~ 6,00,

шг = 15,00,

как в начальном
●она

rii ~ 20,00, (Ti = 2,00,

СТ2 = 4,00.П2 = 80,00,

Вычисленные частоты записаны в табл. 1 —/11(2^^)  л h{^^)
ствующие кривые нанесены на рис. 2 (прерывистая

'

В

, а соответ-
-  ̂ . н пунктирная линии).

 данном примере кривые ^(2:^) п р(2;^ совпадают, так как для контроля
за вычислениями п их наглядностью распределение f (2:) было получено
●памп искусственно как сумма распределений 20(6; 2) н 80(15; 4).

2. РАЗБИЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО АСИММЕТРИЧНОГО
НА ДВА АСИММЕТРИЧНЫХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

При изложения второго метода разбиения неоднородных распределе-
-шш оставим те же обозначения, что и в первом методе. Кроме того пусть
распределение f (а:) имеет центральные моменты М\ которые равно при
надлежат и распределению f{x), а некоторое расчетное распределение
Ji{x) — центральные моменты (; = 2, 3, 4).

Так как по условию распределения fi{x) и /2(2;) нормальны, то

= 1.3.5, . . ..(2/-I)(fx2)j (И):11

p2i-i = о (12)или
= За'*.

Для дискретных распределений центральные моменты равны

ц2 = q2; (х^ = 0. (13)

(14)п .i=i
Отсюда

= 2 ~ (15)

Предположим, исходя из анализа причин формирования эмпирическо
го ряда распределения илп по каким-либо другим соображениям, мы при
шли к выводу о его неоднородности. Как и в первом методе, выдвигаем
две гипотезы об аппроксимации распределения f{x). По тем же сообра¬
жениям отказываемся от первой из них.

Задача определения связи параметров искомых нормальных распредо-
■леиий fi{x) II /2(2:) с параметрами распределения f{x) в данном случае

1
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ставится шире, ибо, кроме этого, необходимо паптп еще связь искомых па
раметров с центральными моментами распределения f\{x).

Так как из публикуемой информации о распределении работающих по
заработной плате не представляется возможным сделать вывод о величине
дисперсий искомых распределений, а бюджетные данные в конечном счете
мало репрезентативны, то приходится принять одно из трех возможных

дисперспп распределений Д (а:) и /2 [х):допущении о соотношении
или дисперсии равны друг другу:

(16)CTi^ = 02^ =

составляет заданную к-ю частьили дисперсия одного распределения
второго: (17)= 02^,

отношению квадратов средних, плп,пли отношение дисперсии равно „опоя иг.
коэффициент вариации первого распределения равен кочто то же самое,

эффициенту вариации второго; тогда
(18)

^2201^ =

впду кажутся частными случаями
—L внутреннему (экономи-Уравненпя'^(16) и (17) по внешнему

j'paBHenHK (18), но не являются таковыми по их
ческому) содержанию. -.тяттрния (18) мы должны были

Например, при равных пн п ” JP р™ такой формальный под-
бы получить II равные дисперспп (1о). ^ снедняя заработная
ход к соотношению дпсперсин ™Р“”“ашиностроении примерно одина-
плата в химпческоп промышленностд п м по заработной плате в этих
кова, но днснерсни Р-нределснии работающих
отраслях промышленности ^начительш ^ ^ максимальной гра-
нроисходит потому, что разница дсительно мала (распределение
нпцамп заработной платы в хпмип довольно велика (распре-
сжато), а в машиностроении указанная разниц д
деление растянуто). ттпржпе всего тем, что в химии

Такое полон?ение объясняется труда. При стабильности
%

работников находятся на величина заработка не зави-
II автоматизации технологического Р Р качеств работника. Б машино-
снт от ловкости, квалификации и ^ вспомогательных рабочих доля
строении при довольно большом кол гораздо меньше. Заработки же
работников с повременноп „ чависпмостп от квалификации,
сдельщиков имеют широкий дпапа ^ производительности труда
,юда работ, качества сырья. Р®б”°У“Г’экономическнн и нсихофщ
])аботнпка и многих других ^Р^^ в распределении работающих
зиологическпй характер, промышленности меньше пример

70-85

по заработной плате

Кстати, если мы сложим эти два Р^^^^д^щ^^ему' ВИДУ которого
шинное неоднородное распределение, „оодцородностп. Следовательи ,
можно сделать какой-либо вывод о ^д^лений по заработной плат

получим одновер-
невоз-

процессу разбиения неоднородных р Р анализ. Он
должен предшествовать возмояшых формул связи дисперсии
же необходим п при выборе одно
распределений/1 (а:) и/2(а:)-ттотт пяботы будет отыскание в общем виде

Следующим этапом пашен ра , . ^ вторым, третьим п четвертым
параметров распределении /i(^) н J ^
центральными моментами распредел /

связи
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Она находится следующим образом. Произведем небольшие преобразо
вания правой части уравнения (15):

п «I Пг щ

2  — w)2 = 2 2 — mY= 2 —гпу-\-
г=1 1=1 t=l 1=1

П2 п,

+ 2 ~ —
1=1 1=1

\
П2

1=1

Раскрыв скобки и применяя (13) и'(15), имеем
п

2 (а:^ — W) 2 = «I0i2 4- «202^ + 77-1 {^1 “ w) “  + ("Ч — 7тг) к
1=1

Если mi — m = <^1, а m2 — m = с?2. то

nM^■ = niOi^ -}- гггсгг^ + -j- 7i2c/2^- (19>
Аналогично (19) находим

пМ^ = 3(niOi2di + 77202^d2) + Uidi^ + 7Z2t?2^,

= 3(7^101^ + тггОг'О -|- 6 (7г1СГ12£^12 + тггСТг^^^г^) + nydi^ + /12^2^ (21)
Принимая во внимание (1), (2) и (16) —(18),i:

нений, каждую из которых можно рассматривать
статической модели расиределения работающих по заработной плате при
выбранной гипотезе соотношения oi^ п
Щ-гтгг—' п, Щ7П1 п^пг^ =
ai2 = С22 = 62
7гб2 -{- riid'^ -}“ Tiid^ ='пМ'^

-f TZidjS + ^243 ^
6nЬ'^ -j- 662(7Zic?i2 -f md'^) -i- 4- nгd^^

(20)
7lM‘^

имеем три системы урав-
в качестве возможной

пт

(22)

= nM’^

^1 Н" ^2 = 7г, 7ii7ni ~\- п%т.2 ~ пт, = 02^
Щ

02^ f  j + nidi2 4_ ^\ к

( Щ
3

di + М2 + 7Zidi3 + mdi^ = пМ^ (23)

Р 722 002^1^
72102^

di^ + 741^2^ j + 7*lC//" 4“ «2(^2^ = пМ^к к
n-i 4- 7t2 == п, mmi 4- тггтг =
7Jiai2 4- 77202^ 4- 72irfi2 4. ,^2(^2 _

3(«lOl 4- 77202 ) 4- 6(77icri2rfl2 4~ + Uid^^ 4" 772^?/* = пМ^

слепуншг^*^пп^п1*^?1°^*^^^ параметров 7ii, тгг; mi, m2; Oi^, 02^ производится в
эмпиоическпгп 1) определяются центральные моменты

)

анализа ияи 2) выбирается после предварительного
f» каким-либо другим соображениям о характере связи Oi^
II 02^ система уравнешн! из 22) - (24) -3) к i >±<ni i

= mi^o2^71771

:(24

как п в первом методе, опреде^

л
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ляются начальные значения параметров сначала одного из искомых рас-
нродслеипп, затем другого; 4) находятся поправки  к найденным значенп-
ям параметров.

Разберем BTopoii метод разбпення неоднородных распределений на
примере разбиения смешанного распределения женщин  и мужчин по ве
личине месячной заработной платы па севере США [10, стр. 67].

Информация о распределенип дана в табл. 3. Для решенпя выбираем
систему (23), так как предварительный аиалпз данных американской ста-

Таблица 3

Интервалы
зарплаты

(в долларах)
7(.т^) I, (X*) иг

0,4 0,5
2,4

0,11 60—65
65—70
70—75
75—80
80—85
85—90
90—95
95—100

100—105
105-110
110—115
115—120
120—125
125—130
130—135

0,6
2,42 0,4 2,8
7,9 5,3 1,5 6,83

11,44 12,6 7,7 3,7
14,2 7,2 7,05 14.2
9,1 4,9 9,9 14,86

17,3 2,57 11,5 14,0
13,0 1,08 10,3 11,8
10,29 0,3 8,8 9,1
4,310 0,1 6,2 б.З
3,111 0,0 3,9 3,9
3,112 2,2 2,2

13 1,2 1,2 1.2
014 0,8 0,6 ,6

0,4 0,3 0,315

100,0100,0 31,9 68,1Итого:

тистпки показал, что дисперсия в распределенип женщин примерно
Е 1,5 раза меньше, чем в аналогичном распределении мужчин. Коэффи
циенты вариации этих распределений не равны.

Вычисляем параметры и моменты данного эмпирического распределе-
логарпеймичеекп-нормального

= 71/2 = 0,020668, 71/3 = 0,0002/4,
ПНЯ как параметры и моменты
Пия * , Они равны:

Начальные значения параметров искомых распределений
первом методе, причем при определении

т = 4,4995,

ся по тем же принципам, что и в
дисперсии распределения А (л:) Л: = 1,5.

Начальные значения параметров для данного прп р р

[^22]'’ = 0,0175.

= 0.0117.
[^з]о ^ 4,5263,

[т,]о = 4,2694,

[nzY = 89,4,

10,6,

На втором этапе наших вычпсленпй сделаем следующее:^ подоташш
начальные значения левой части каждо-
три уравнения системы (23) и опреде_ _ ^ ^ определим отклопеипс
го из этих уравнении от раздость пМ^- nQ^ обозпачпм че-
nQ^ от пЛ'Р в начальном прпблпн^епии.

  т-пт/ TI псе оаспределеппя работающих по
* Фактически данное ’ ,ично Но замена масштаба осп абсдпсс на

заработной плате, положительно acniiMe i ^ ^ близкие к нормальному.
пorapиф^raчecкип преобразует такие расдред
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Таблица 4

TijCi’di^ 2 [nQi]* [nV ][пМЗ ] *i rijds^ n,di^ П10И7402*

начальное-
прибли
жение=4,5263

[m,]e =
=4.2694

[d,]“ =
=—0.2301

[74? =
=89.4

rd,]» =
=0.0273

Гв.*1о =
=0,0175 =* =0.0117

—2,4391
0,5612

-0,1291
0,0297

2,4406
0,0666
0,0018
0,0000

1
—0,2495

0,1121 .
-0,0536- ●

1,5645
0,0427
0,0012

0,1240
—0,0285

0,0666

2,3163
—0,0847

0,1621

2,0668
0,0274
0,1093

2
3

0,0274 0,00144

рез nl^; [nЩ^^ будет показывать нам величину невязок в к-ъг приблпже-
нпи (к = 1, 2, .. . , тг).

Для более быстрого п удобного определения невязок предлагаем таблп-
цу-схему (табл. 4), в которой приведен расчет

На третьем этапе решеппя необходимо иайтн такие поправки а, Ь, с
к значению найденных параметров распределеипй чтобы величина

4

(25)
3=2

была величиной минпмальной.
Для определения поправок достаточно решить следующую спстему ли

нейных уравнений:

[ЛЦ^а Н- [В^УЬ + [Cq^c = [пЩ\ j = 2, 3, 4.

Вычпсленпе коэффициентов [/!●?]'’, [.5^]°, производится в след^'-
ющей последовательпостп.

Определим, как нзменптся величина если произвольно (но в рам*
ках разумного) изменить поочередно каждый из трех найденных парамет
ров распределения /2(2:) при условии, что два оставшихся не изменяются.
Для этого:

а) изменим величину параметра [?гг]® на Атгг п вычисллм значения
nQ^, которые обозначим через пР^ап. (величина параметров [m2]® и [сгг^]
не изменяется). Затем находим разность nQ^ — пР^Апгу которую обозначим
через nl^Arii]

б) изменим параметр [m^Y
и  (параметры [тг2]®п Г

в) изменим параметр [сг^^]
метры [п2]®и [7?г2]® пе изменяются).

При вычпслепиях а) — в), конечно, нужно помнить, что с изменением
параметров распределения /2(^) изменяются и параметры распределения
ii{x) (см. в (23) первые три уравнения).

(26)

о

] ' па Дтг, вычислим значения пР^Ат,
[аг^]® не изменяются);

па Дсг2^, вычислим пР^аф^ п 7г|1дст/ (пара-0

Таблица 5

71^^,Л ns.1A
-J

Д [А 7]« [В7Г [С7р7743 пз mt о,»

Дттт, = 0,0032 До,» = 0,0125Ап, = 0,0000 Ап, = 1,0000 Ат, = 0,0001 До,= = 0,0001

2 0,04.55
-0,0186

0,0096

0,0049
—0,0320 —0,0014

0,0757

0,0160' 0,0009

0,1561
—0,0455

0,0275

1,2055
0,0306
0,2001

0,0096
0,0002
0,0017

3
4

i
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В нашем примере изменим [«2]° на 0,6, [лгг]° — на 0,0032, [(Тг^]" —на
0,0125. Вычисленные значения 7г|^дпг, приведены в табл. 5.

о

Если увеличение [«г]*’ на 0,6 изменило величину nQ"^ на 0,0455, nQ^ —
на —0,0186, — на 0,0096; увеличение [лгг]® на 0,0032 изменило nQ‘^
на 0,1561 и т. д., ТО возникает следующий вопрос: каково будет изменение-
nQ^, если [«2]° изменится на 1,0, — на 0,0001, [сг2^]° — на 0,0001?

Очевидно, что для этого нужно 7г|^дп2 разделить на Ачг, ч|-^дтг
Дт2-10\ —на Дa22●10'^ Эти значения и будут коэффициентами си¬

— на

стемы (26), причем *

= тг|дт, :{Дт?г2-10*); [OJ = nl^o": (Дог^-Ю^).[ЛЦ° = п^Ап, ■ Д^г;

оэффициеитов [.4^]°, [^1^
0,6, на 32, на 125,

из-
В пашем примере для получения к

нужно 7г|'’дп,, 7г|^'дтз, 7^|-’дсгг^ разделить соответственно на
ибо за единицу изменения П2 нами принята величина 1,0, за единицу

— 0,0001, за единицу изменения — 0,0001. Полученные знаменения /?г2
чепия коэффициентов выписаны в табл. 5.

Решая систему нормальных уравнений

0,0757а + 0,00495 + 0,0096с = -0,2495,
0,1121,-0,0320а - 0,00145 + 0,0002с =

0,0160а + 0,00095 + 0,0017с = -0,0536.

получаем поправки а, 5, с к начальным значении! параметров распреде-

™Хя «го я1”бн 7а1хГзн1че^7 парам^хр^ов „скомых Распределений

/.М ■ Г 1.:^отТ-зТ=8Г8™ "г = 4,5268 + 0.0002 = 4,5270.
0.175 +’0.000i = O,0ig Поде;— ”едодо“первые три уравнения системы л, 00-1- 7

иля/,(ж) : [п,]‘ = 14.2, [miV = 4-5335, [л ] приближении рашределе-
Подставляя значения параметров в пер опиеделяем

,»! №, „ЙМ . —

piJ,........ ”

B первом
1

которые в параметры в первом
втором приближешш. „«,^„nттrrтl:, по тех нор, пока

Подобный процесс повторении требуется ^ это случилось
5'*+' не будех больше |(сж (25))- В ™шем^ ^ i,g673-10-‘.
восьмом приближении. 1ак, о'=

Значения параметров в седьмом приближении р
cri2 = 0,0106,jUi = 4H

в

,3830,

= 4,5541,mz

i = 31,9,

П2 = 68,1, crgS = 0,0159,
. Так: |2= 0,000006;

моментов Mi л Qi нпяхожпыа отклонения в значении

|з — 0,000114; = —0,000079. ^ fJx) находятся обычно — как
Частоты искомых распределении значения а также частоты

яасхохы лог-нормальпого РаспРСД^снпя. ^ плотности каждо-
распределений f (х) п f{x) приведены в

оказывает влияния на вели-Дп2, Д^2, ДПг® не* Произвольный выбор значений
чину полученных коэффициентов.
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ГО ИЗ ЭТИХ распределений изображена на рис. 4, причем нами произведен
возврат от логарифмического масштаба по осп абсцисс к обычиому.

В табл. 3 и на рис. 4 (точечная линия) приведено распределение
]{х). В данном примере кривая этого распределения не «улавливает» впа-

  у- ffx)
 у=

Р

/77т.1
Рпс. 4

дпны эмпирического распределения. Это произошло потому, что разность
между вершинами в масштабе о равна

Ш2 — m-i 4,5541 — 4,3830
(27)Z> = = 1,2.0,1439

Если бы эта разность превышала 2, то кривая распределения }{х) была
бы двухвершинной [1, стр. 134].

а

3. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Опыт разбиения неоднородных распределении показывает, что (фор
мальный подход к неоднородному распределению часто приводит к абсурд*
кым выводам. Например, неоднородность может быть вызвана двумерпо-
стыо или многомерностью распределения, а мы его обрабатываем как од
номерное. Поэтому, прежде чем приступить к разбиению, необходимо
произвести глубокий экономический анализ причин неодпородностп. К не
удовлетворительным результатам может привести такн^с неудачный вы
бор соотношения дисперсий искомых распределений. Например, модель
(24) для разобранного примера даст результаты хуже, чем модель (23).
Так, = 4,7421-10-\ а

щ = 34,8, 7721 = 4,4209, = 0,0163,

722 = 65,2, 7722 = 4,5467, 0-2^ = 0,0173.

Поэтому, если исследователь старается получить наиболее
дель явления

точную мо-
следует проверить хотя бы две гипотезы из (22) — (24) п

выбрать ту, в которой меньше.
Отличие предложенных методов

в пх простоте, точности п универсальности.
Миогочислеиные проведенные нами расчеты показали, что первый ме-

тод разбиения дает лучшие результаты, если неоднородность распредело-
пия привела к явной его двухвершинности, второй метод — если двух-
вершипность неявная, расстояние между вершинами мало плп неоднород
ное распределение одновершинно. Тогда mi — т^. = тп. Применяя свой
ства логарпфмпческп-пормальпого распределения, получаем из асиммет-

уже существующих [1—8] состоитот

J
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рпчного неоднородного распределения два также аспмметрпчных распре
деления.

Разбиение неоднородных распределений, нам кажется, позволит по-
новому подойти к пзмереншо дпфференцпацнп в оплате труда. Мы пред
лагаем измерять ее как следующие отношения:

т
и = , F

ГП2,ТП2
,  ТР* = (28)тm .-i.?7li

Являясь модифпкацпе!! известных статистических отношений Обухова,
экономический смысл дифференцпацпи, хотя чпс-они лучше отражают . .

ленное значение квартпльного отношения в рядах распределения работаю
щих по заработной плате в СССР отличается от численного значения У
(28) на довольно малую величину (в среднем 7%).

Автор пользуется возможностью выразить благодарность Я. Н. Перегу
дову за советы во время разработки обоих методов.

ЛИТЕРАТУРА
тбхническшш приложениями. М.,

Mathematical Theory of Evolution. Philos.
1. A. X a Л ь Д. Математическая статиетшт с

Изд-во пностр. лит., 1956.
2. К Pearson. Contributions to the

Trans. Hoy. Soc., 1894, № 185-A.
3. C. V. L. Chariier. Researches into
4. C. Burrau. The Half-Invariants of Avo

tion to the Problem of Dissecting a Frequency
visk Aktuarietidskrift, 19'34,_№ 17

5. B. S tr о m gr en. '

the Theory

5. U 5 m g‘fe . ¥a^Is aVbLgrams for Disse

 of Probability. Lund, 1906.
Typical Lows of Errors, with an Applica-

Curve into Components. Skanoina-

rting a Frequency into Components
by the Half-Invariant Method (там же). от нормального статисти-

6. 7. В. Урбах. К вопросу о Р‘'»з.тоженпи отклоняю^ БАофпзш<а. 1965. т. 6,
чеекпх распределений на два нормальных распределс

8. в. у р б а X. Биометрпчеекпе ^^етодьь Ы., «иа^  - Чпе^юнные
9. Б. Демидович, И. Марон, Э. Шувалова.

Фпзматгпз, 1963. , .s д ●„ ^„410633 Statistics. McGraw-Hill Company, Jnc.,10. E. Dubois. Essential Methods m Business ашиы,
1963.

методы анализа. М.,

Поступила в редакцию
27 IV1965

4 Эпономпка и матем. методы, 2

L


