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II МАТБМАТиЧЕСКПЕ Л1ЕТОДЫ

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СПЕЦИАЛЬНОМ СТРУКТУРЫ МАТРИЦ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПЛАНИРОВАНИЯ

В. А. В О Л К О Н С К И Й

(Москва)

Приыцигшальпые представления о паправленип исследований, излагае
мых в HacTOHiEteii работе, разрабатывались в непосредственном контакте
с Э. Б. Ершовым. Данная статья п работа [1] могут расоматрпваться как

"“ГкГкТв^^оизводственные связи нанбр.тео сражаются
С помощью матриц затрат и выпусков. Матрплныи основу для
цпи является неоценимым теоретическим аппаратом,  Д ^  Однако
методов организации информацип и для сама .штр^ная

ТОМ виде, как это прппя-в практике планирования довольно редко
форма записи п тем более матричные операции
то в математических учебниках.

Причиной этого является, с одной стороны, слп '^щ^ретных
(ность тех матриц, которые были бы необходимы ттоггукдии)', а с

большая размер-
плано-

вых расчетов (например, слишком большая в исходной пн-
другой стороны, возможность н необходпмость ®Ь1Д определить иско-
формацпи важнейшие показатели, которые позволя всех элементов
мые величины с достаточной точностью без полного

в

матриц. ^ против использова-
Э то протпворечпе можно рассматривать ка1 д описания эко

нпя матриц в плановых расчетах^ и пытаться прпл ^^^д^^^тям математики
номических связей методы, свойственные Другкл расценивать как
(например, теорию графов). Однако эти „дондя используются У
указание иа то, что матричные расчеты и предо «ажных приемов, ко-
нас слпппсом ирямолпнейпо п пе учитывают мно ддохозяйственньпи
торые дают возможность па практике „деление основных,
механизмом. Одним из таких приемов более грубо ° У^Р^_
-более существенных связей п учет остальных [!])● ДРУ^^^^ ®
неино (см. пп. 2—4 настоящей статьи п \ агрегирование, т. ●
нейшин прием, используемый на J ’ ^елях (см. [2] я
использование модели в укрупненных цд^но сокращающим °
настоящей статьи). Следующим лриемо ’ ^ддояенпе отраслей с ц
перерабатываемой информации, являете ^^^ддленне технологпческ
рационализации информационных ^
следовательностп в обработке материал -^’^ф.д.реугольЕОЙ формы матр

Методам выявления треугольной в задачах планирования
(технологическая последовательность Р вопрос решается алгорпт-
посвящепы работы [3—8]. „ сочетании с выделением суще-
мом, разработанным в [1]. Этот алго^пт рассматрпвать JiaK ма-
ственпых элементов матриц (пп. - ( выявления хозяпственион

гемагичезкий “™Р“^^«'’;,/„™;;ц„онаяьного агрег.фОБанпя,

по¬

дструктуры и, в
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Сочетание таких приемов может обеспечить быстрое решение систем
линейных уравнении и задач линейного программирования большой раз
мерности с приемлемой точностью.

До сих пор проводилось довольно мало исследований  в этом направле- ●
НИИ, причем оып касались в основном систем лпиейных уравпенпй, а не за
дач линейного программирования. Одиако этл области настолько тесно
связаны, что прогресс в одной из них может быть непосредственно исполь-

в другой. Действительно, нахождение решения системы линейных
уравнений представляет собой частный случай задачи линейного програм-
мпрованпя. С другой стороны, решение задачи линейного программирова
ния можно представить в виде итеративного процесса, в котором на каж
дой итерацип решается система линейных уравнений (например, симплекс-
метод). Поэтому эффективные
явиться основой для построения эффективных алгоритмов решения задач
оптимального программирования.

В наиболее общем впде такой процесс решенпя задач линейного про
граммирования можно представпть так. Рассмотрим пару двойственных
задач.

зован

методы решенпя систем уравнении могут'

Задача L
Двойственная задача

(р, Ъ) = min

Прямая задача
(с, х) = max
Ax^b pA'^c
ж > О Р>0

Пусть на м-й итерации были получены векторы п р”. Тогда по зна
чениям вектора р^ можно определить, каште из ограничений в системе не
равенств Ах ^ Ъ вероятнее всего окажутся существенными, и потребовать
их выполнения как равенств (напр1гмер, можно сделать равенствамп те не
равенства, для которых соответствующие компоненты вектора р^ лолошп-
тельны), и какие компоненты вектора х окажутся равными нулю (напри
мер, выбираются те ко.мпоненты, для которых велпчпны хр^ (cj — 2p,aij)

напменьпше). Если выоор пропзводнть так, чтобы общее число выбранных
равенств равнялось числу компонент вектора х, то решенпе получен
ной системы уравнений можно принять за значение вектора х на in 4- 1)-й
итерации:

д.п+1 =

или использовать его для корректпровкп предыдулщго решения, полагая
а;П+1 ^ Д.П _|_ х«)(0< а 5^ 1) . Аналогично можно построить си¬
стему уравнений для получения нового вектора

Какие методы выбора равенств окажутся наиболее эффективными для
получения прпблпн^енпого решенпя, это зависит от структуры задачи и,

всего, должно определяться экспериментом,
процессы такого типа могут оказаться эффективными для

чигтп ‘^'’^РУктуры за счет того, что уже после небольшого
гтпттйттл-п окажется застабилизпроваиной большая часть строк п

уравнений. Это приведет к стабильности значений боль-
чпттяттрп задачи, так что каждое решение системы будет на¬
чинаться с хорошего начального приблнжеипя.

редставляло бы несомненный интерес доказать сходимость к решению
адачи возможно более широкого класса таких процессов. Пока такие до

казательства Отсутствуют.
Описанный процесс решения задачи оптимального программпроваппя

можно рассматривать как моделировапие процесса планирования и цело-
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■образования, основанного на затратном принципе.  В дальнейших работах
автор надеется разобрать это утверждение на модели функционирования
механизма экономического управления.

В настоящей статье рассматривается только полностью детермпнпро-
ваппая постановка задачи. В то же время большой интерес для экономиче
ских приложений представляет изучение влияния случайных вариаций ис
ходных данных на получаемое решение.

Заметим, что не все утверждения статьи представляют собой закончеи-
Л1ые математпческпе или окспериментальпые результаты. Часть из них
следует рассматривать скорее как постановку проблем и описание направ-

особенно экспоргоюнтальных исследовании, по-вп-
точкп зрения применения математ1гческих мето-

леппя теоретических и
димому, перспективных с
.дов в планпровании.

ИТЕРАТИВНЫП ПРОЦЕСС, ОСНОВАННЫЙ НА ВЫДЕЛЕНИП
СУЩЕСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ МАТРИЦ

2. Практический прием, который сплошь ^ рядом применяется^вэ^^^^
хшческпх расчетах, состопт в том, что выделяк^тся
щественных статей расхода пли несколько
товара, а остальная часть расходов
лей характеризуется одним показателем «прочею
ние прочих отраслей». Причем этот показат^ь ..
чению, которое он фактически принимал в

После этого искомые величины ' _
расчетов с учетом только существенных 5'^Грпеоай)тана, не го-
чество вгиформации, которая доляша быть собр^ 
воря уже о том, что при машинных расчетах ^
используемый объем оперативной
устройств. „ тттхомя МОЖНО СЧИТаТЬ СПО-

Одним из практических приложении от ^ не учитывать
соб оценки необходимой степени счетах' иароднохозяйствеиной
отдаленные производственные связи пр рекомендациях
трудоемкости продукции, тпудоемкости продукции» *.

  ̂ ...xxnvA.aucTBeHHOU ^Py^j^jg^jjqeoKoro обоснования вы-
такпм путем структуры задачи,

такой математической за-
«Методиче-

несколько наиболее су-
наиболее ваяшых потребителей

потребности остальных потребите-
- расходы» пли «потребле-

, полагают равным тому зна-
предыдущпе периоды времени,

определяются путем последовательных
- связей. Это резко сокращает колп-

плп

может резко сократить
вычислительных

это
внешней памятии

но определению народнохозяйственной
В настоящей статье сделана попытх

связей и упрощения
постановкеделения существенных

Автор рад отметить, что мысль о вышеупомянутых
дачи возникла у пего во время обсужде  ИА. Машиискпм и поблаго-
ских рекомендаций» с одним из их авторов
дарить его за содержательные беседы.

Б математическом, вернее в вычислит >
:может быть изложена следующим образом.

Рассмотрим систему уравнении

аспекте та же проблема

(1)
Ах = Ь,

^тная неособенная матрица пекото-
пг-мерный вектор и А блочно-треугольная, тридпаго-

рого специального вида ('^Р®У^°'^^.^^„ртттать систему (!)● Пусть, кроме то
нальная и т. д.), позволяющего легко р (точный смысл малости
го, В — матрица, состоящая из малы _
элементов будет указан ниже), и над р

где Ь

систему

(2)
{А^В)х==Ь.

  , m тпп«пмптета Совета Министров СССР по
*  cSecLo с ЦЭМИ ЛН СССР.яонросам труда и з
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Предлагается следующий птеративный процесс нахождения решения
системы (2): тг-е приближение ж” получается как решение системы урав-
ненпй

(2а)

т. е. системы с простой матрпцей А.
Очевидно,

А  = —В {х^ — х^-^) 0.

Поэтому вектор невязок

= Ъ — Ах^ — Вх^ = А — х^) {п >* 0)’
пV

удовлетворяет равенству
= ~BA~h^-^

пли
(3= (-BA-^)^v^.

пV
)

Пусть выбраны некоторая норма Ц v |[ векторов v н согласованная с ней
норма матриц, т. е. норма || С || матриц С, такая, что
{см. [9], стр. 123).

Тогда получаем

11 Cv II

(4)уо II . II ВА-'- п

ВА Ч1 <С 1, то норма невязки i?” прп п^оо стремится к нулю^
причем убывание идет не медленнее, чем со скоростью геометрической про
грессии со знаменателем || ВА~^ Ц.

Напрпмер, если в качестве нормы вектора v выбрать сферическую

и если

норму:

где Vi — I я компонента вектора v, то

(5)п оV V

где р (0) спектральный радиус матрицы С
ее собственных значений.

3. Методы, связанные
могут быть применены

с выделением сущ

. напбольпгай из модулейт. е

ественных элементов матриц,
не только прп решении систем линейных уравне

ний, но и в задачах линейного и нелинейного программирования с липеи-
иьгмн ограииченпямп.

Рассмотрим задачу оптимального программирования

U{x) max
(6){А В)х = Ъ,

с вьшуклой вверх функцией U{x).Здесь А -а. В
иричем А являются, вообщ прямоугольными матрицами,

^  ● в — матрица «о

получается как реше-п

е говоря
матрица некоторого специального вида, а

малыми элементами»
Пусть в

иггл олтг<ыг. ^Р^Цаесе итераций ?г-е приближение х
оптимального программирования:

U{x) max,
Ах = Ь — Вх^~^. (7>
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Для каждой такой задачи будем предполагать функцию U {х) ограни
ченной на непустом множестве допустимых векторов х.

В этом процессе снова вектор невязок

^Ь — Ах^^ — Вх^ = А (х^+^ — х^) = -В(х'

Если при некоторой норме (| ● Ц векторов имеем

). (8)п—1— XV

Н7?г11
(9)'% = max . ,1

llAxli >0 \\Ах\\

(условие «малости элементов» матрицы В), то норма |]i^”ll вектора
зок убывает со скоростью геометрической прогрессии.

невя-

и

Докажем, что при выполнении неравенства (9)
U{x^) сходится к оптимальному значению функционала ^ I ^
Если решение х' задачп (6) единственпо, то последовате
дится к этому решению.

Пусть {х*, у*) — некоторая седловая точка

Ф(ж, V) = V{x) + (У,Ь-Ах- Вх)

функции Лагранжа

исходной задачи. Аналогично (ж", у^) — можно
функции Лагранжа задачи (7). С по™Щы° леммы ^ значений
дать следующую оценку разности и \х ) ;
крптерпя в обеих задачах:

(10>

уравнения ограиичении
где f{x) —разность вектор-функций, задающих
задач (6) и (7). В пашем случае

Ах-Вх^~') = -В(х~з:f{x) = {Ь — Ах- Вх) - (& -
Поэтому V

II/MI1 = \\-в(хп

Легко проверить также, что
●)|! < 7.ЧА{х^\\—В{х' — х^-^)\\ == Ы(х

п — X

и, следовательно:

I (г/. '')max
Поэтому имеем

убг. NKIHI

точек исходной задачи,
где (X, У) — множество седловых

I il/t 1 ^max I.
, i|u||=el|A(a:“-x«)ll

где (Z", У”) - множество седловых точек задачи (7).
В теореме 1.П работы [Ю] Доказывается что еоли

ничено, то любая предельная точка поел д

множество У огра-



240 в. А. ВОЛКОНСКИЙ

{(^^ У^) = 1, 2, . . .) г/б У”п

принадлежит лшожеству {X, У).
Поэтому

{У^ I an->-0(шах
где

Г'(д:*) = w оо).
убУ, [|rlKI|A(.'t''-a:*)||

Обозначим
С = max (С', min С"{х*)).

х*^Х
Из (10) вытекает

\U(x-) U(x^)\^ (C + an)A
что и доказывает наше утверждение.

4. Выразим с помощью матриц А и В достаточное условие стремления
к нулю вектора невязок Vn для случая сферической нормы вектора и.
Предположим, что А и В суть матрицы размером т X  п {т строк
столбцов) и строки матрицы А линейно независимы. Тогда матрица АА"^
есть положительно определенная (не вырожденная) квадратная матрица
(порядка т).

Пусть Рх есть проекция вектора х на пространство Р:

Р  {х : Ах — 0}

н Qx проекция на Q, ортогональное дополнение к Р:

Qx = X — Рх.

и п

Предположим также, что
ВРх = 0.

Нетрудно проверить (см., например, [11]), что
Qx ^А-^{АА'^)-^Ах.

Поэтому условие (9) записывается в виде

(И)

В = ВА^{АА'^)~^А.

Лемма. Если выполняется условие (12) и\у — наибольшее собственное
симметрической матрицы В'^{АА'^)~^В меньше единицы, то по

следовательность норм векторо^невязок i;” мажорируется геометрической
прогрессией со знаменателем Уц.

Доказательс о.^Выберем систему координат в пространстве
Q  п обозначим через А ^ В (квадратные) матрицы, соответствующие в
этой системе преобразованиям х-=>-Ахж х~^Вх. При этом матрица А ока
жется невырожденной и в силу (8) и (12) получим

(12)

значение

V = А (х^+^ — х^) = —В {х^ — д;«-1) ^

откуда, как и в п. 2, имеем
^  const,

где
X = p(BA-i) = р(Л~^В).

известно (см. [2], стр. 224), всегдаНо, как

рЦС) ^р{С^С).
Поэтому

р(5Г(лЛТ)-Ш) = p(B'^{AA'^)-iB) = ц.
Лемма доказана.
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В частности, если Л
симальный модуль собствеыных значений матрицы {А~^В)'^ (А^^В).

Замечаиие. Улучшсппя сходимости предлагаемого итеративного про
цесса можно добываться с помощью следующего приема. Решение систе
мы (2а), а также задачи (7) мы выбирали в качестве ге-го прпблинхения
к решению ысходпои сыстемы (2) или исходной задачи (6). Теперь обо-

п используем его для улучшения решения

не особенная квадратная матрица, то есть мак-

пзначим этот вектор через х
полагая

пп—1 + а{хх^ = X

где а — некоторый скалярный множитель. Легко проверить, что в этом
случае сщзаведливы следующие соотношения:

1
 пV

1 — а

ЛАж” = —5aAa:^-S
где

Ва. = (1 —a)S —аЛ.

Теперь все утверждения, основанные на соотношении  ( )’ „р^пр-
справедливыми, если заменить В на Во.- Так, в случае нахон д _ Т ^
ния системы (2) знаменатель Л, прогресспп, .

liz;’^|!, есть спектральный радиус матрицгельность норм невязок

А-^Ва. = (1 —

Очевидно, что собственные значеипя этой зда_
ствениого значения) связаны с соответствующимп ш
чеыиями матрицы A~^Bq = А~^В формулой.

— (^ — 0.)'kй^ —

Поэтому за счет удачного выбора спектральным
тральный радиус матрицы А Ва ^ параметра, управ-
радиусом матрицы Параметр ^ а играет^
ляющего демпфированием хюлебаннн ^ р ..^дебапия, то целесообразно
в процессе пторацди наблюдаются ^ утверждение может быть
использовать большее значение а. Апало ппогиаммирования.

ояхимаяьного знач^^ний матрнцн
й оценки в случае мат

. Поэтому прп-

а.

сформулировано п в случае задач
Нахождение наибольшего из

ВА~^ или В'^{АА'^)~^В, или его трудности
рпц большой размериостп представляет с Р вряд ли следует ограничи-
монепие изложенных итеративных ^^^®^р^^,рделено зпаченпе X пли дана
вать теми случаями, когда может быть ^.ддссе случаев, по-видимому,
достаточно точная его оценка. В большое „пыт или интуицию, указы-

вычисления, опираясь на ^ должна оказы-следует проводить
вающпе на то, что матрица
вать мепьшес влияние па решение. чем

„ЛЯ ПРИ РЕШЕНШ1 ЗАДАЧ
МЕТОД ИТЕРАТИМЮГО АГРЬда ^ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

плановых расчетов и для по
имеет прием агрегирования

объемов выпуска, характе-
или группу взаимозаме-

более сильными, чем
. Ис-

ЛЦИЕЙИОГО

5. Как известно, большое, зпачс ^ ^
строения экономико-математических ^
показателей. Связи между
ризующими определенную гораздо
няемых продуктов, как “Pf™™’ „ди разных групп продуктовмежду показателями разных отрасл
6  Экономика и матем. методы, К» 2
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пользование этого обстоятельства путем объединения групп строк или
групп столбцов в матрицах большого размера может оказаться не только
полезным для уменьшения размерности задали, но и необходпмым для
улучшения обусловленности используемых матриц (объединение строк
или столбцов, связанных приближенно-лпнейпой зависимостью). Способ
агрегирования для включеиия в модель взаимозаменяемых ресурсов под
сказывается использованием в практике таких показателей, как едиипцы
условного топлива, обп;евесовые характеристики групп ресурсов, включа
ющих однородные, но не тождественные виды, и т. д.

Применение таких обобщенных показателей наряду с детализирован
ными может позволить за счет несущественного увелычепия размерности
учесть' взаимозаменяемость ресурсов в различных процессах производ
ства и использования. Одпако прием агрегпровашгя не ограничивается
введением условных показателей для взаимозаменяемых ресурсов, при ко
торых технологические коэффициенты остаются постоянными и модели —
линейными. В практике применяются агрегированные показатели, для
которых техпологическпе коэффициенты могут более или менее существен
но изменяться при измепении детализированных показателей, составляю
щих агрегат. При этом в процессе составления плана должны проводиться
расчеты по двум взаимосвязанным
показателях и модели в детализированных показателях. Причем
дой итерации укрупненные показатели используются для уточиеипя де
тализированных, а детализированные — для уточнения коэффициентов
затрат-вьшуска в укруппенноп модели. Такие процессы предлагались в
работах 10. Н. Гаврильца [12] для решения задачи линейного программи
рования и Л. М. Дудкина и Э. Б. Ершова [2], [13] для решения системы
линейных уравнений.

Ниже будет описан метод итеративного агрегирования для решения
задач лииейпого программирования в той математической форме, в кото
рой, как нам представляется, он более полно учитывает специфику задач
планирования. Этот метод можно рассматривать как аналог метода, пред
ложенного в [2] для решения систем уравиепий. В п. 6 будет дан анализ
условии, влияющих на сходимость
для систем уравнений.

Пусть имеется задача L линейного

моделям: модели в укрупненных
на каж-

процесса итеративного агрегирования

программпроваппя (сг-г . п. 1), со
стоящая из т ограничений п п неизвестных (соответственно
задача содержит п ограничений и пг неизвестных). Пусть
торов XRV разбиты соответственно па KuL групп, так что

двойственная
компоненты век-

к
х'^ == {xi, ... = S ч. .,2:п),^п,', ... X Пп— ●● ) ?

1

L

V  (l^i, . . . , fnii, ■ . . 5 , ^т)
1

Будем характеризовать каждую группу_  компоиепт одним агрегпроваи-
показателем. Векторы агрегированных показателей обозначим через

яым

Если рассматривать задачу L как модель народнохозяйственного пла
нирования, в которой в качестве ограничений учтены имеющиеся мощно
сти, необходимость выполнения балатгсовьтх соотношений и т. д., то mojkiio
обобщенно трактовать переменные х как интенсивности пршгзводствеииых
способов или режимов производства а переменные v — как оценки ресур-
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СОВ (в частиостп, налпчпе различных видов оборудования). Тогда разбие-
пие на группы вектора х соответствует разделению хозяйства на секторы
или хозяйственные комплексы, а вектора v — разделению на группы всех
видов ресурсов. Естественный способ агрегпрованпя ограничений по ре
сурсам, связанным условиями взаимозаменяемости,— сложение соответ
ствующих ограппчеипп, умноженных на их оценкп (пли их приблинченные
значения, полученные в ходе итераций).

Выбор в качестве весов агрегпрованпя оценок (цены пли проектные
оценки) естествен потому, что они характеризуют сравнительную жест-

целесообразность их ослабления. Прикость ограничении, возможность и
агрегировании производственных способов, видиаю, более естественно счи
тать, что фиксируются определенные пропорции между интенсивностями
группы способов и при изменении агрегированного показателя интенсив
ности всей группы умножаются на одно число. Отсюда вытекает способ
построения моделей в укрупненных (агрегированных) показателях, соот
ветствующих прямой II двойственной задачам. Пусть

11'
2 ctijXis а = llaj-iJI X к, ^tj —(lih — т

ViXk i€lj€k

t 2 = (^b .. .V
1
— ^CjXj, c = {c, , Ck) , bl =

X
Ck = ik

1 2 a — WaikWbXK’aui =
XkVt j6h

iei

о  ● c 1 n (Г‘ 1Л лчтпчает что берутся только те значения /
Здесь запись , & к (i (. I) Заппшем укрупненные моде-

(или о, которые входят в л-ю ю; .у
ли в виде:

Li — модель прямой задачи
(с,Х) = тах

модель двойственной задачи

(F, Ь) = min

Va>caX^b r>0X>0
хозяйства мо-

Метод представлеипя задачи планирования
делыо в укрупненных показателях предложен переменные

Если аг^гнрование нроизведено так. чем пере-

X

и у внутри одного агрегата связаны „.^венным следующий ите-
меииые из разных агрегатов, то да итерации получены
ративиый процесс решения задачи L. иус для построепия

некоторые значения векторов ^ ^ ^ г, я, 5, S, с снабдимутфупненных моделей Li и />2 -
индексом t.)

Решение этих задач дает новые
перемеипые можно интерггретировать ^
Еремепи о предполагаемых изА1ененпях

При предположепип о сохранеппи

Xзначения переменных
как прогноз на след

i+i II F^+Ч Эти

ующий период
Зфовпях производства и цен.

структуры производства впутри сек-
в

торов разности Ъ - а^Х^^^

будут характеризовать прогноз дефпцптпостп или перепроизводства ре-
сур^в в HexanLioii номенклатуре. Он может быть использован для изме-

6*
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нения соотношений оценок ресурсов внутри агрегатов. Например, можно
из предполагаемого перепроизводства некоторых ресурсов в агрегате сде
лать вывод о необходпмостп на следующей итерации придать ему нуле
вую оценку:

/+1
если Ьг — S= О,

k

в общем случае, используя идею демпфирования колебаний в духе ра
бот [15—17], следует считать, что вопрос о конкретной формуле регулиро
вания оценок V по разностям Ь — аХ требует экспериментального ре
шения.

Изменение по тому или иному алгоритму соотношений оценок в агре
гатах в зависимости от разностей Ь — аХ дает новый вектор который
может быть использован для следующей итерации.

Аналогично разности с — могут выполнять роль предполагаемых
прибылей, соответствующих различным режимам работы производствеи-
пых комплексов.

Эти разности должны быть использованы для изменения соотношения
между интенсивностями отдельных способов производства (пли режимов)
внутри каждого производственного комплекса, т. е. для получения нового
вектора После этого начинается новая итерация.

Выбор наиболее реитабе.льных режимов на основании «прибылей»
с — Уа и наиболее дефицитных ресурсов на основапип соотношений «спро
са и предложения» — разности Ь — аХ — повлечет за собой (на следую
щей итерации) изменение коэффициентов «средних» затрат и выпуска
(элементы aik), что соответствует учету «предельных» коэффициентов за
трат. В оптимальном плане, очевидно, «средние» коэффициенты становят
ся действительно средними из «предельных», и предлагаемый процесс
демонстрирует формирование весов такого усреднения с помощью
усреднения по времени.

6. Пока пе выяснены достаточно общие математшшские условия, при
которых методы, перечисленные в п. 5, сходятся к решению задачи. Отно
сительно процесса, предложенного в [2], доказано, что для систем урав
нений типа межотраслевого баланса такой процесс сходится к решению,
если агрегирование производится в одну отрасль (см. [18]).

Представляется очевидным, что при определенных условиях разумно
сти агрегирования однократное решение укрупненной модели даже при
неправильном соотношении переменных, входящих в агрегат, может дать
достаточно хорошее приближение к значениям укрупнеппых показателей,
соответствующих истиппому решению полной задачи. Такими условиями

например, слабая зависимость yitpynHeHHbix коэффициентов за
трат и выпуска от соотношений показателей, входящих в агрегат, и хоро
шая обусловленность матрицы для уафупиенных показателей.

Представляется также очень вероятным, что эти условия в той или
иной математической форме являются достаточными для сходимости про
цессов итеративного агрегирования и определяют скорость этой сходимо
сти. Поэтому не меньший интерес, чем доказательство сходимости таких
процессов для широких классов задач, представляет выяснение «условий
правильного агрегирования», т. е. такого разоиения столбцов и строк на
группы, при котором обеспечиваются сходимость итеративного процесса
и, что еще важнее, достаточная скорость этой сходимости.

Ниже сделана попытка выяснить, в какой форме эти условия являются
достаточными для сходимости процесса итеративного агрегирования для
решения систем уравнений. Полученные условия, конечно, не близки к
необходимым и не должны рассматриваться как конструтстивные условия

их

являются,
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ДЛЯ проверки сходимости процесса. Они представляют интерес только как
математическое подтверждение тех качественных условий, которые сфор
мулированы выше.

Опишем метод решения системы уравнений с помощью итеративного
агрегирования (см. [2]). Пусть требуется решить систему уравнений

{Ет — а)х' = Ъ\

где а = (ttij) — некоторая квадратная матрица, а Е
ца т-то порядка. , ^

Пусть компоненты векторов-столбцов х' п Ъ разбпты на г групп, т. е.
● . , ^тп) >

Ъгп)

— единичная матри-m

● ● ● j ^т-тпг+1, ●
— (^1? ● ' ● ? ● ● ● }

; b{Ь'У= (Ь mt+U ● ● Ч ^m-mr+i» ● ●ь...,Ь
далее (.. .)^ — символ транспонирования векторов, рассматри-

● >
ТПц

(здесь и
ваемых как матрицы).

Будем характеризовать каждую группу
ным показателем. Векторы агрегированных

компонент одним агрегирован-
показателеп обозначим

= (gj, . . . , 5ft, ..., -Sr).{В')(Х0^= (Xi, Xft, X.),

Будем рассматривать с.лучай лпнейного агрегирования.
Положим

5fe = 2Xft = 2
j6ft

jBh

где запись j & к означает, что берутся входят^в пока
дят в к-ю группу, и Phi веса, с в матричной форме. Пусть
затель Хь. Удобнее эти соотношения зап^ дпагонали стоят компоненты
X есть диагональная матрица, в которой г-пгтояпшй из тп единиц,

есть -ктор-стоябе^ Ь , ^вектора х'. Если 1
х' = х1 шстема уравнений запишется в

то

т- Соответственно определяем
В этих обозначениях рассматриваемая

m

(13)вид© — axlm =х1m

Пусть Р есть матрица: О.  . ОО
/ р1,\ 7^1,2 Pi, m, О

.  ● Т^2»тп,+т*
Pi, m,+iО  о

р =
о.  . оо.  . оо\0

. . 00

. . 00

. Рг, 'ГП
.  ● ● о Рг,т—тг-*-'^ ■

получается и заменить единицамирг^ еслиз
и Р — матрица, которая
веса Ра, у

Тогда (14)
X = РхР

В = РЬР-
(15)и
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Заыетиы, что умножение матрицы а слева па матрицу соответству
ет сложению строк матрицы а, а умножение справа на Р соответствует
сложению столбцов:

(P'^a)ki = (яР)г'й —
j€ft 36ft

Рассмотрим матрицы а= («гл) п а = (ал/), определяемые соотиоше-

= ахРХ~^,(а) (16)тпхг

ниямп

(а) = Ра. (17)гХг

Если X есть решение системы (13) то, как легко проверить, выполня
ются равенства

х1т — aXIr = Ыт (18)
П

XIr - aXIr = BIr.

Если X не есть решение, то, вообще говоря, эти равенства не выполня
ются. Обозначим через X диагональную матрицу, соответствующую реше
нию системы |(19)

(19)

II положим

х1т — aXIf Ы'гп.

Если обозначить Л = {Е — а)~^ (матрица «полных затрат»), то

Х1^ = ABIr.

(18а)

(19а)

Пусть X* — решение исходной системы (13) па* — матрица агрегиро
ванных коэффициентов, полученная из а по формуле а’ = Рах'Р(Рх*Р)~^.
Тогда

ХЧг = A^BIr,

А* = (£: —

где

Так как

(X — X*) 1г = (X* - А)В1г = А* {а' ~ й)АВ1г = Л. (Г - Й)Х7

{X - Х*)1г = Л (i* - й)А'В1г = Л (Г - и)ХЧг,

г,

то близость вектора X к pemeHuio^Z* определяется нормой матрицы Л*
II слабой зависимостью матрицы а от весов агрегирования. Эти свойства
естественно считать условиями хорошего, или рационального, агрегирования.

Покажем, что эти же свойства важны
процесса типа [19].

и для сходпмостп итеративного

Итеративный процесс, описагшый в работе [19], состоит в след^иощем.
Пусть ' — вектор, полученный на п-й итерации. Тогда полагаем:

(х^)' = {х^)1

= ах^Р(Х^)-\

т, Х^ = РхР,

= Pd^пПа

(20)
ХНг = A^BIr,

Сх^)' = {x^)jт

An = (E — dn)-i,

хп = oAX^-Ix “h Ы-тп: -

J
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Вектор (х^)' можно принять за значение вектора х' на следзчощей пте-
рацтш: = {х'^)'. Мы рассмотрим следующее обобщенпе этого про¬
цесса.

Вектор (а:”)'используем для корректировки вектора (а*")';

(д-п+1)^ [х^) +hn[{x^y - (20

{чтобы {х'^)' было решением, вектор (х”)' должен совпасть с (а:”) ).
После этого начинается новый цикл птерацпп. При подходящем :№i6ope

параметра t уравнение (21) становится разностным аналогом дпфферен-
диальпиги уравнения

.(21а)x{t) = x{t) —x{t).

x(t) с помощьюгде .г- обозначает производную от х, а x(t) получается
соотпошешг!! (20).

Мерой отклонения вектора x{t)l моот рещенпя

из

жет служить длина
эта велпчп-

вектора Цх — а:)7„0. При каких условиях будет уменьшаться
на, показывает следующая выкладка.

Положим

m

1
Ах = X

Точка сверху всюду будет обозначать производную

X,

по t. Имеем:

= АВ1г = AaABIr = АР (аХ)Р

аХ = - аХ) = (аАхТ -

Л

XIr г

= аХР + ah г = (Е+ ~с‘АР) (а -

»

аРАхР) (Х-^1),

~аР) АхР {Х~^Х) Тг‘

соответствующуюматрицу,
Пусть знак <!.;> обозначает дпагональпуто

вектору W. Тогда
АхР,(Х-'Х)1г = <Р(^ 'Х)Р'>Ах1ш.

Окончательно получаем:

и = ijAx (j _ X) /» = -
(22)т»

где
6 (г) = (Е + аАР)(а

вектора {Ах1 т)
может

Соотиошеппе (22) показывает, что б(^)- условие
гарантировано при условпи малости условия сходимости ре-
быть использовано для получения д решенпю системы (1о|
шенпя дифференциального УР^®^®^°^_А„-гпальный радиус матрицы о(г)
(сходимость ?7-^0). Например, ^ цз (22) получаем:
меньше некоторой константы

О (i->oo).-2{1-ба)<
V{t)<V{Q)e

'  ...ч также дает некоторое подтвержде-
Это условие малости матрицы у- ^ хорошего агрегирования, хо-

ппе описанных выше качественных у трпцы и слабая зависимость ее
рошая обусловленность ^^Р®^^1^'^^^^казателей. Следует подчеркнуть еще
элементов от детализированных пок „ жестким, чем это не-
раз, что выведенное условие явля
обходимо для сходимости процесса р
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