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В. А. ВОЛКОНСКИЙ

(МОСКВА)

ВВЕДЕНИЕ

1. Наиболее естественное п плодотворное представление о системе
планирования п экономического регулирования сводится к непрерывно
j:)enraeMoii: задаче оптпмальпого программирования большой сложности,
условия которой меняются с течением времени.

Проблема формализации и математизацпп задач планирования может
быть успешно решена только при условии, если будет накоплен доста
точно богатый арсенал математических инструментов, при помош;п кото
рых можно отразить наиболее существенные черты механизмов реального
эконол1ического регулпроваиия.

Методы оптимизации, как и методы решения систем линейных урав-
иенпй, состоят пз многократного повторения однотипных операций, кото
рые можно назвать циклами, или итерациями. При этом все методы
можно разделить на две большие группы.

К первой относятся те методы, при которых приближение к решеншо
происходит в том или ином смысле монотонно, как, например, симплекс-
метод линейного программирования. Как правило, такие методы отличают
ся oпpcдeлeIIИoii: жесткостью: в пих все операции каждого цикла (итера
ции) нолиостыо определяются структурой самой задачи и они приводят
к точному решению за jwiioniioe число шагов.

Такие методы будем называть монотонными. В отлпчие от
ко второй группе моншо
в которых нет мопотонностп приближения к решению. Такие методы
обычно не дают точного решения за конечное число шагов. В них каждый
лшаг итерации» содержит свободные параметры п может определяться
в большой мере свободно в процессе решения. К этой группе следует от
нести градиентные методы и их модификации, метод Брауна — Робппсои
для решения матричных игр п др.

Естественрю, в условиях большой сложности системы пе может ста
виться вопрос о полном учете всех хозяйственных связей и нахожденпп
точного оптп.мума. Наоборот, принципиальное значение приобретает зада
ча нахождения приближенного оптимума за достаточно короткий срок.
В частности, вопрос о скорости сходимости методов оптимального програм-
йтпрованпя II о числе итераций, необходимых для нахождения приближен-

I  оптимума, перестает быть только техническим вопросом в условиях,
согда проведение каждой итерации связано с обменом информацией меж-

миогпмп плановыми органами.
В силу приведепных особенностей задач планирования итеративные

методы имеют определенное преимущество перед методами первой грул-
так как их гибкость (например, в выборе шага итерации)

них

собственно итеративные методы,отпестп

но го
1ч'

ДУ

может по¬пы,
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зволить решать при ыалпчип определенпого опыта задачи планирования :
в достаточно короткие сроки. Накопление такого опыта следует рассмат- 1
рпвать как необходимый при построении сложных спстем процесс их са- [
мосовершепствоваыия. I

Относительно слабая разработанность итеративных методов по сравне-
ншо с монотопнымп делает задачу их псследованпя особенно актуальной.

Следует отметить, что в условиях большой размерности оказывается
более плодотворным представление об изменении параметров задачи при
ее решении не как о детерминированном процессе, а как об управляемом
случайном процессе. Такое представление открывает путь к использова
нию в оптимальном планировании эвристшхескпх .методов с прпмепеппем
понятий теории автоматического регулирования; эта теория отражает
шюгие качественные особенности реального процесса увязки планово-эко- '
номпческпх показателей в результате деятельности большого числа хозяи- |
ствонных организаций и процессы составления
органами.

Нахождение приближенного оптимума в задаче большой размерности
люжно представить себе следующим образом. Выбирают достаточно об
щую схему итеративного процесса, характеризуемую небольшим числом
свободных параметров типа шага итерации. Затем, руководств5'’ясь  эври~
стпческимп соображениями и проверяя их экспериментальным путем,,
подбирают простые правила изменения этих параметров в зависимости от |
характеристик процесса итераций, например от значения функционала. !
в прямой и двойственной задаче. I

В условиях большой сложности систем экономического регулироваипя |
соответствующей большой размерности моделей планироваппя другой

важнейшей особенностью этих систем и моделей является их многосту- ■
пепчатый характер и очевидное распадение на более пли менее автоном- :
пые подсистемы или подмодели. С точки зрения математической форма- :
лизации примерами отражения этой особениости являются
методы обращеппя матриц или методы декомдозицип (разложения) в лп-
ыейном программировании [1, 2]. Представление задачи оптимальпого
планирования в виде игры а опасалные ниже итеративные методы дают
общую концепцию, позволяющую формализовать

планов планпруюпщмп

и

блочные

от-эту автономность
дельных подспстем и использовать ее для упрощения расчетов. При этом
.модель оптимального планирования или управления большой экономиче- !
скоы системой представляется в виде системы взаимосвязанных моделей, ;
каждая из которых представляет собой модель оптимального планирова- ;
ИИЯ или управления некоторой более
системы. Каждое звено управления
в своих моделях. В начале

(

или лгенее автономной части всея
стремится к достижению оптимума ,

процесса итераций ре

I

шения оптимальные ;
с точки зрения частных моделей, не являются оптимГльп^и с точки зре
ния всей системы, но в процессе итераций эти частные решения сходятся
К оптимальным с точки зрения всей системы ® решена

В Центральном экономико-математхгческпм
дутся такие исследования в связи институте АН СССР ве- ;

планирования для промышленных методики оптимального ;
накоплен некоторый опыт использоиян ■'^опсов и плановых органов. Д ,

ческого регулирования при Управлении\™р™ыГ1родессом“ешеШ1Я '
задач оптимального планирования бп ^\“Р^тпвным процессол! рс
кых методов к нахождению большой
в целлюлозно-бумажной
ЛИИ, В. Ф. Пугачев)

ПОПЫТКО!!

tта-
размерности. Применение

оптимального плана загрузки оборудованпя
промышленности (В. Т. Медницкий, А. К. Ппте-

сочетаик^т^^ хорошие результаты,
и теории автоматияррт- теории математического программирования

оского регулирования для описания модели экоиомп-
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ческой системы является схема текущего планирования, описанная в ра
боте [3], где предлагается процесс итераций, учитывающий перечислен
ные выше требования и использующий метод демпфирования колебаний
параметров в процессе решения как необходимое условие сходимости.
Эту схему мояшо рассматривать и как метод решения задач математиче
ского программирования большой размерности, имеющих достаточно
выраженную блочнзчо структуру. Частными видами применения делшфи-
рованыя в процессе нахождения оптимального решения являются метод
Брауна — Робинсон в теории игр [4] и метод Б. Поляка ускорения схо
димости градиентного метода [5]. Свобода в выборе параметров демпфи
рования дает возможность так управлять процессом итераций, чтобы ско
рость сходимости оказывалась приемлемой даже в случае очень большой
размерности.

2. Медлеппая скорость сходимости многих существующих методов ли
нейного программирования в условиях большой размерности, в том числе
блочных методов Данцига — Вольфа [1] п Корнай—^ Лпптака [2], объяс
няется следующим, В этих методах шаг птерацпи определяется раз на
всегда заданным правилом. В методе Дапцпга — Вольфа, как во всяком
конечном методе, движение происходит по соседним вершинам соответ
ствующих многогранников, что в условиях большой размерности происхо
дит крайне медленно. В методе Кориап — Лпптака используется итера
тивный метод Брауна — Робинсон [4] для решения игр, в котором вели
чина шага итерации раз навсегда определена фш^спрованным способом
взвешивания вновь полученной оптимальной ответной стратегии и сме-
шапиой стратегии, пол^’ченной усреднением прошлых стратегий (прош
лый опыт).

В то же время очевидно, что вначале, когда процесс идет вдали от
оптимума, шаг должен быть большим, так как опасность «проскочить»
оптимум ма.ла, и шаг до.тжен уменьшиться по мерс приближения к опттг-
муму (регулирование должно становиться более точным). Поэтому для
нахождения приблинченного оптимума применение итеративных методов
может быть, по-видимому, более эффективным.

Наоборот, при нахождении точного оптимума в условиях, когда извест
но хорошее приближение, по целевая функция пли граница допустимого
множества ие являются гладкими (например, в случае лпнейиого програм
мирования), эффективность итеративных методов должна быть ниже, чем
конечно-шаговых. Эти выводы вполне согласуются с результатами экспе
риментов. Отсюда вытекает, что хорошпе результаты при нахождении
точных значений оптимума в задачах большо11 размсрпостп может дать
сочетание итеративного метода для пахолщеппя нриближеыного решения
с последующим его улучшением при помощи конечно-шагового метода.

Иа11денные итеративным методом приближенное решение п оценки
ограничений могут быть использованы для упрощения задачи путем от
брасывания заведомо излишних orpaiiinieniiii и замены неравенств ра
венствами (папрпМер,
жить равными нулю многие компопенты в’сктора-плаиа, руководствуясь
приближенными оценками). После этого прпближеипое решение следует
улучшить каким-либо конечно-шаговым методом, в котором монхпо исполь
зовать в качестве начального более
угловые точки (базисные решения),

в задаче лпнш'гного программирования можно поло-

плп монее любой план, а не только
как в симплекс-методе. Примером

такого метода является Г1)адиент11ый метод Розена [И]. Б одном из сле
дующих номеров журнала «Экономика и математические методы» будет
опубликована статья Е.' Г. Гольштейна, где исследуется класс ме
тодов блочного программирования, которые можно рассматривать
единение монотонных и итеративных лгетодов.

как со-
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в настоящей статье излагаются результаты теоретических исследова
ний в области построения и сходпмостп общей схемы итеративного про
цесса. Вторая часть статьи, которая будет закончена в бл11жа1пнее время,,
посвящена результатам теоретической разработки и экспериментально!!
проверки конкретных моделей и методов расчетов.

В качестве общей схемы итеративного процесса удобным оказывается
использовать теоретико-игровую схему. В пункте 3 обсул^дается связь
модели лиыепиого программнровапия и схемы игры двух лиц с нулевой
суммой п дается их экономическая интерпретация. В пункте 4 обсуждает
ся понятие выпуклых и квазивынуклых игр. В пункте  5 оппсывается класс
итеративных методов и формулируются теоремы об пх сходимости к опти
муму. Пункты’ б—9 посвящены доказательству теорем сходпмостп.
В пунктах 10—11 дается обзор некоторых известных итеративных мето
дов с точки зрения излол^енной общей концепции. В пунктах 12—13 опи
сывается сведение задачи квазивыпуклого программирования к нахолще-
япю точки равновесия в пгре нескольких лиц с нулевой cyMMoi’r. Прп этом
итеративный метод ее нахождения может служить алгоритмом декомпо
зиции для широкого круга задач оптимизации.

I

ИНТЕРПРЕТАЦЦЯ ЗАДАЧИ ПРОГРАММИРОВАНИЯ КАК ИГРЫ

3. Прп обсунщенпп итеративных методов решения задач математиче
ского программирования весьма удобно пользоваться методами и языком ;
теории игр. Для наглядности часто удобно также использовать иепосред- j
ственно экономико-математическую интерпретацию. ■

Поэтому мы вначале приведем известную интерпретацию решения за- '
дачи линейного программирования как нахождение минимаксной страте- .
ГИИ в игре с нулевой суммой (см., например, [12]), и дадим пытерпрета- i
цшо полученной игры в экономических терминах. '

Запишем пару двойственных (сопряженных) задач nimeiiHoro про-
граммирования в виде '

тп

S  ~ min,у, CjXj ~ max
i=lj=l

n m

"1“ 2 ^ (la) ^ 0, (16) J
i=i г=1

/ = 1, . . . , тг. г = 1, . . ?n.● 1

Легко проверить, что эта задача эквивалентна (см. [12]) игре двух
лиц с нулевой суммой, в которой множеством стратегий первого (макси
мизирующего) игрока является множество векторов х  = {хи . .., ссп),
Xj^ о, 7 = 1, . . . , Щ множеством стратегий второго игрока (минимизи
рующего) — множество векторов р = р - Г> 0 t = 1, .  . ● , ■ '
а функция выигрьппа первого игрока есть функция Лагранжа исходной
задачи

7П,

п m

ф  р) = S j + 2 pjji + 2 р (И) 'idjjXj-
3=1 l=rj ii

Для компактности

С; = %j;

записи можно ввести обозначения:

/ = 1, . . . ,тг; hi = am; i = 1, . . т;● >

г

I

.Jk
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X — (^0) ● ● ● » ^п)! V — (POj Pl> ● ● ● » pm) \
j = о, 1, . . ., 7 = о, 1, . . ., ?гА = II ао- [|;

(«00 — произвольная константа).
Тогда задача лпиепного программирования запишется  в виде

т

2, max
j=o

т

О, (Ilia) ' (III6)
j=0

a:o = 1

При ЭТОМ стратегиями игроков будут векторы х и р, взятые из мно
жеств {х! хо= 1, «Г; ^ о, / ^ 0} и {р /ро = 1, Pi  ^ О, i ^ 0}, а платеж
ная функция

J—о

Ро = 1 Pi > 0(г 0).^ 0(/ ^ 0).

т

ф(^, р) = 2 S = рАх*.
i=0 j=0

Задачу линейного программирования (1Па), (Шб) и полученную из
нее игру с платежной ф)ункциен (IV) будем называть задачей Л п иг
рой Л.

Эта игра имеет следующую наглядную экономпческую интерпретацию.
Первы11 игрок — предприятие, выбирающее план производства продукции
а: из имеющихся в его распоряжении ресурсов п® = («ю, iimo), при
чем коэффициентами затрат и выпуска ресурсов служат коэффициенты
«г (соответственно отрпцательные для затрат и положительные для вы
пуска). Остатки ресурсов «io + и продукцию он продает второму

(IV)

игроку — оптовой базе, стратегиями которой являются цены р на ресурсы.
Всю продукцию X, произведенную предприятием, база обязана покупать
по фиксированным цепам «о = («oi, . ● ● , «on) и обязана также обеспечить
предоставление любого количества недостающих предпрпятпю ресурсов по
ею самой установленным ценам р.

Первый игрок стремится к максимизации прибыли, а второй
нимизацни стоимостп закупок. Легко проверить, что такая интерпретация
согласуется с задачей лпнейного программирования  п с ее игровой форма
лизацией. Сразу можно отметить, что при нахождении равновесной пары
стратегий множества возможных стратегий могут быть заранее суженыл  т

неравенствами 2

к мп-

aijXj ^ О и 2 Pi(Hj ^ о, так как на стратегпи, не удо-
t=0

влетворяющпе этим условиям, есть ответы, приводящие к как угодно
большому значению платежной функции.

Оппсанная игра не является матричной игрой в установившемся значе-
пии этого термина, так как множества стратегий для матричной игры
должны описываться неравенствамп

7=Ю

— 1 >
3=0

/ = 0,

7П

' = 0,1, . . . , т]
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Чтобы свести задачу линейного прог^.аммпрованпя к матричной игре,
можно взять в качестве чистых стратегий первого игрока вершины много
гранника (1а), в качестве чистых стратегии второго — вершины многогран- |
ника (16) п в качестве платежной: функции (выигрыш первого игрока) —
значения функции Лагранжа ф = рАх для векторов х  п р, соответствуго-
П1ПХ выбранным вершппам.

Мы приведем еще один способ сведения задачи линейного программи
рования к матричной игре, но предварительно опишем известный метод
симметризации игры (см. [12]), которому отводится важная роль в даль
нейшем изложении.

Игра с пулевой суммой называется симметричной
тегий обоих игроков совпадают,

соответственно стратегии первого и второго игроков, обладает свой-

еслп множества стра-
II функция выигрыша Ф (х,у), где х п

У
ством;

Ф(а:, у) = —Ф{у, х)

для любых X и у. Спмметрпзованиая пгра получается, если считать, что
кажды11 из игроков играет две партии: на своем месте и иа месте партне
ра, а выигрыш есть сумма выигрышей в этих двух партиях.

Пусть в исходной игре Г множество стратегии первого игрока есть
л, множество стратегий второго Г и функция выигрыша ф(а:, р)>
р ^ Р. Тогда в спмметрпзованной игре Р стратегиями иггюков будут пары
X— (ж,р) ил— х,х' ^Х,р,р' gP, а функция выигрыша

Ф (х, я) = ф {х, р') — ф « р).
Легко проверить, что дшожество оптимальных (минимаксных) страте-

игре есть множество дар минимаксных стра-ГИЙ X' в спмметрпзованной
тегий (х, р) исходной :

игру^с''мпшкес?вом^?т?. симметризации, получаем симметричную
= (х ^ ^^тратегии в п-\-пг-{- 2-мерном пространстве векторов

i~0i ^ P0’ * - - ,Pm): Xj -^ O, ; = 0, 1
Очевидно; эта ^ " платежной функцией Ф = рЛх'~ р'Лх,

+ гтг-f ^мерном црост„?н?Г'™'' " ^“^ожеством стратегии в
фост^нстве векторов X = {X, ^ хп, pi> ■ ● ●»PW ●

Pi ^ О, j = 1, ..., 7?г; X = 1 ц платея^ной фун1<-

игры.

п;

● »
цией Ф = ХЛУ где,

О

— ацО
^то

О— а 01А = ^mi

О—● а ОOn ■— а in
а О10 'а

(
^т\

^то мппимаксная стратегия
множителем

матрицей Л.

ВЫПУКЛЫЕ

матричной игры является выпуклая игра,
обопх игрокоп ®^^^Уклой в том случае, если множества стратеги|\

игрыша (р(х, р) явлп замкнуты и ограничены а функция вы.

Легко
только проверить,

скалярным
игре с такой же

отличается„  в этой игре
от минимаксной стратегии п матричноц

п квАЗИвыпуклыЕ Игры
'l. Важнейшим

Ьудем называть
X п Р

стратегии X первого непрерывной, выпуклой! вверх как Фупкцип
го игрока) п любой фикспроваиноц ст’ратегпп р второ,

ьппз, как функция стратегий р второго игрока (пр^.

Пщ <
(

Clmn '

11 О
а О О
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Любой флкспровашюй стратегии х). Будем обозначать игру Г через {X, Р,
ф). У всякой выпуклой игры существует пара минимаксных стратегий (см.
[14]. II. 1.5). Если для функции выигрыша выполняются соответствующие
требования строгой выпуклости, то и игра называется строго выпукло!!.

Обозначим С{х) = тшф(а:, р'), В{р) = тахф(д:', р).
р' х'

Определим множества Х{р) пР{х) из условий

Ц>{^,Рх) =С(х) для Рх^Р{х), (р{хр,р) =В{р) для Хр^Х{р).
Легко проверить, что функции С{х) и В{р) непрерывны и выпуклы

(соответственно вверх и вниз). Их непрерывность непосредственно следует
из непрерывности ф(з:, р). Для доказательства выпуклости С{х) возьмем
xq II Xi е X, обозначим для некоторого а е (0,1) Ха =  + (1 — а)хо
II выберем Ра ^ Р (ха). Имеем

С{ха) =ф(^сс,Ра) ^ Сф(а:1,ра) + (1 — «) Ф (я^о, Ра) ^ аф(д;1,р1) +

+ (1 — а)ф(д:о, Ро) = аС{х^) + (1 — а)С{х2).
Аналогично доказывается выпуклость функции В{р).
Переход от матрпчной игры к выпуклой аналогичен переходу от зада

чи линейного программирования к задаче выпуклого программирования.
Дадим общую формулировку задачи выпуклого программирования

следующих обозначениях.
Задача U:

в

U(x) = max,

где U{x) —непрерывная выпуклая вверх функция, а X—выпуклое, огра
ниченное, замкнутое мноя^ество.

Задача нахождения минимаксных стратегий в выпуклой игре может
быть различными способами сведена к задаче вьшуклого программирова-
нпя, II задача выпуклого программирования может быть различными спо
собами сведена к решению выпуклой игры. Нам понадобятся следующие из

,  этих способов.
Пусть задана выпуклая игра Г = {X, Р, ф).
Задача решения игры Г эквивалентйа задаче U, если U{x) = С{х) и

множество допустимых планов X в задаче U совпадает с множеством X
стратегий первого игрока. (Аналогично можно взять  в качестве множества
допустимых планов задачи U множество Р стратегий второго игрока и по
ложить U{p) =—В{р)).

Близость функций С(х) или В{р) к экстремуму является характери
стикой близости соответствующей стратегии к минимаксной. Однако в ус
ловиях, когда экстремальное значение неизвестно, удобнее использовать
как меру отклонения от оптимума значение соответствующей функции для
игры в симметрпзованной форме Г. Для симметричной игры функция
1/{х) =С{х) =—В{х) ^0 (множества стратегий игроков совпадают:
X = В) ‘ Минимаксные стратегии х' характеризуются тем, что

U(x') = 0.

Обобщением понятия выпуклости функции является понятие квазп-
выпуклой функции,

фупкция f{x) называется квазивыпуклой
венства

вверх, если из ра-

Ха — хо{\ — а) a:ia(0 <С

f{xa) ^ min [f{Xo), f{Xi)].

а <1)
следует

математпчеснпе методы, № 23  экономпка II



202 В. А. ВОЛКОНСКИЙ

Это определение эквивалентно следующему. Функция f{x) квазлвыпук-
ла вверх, если для любого а множество {x: f{x) ^ а} выпукло. Если для
всех а е (0,1) выполняется строгое перавенство

f{xa) > min [f{xo), f{xx)],

то функция называется строго квазпвыпуклой вверх.
Б, Мартошем [15] рассматривается класс функций более узкий, чем

класс квазивыпуклых, и более широкий, чел1 класс строго квазпвыпуклых
функций. Будем называть
функций (по Б. Мартошу «explicit quasiconcave functions»).

Функция f{x) сильно квазивыпуклая вверх, если из равенства

его классом сильно квазивыпуклых

Ха = хо(1 — а) + Xia (0 С а < 1)

/(а^а) ^ min Ifixo), f{Xi)],

f(xa) >■ min [/(^o),/(^i)],

/(^o) =7^ /(^l)*

следует

причем

если

Этот класс включает все выпуклые функции, в то время как класс стро-
квазивыпуклых функций включает только строго выпуклые функции.
Эквивалентное условие: для любого а множество Ла  = {^ ■ f {x) ^ а}

выпукло, и множество Ла = {^-/1^) ^ ct}, если оно ие пусто, содержит
все внутренние точки множества А

Это условие переходит в условие стр_огой квазивыпуклости, если лотре-
Оовать строгой выпуклости множества А

Гребования

го

а>

Квазивыпуклости, спльпои илп строгой квазивьщукчости
„„„ выдолпенными для функции f(x) в случае, еслп функ¬
ция j(x) соответственно (сильно, строго) квазивыпукла вверх,

определениями естественно рассматривать
зпвыи^клые, сильно квазивыпуклые и строго
деление таких

вниз

ква-
квазпвыпуклые игры. Опое-

требования если в определении выпуклых игр заменить
кваздвыпуклп^''"'°'=™ Функции соответствующим тpeбoвaш,e^t
кьа^изыпуклости или строгой квазивыпуклости ^

Легко проверить, что для квазивыпуклых
квазивыпуклых) функции С{х)

выпуклости (сильной,
Р\х) выпуклы

Пусть,
Ра^Р (Ха) .

'Тогда для

игр (соответственно, сильно,
■^\Р) обладают свойством ква.зи-

а. множества Х(р)
например, хо, xi е X,

строго II

II

^ (0,1),а
Ха = axi + (1 ^ а)хо.

квазивыпуклой игры

^(^а) = ф(^а, Pet) ^ mm [ф(а:о, ^

[ф(2^о, Ро), Ф(^1, Pi)] = шш [С(х,), C(^i)]

причем первое неравенство
строго И1^азивьптукла

Заметим
является строгим неравенством (>), если

го выпуклых!ТйоГесС ^;й™ГсГеГат'
(оптимальные ответы р^ и Хр единственны).

игр, так же как для с

игра

тро-
только по одной точке

I
А
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ИТЕРАТИВНЫЕ ПРОЦЕССЫ
И ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМ СХОДИМОСТИ

5. Рассмотрим следующие
^Ужат обобщением

Оптимального
л Пусть а:",

Итеративные

д

рп — стратегии

процессы опре

ва класса итеративных процессов, которые
нескольких известных методов решения игр и задач

программирования.
игроков на п~п птерацпи, ^Х{р-) иX

делим соотпошенпями:

А) + (1 — an) а;", р

|3).г"« = а> + (1_а„)ж

л+1
= «пР" + (1 — ап) Рп,

р (1)
где а: — последовательность чисел из отрезка [0, 1]. ^

бтод А является непосредственным обобщением известного итератив-
процесса решения матричных игр Брауна — Робпнсон (см. [4]). Лег-

Пцотт^'^^^^А процесс Брауна — Робинсон является частным случаем
при (Zn = 1 / п. Результат Робпнсон не вытекает из теоремы 1

Q  ● Ниже), так как в них требуется единственность
Пако, как показывает теорема 1, по-видимому, для сходимости процесса
существенно, что последовательность {пп} убывает

1 пд. Существенными свойствами коэффициентов а
Мости,

Пого
Ко

оптимальных ответов.
Не

как гармонический
п, с точки зрения сходи-

являются следующие:
СО

б) =а) Ип-^О, (2)оо.

в
следующих теоремах этот факт доказывается для сильно квазивыпук-

игр при условил единственности оптимальных ответов хр и рх- В тео-
релге 2 требуется единственность только ответа рх. Ответ Хр может быть не
единственным.

лых

В дальнейшем будет всегда предполагаться, что последовательность
удовлетворяет условиям (2). Когда нужно будет рассмотреть другие

случаи, это будет оговариваться специально.
Теорема Х.Если для сильно квазивыпуклой игры функции Хр и рх одно

значны {множества Х{р) и Р{х) содержат только по одной точке), то
процессе А при любой начальной паре стратегий {х^, р^)

в

1  Р^^р* (тг^ оо),

зде (х*, р‘") — пара минимаксных стратегий.
Теорема 2. Если для сильно квазивыпуклой игры функция рх одно

значна, то в процессе Б при любой начальной паре стратегий (а;®, р°)

р" р', х^ А* {п

X

оо)

еде X — множество минимаксных стратегий первого игрока, ар* — мини-
лгаксная стратегия второго игрока.

Так как для строго квазивыпуклой игры обе функции Хр и рх одно
значны, то непосредственным следствием этих двух теорем является сле
дующая.

Теорема 3. Для строго квазивыпуклых игр в обоих процессах А и Б

р^~^р* (п-^оо)

где {х*,р*) —пара минимаксных стратегий.

X X

3*
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Вопрос о сходимости к мшпшаксу процесса А без предположения одпо-
значностп фз’’ыкцпп Хр и рх остается открытым даже для матричных пгр.
Такая сходимость доказана Дж. Робпнсои для матричных пгр только
в случае весов а-п. = i / п.

Одыако уже сформулированные теоремы о сходимости могут быть ис
пользованы в практических расчетах для любых квазивыпуклых игр, так
как любая квазпвыпуклая игра может быть сделаиа строго квазивьшуклой
с помощью произвольно малого пзмеиепия ее платежной функции. На
пример, вместо ф(а:, р) можно взять функцию выигрыша

4>s{x, р) = ф(а:, р) — ella:F + ejlpIP,

||pf = а е — произвольное положительпое число.где \\х\\^ =

Дж. Дапскнпом [16] доказана сходимость для люоых выпуклых игр
алгоритма, совпадающего с процессом Браупа Робипсои в случае мат
ричных игр. Однако алгоритм Дапскина в общем случае отличается от про
цесса Л II требует запоминания оптимальных ответов па всех предыдущих
итерациях.

Что требование однозиачиостп функции рх в теореме  2 является суще
ственным, доказывается следующим npnMepoib

П р и м е р. Рассмотрим матричную игру. Отратегиями х\, Х2, xz макси
мизирующего игрока являются три точки плоскости (у, z); a:i = ( — 1,0),
Xz = (1, 0), = (0, !)●

Стратегиями мппимпзпрующего игрока служат два числа: pi = —1,
Р2 = 1. Выигрыш первого игрока есть

(p{Xi, Pj) = ̂ PiUi + S2i,

(z/t, ^i) = Множество смешапшлх стратегий пер
вого игпока есть треугольник с вершинами Хи Xz, х^. Легко проверить, что
оптимальным ответом второго игрока на стра^гип х  = (у, z) при Р > 0
является II Хх = У будет Хх — xz. Поэтому существует
последовательность {х^}, удовлетворяющая равенству (1) и сходящаяся ц

время как мигшмакснои CTpaTcrrieii является точка

гдеЛГ^1>е > 0 и

(0точке , 0), в то
__ /л ЛЧ

^ Сведем задачу решения игры к задаче выпуклого программирования.
Для доказательства сходимости процесса А возьмем
игру Г, в которой множеством стратегий каждого игрока служит -
ство зе всех пар % — Р) стратегии игроков исходыой игры, а платежио!!
функцией служит

симметрпзованную
миоже-

Ф(х, %') = ф(з;, рО — ф«р).

Очевидно, симметризация игры не нарушает свойства выпуклости пли
квазивыпуклостп. _

Процесс А в обозначениях игры Г можно рассматривать как двия^ение
множеству пар стратегии, одинаковых для обоих игроков: X ^ Х'-

Поэтому итеративный процесс можно рассматривать ие ия ппостраистве
Зе X Зе, а на пространстве а:: ^ “Р*"

по

Х”+‘ = а„х"+ (1-а„)х", :
где X” — оптимальный ответ на стратегию Заметим, что множество пар
минимаксных стратегий есть часть множества (х — %'}. После этих объяс
нений можпо вернуться к прежпим обозначениям и, не парушая обшяостл^
считать, что исходная игра Г симметр1гчна — Г = {Х,Х о!) и птератйв^^ьхц
процесс определяется уравнением ’ ’ ^ ^

Ы)х^+^ = апх^ -I- (1 — ап)х
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В црострапстве X. Соответствующая задача U есть задача макспмпзацпп
'  функции

и{х) = ф (:г, а:), х ^Х,

где X — оптимальны!! ответ на стратегию х. Очевидно, V(а:) < О, если х
не есть точка максимума, н max U (а:) = 0.

Теперь утверждение теоремы 1 можно записать так;

U{x^) оо).

Процесс Б в силу однозначности функции рх также можно рассматри
вать как процесс (1а) в нрострапстве X, а утверждение теоремы 2 как
соотиошеиио (3) для функции

и (,-с) = ф {х, pj —

где (а:*, р') — минимаксная пара стратегий.
Для выпуклых игр можно доказать следующую теорему, проливающую

пекоторьп! свет па факторы, определяющие скорость сходимости итера
тивного процесса (1а) в случае, когда веса Ип достаточно малы. Рассмот
рим произвольную выпуклую игру II последовательность итеративных про
цессов (1а), начинающихся со стратегии а:°. Обозначим последовательности
{нл} п {д:”} для к-то процесса индексом к соответственно сверху и снизу:

п = 1, 2, . . .} II {xk\ п = О, 1, 2, . . .} {х,,° = х^). Пусть = sup Оп ●

(3)

Ф {у, Я,) = Ф Рх) — Ф Р*)max

Предполагаем, что если процесс (1а) получен из процесса А, то выпол
няются условия теоремы 1, если он получен пз процесса Б, то выполнены
условия теоремы 2. Функцию U (х) выбираем в обоих случаях
описано выше. Тогда верна следующая теорема.

Теорема 4. Если (/f оо) и

так, как

П = 1

то
(4)lim U{xii.^k)'^ U{xo)e [.

к-*оо

Аналогичное неравенство выводится Белманом ([10], стр. 323) для
прерывного процесса.

Запишем для наглядности соответствующее приближенное неравенство

не-

в виде

и (а;”) ^ и (;г°) ехр — }●
k=i

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ

6. Построим ломаную, соединяющую прямолинейными
последовательные стратегии, полу^хаемые в ходе итерации, п установим
функциональную связь между точками ломаной и значеипямтт параметра
i. Точнее говоря, положим

отрезками

tn — 2 п = о, 1,2, .. .— X (ifn),Х

h=i

x(t) = Ж" -Ь (a/ar,+i) (л:”+^ t = tn -f"х'^), если о ^ а ^ cin+i,
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в силу условия (2) ломаная x{t) определена на всей полуоси ^ > 0.
Теперь, если обозначить

Ain — in+i in, Aaj (in) — aj(in+i) —a^(in)»

TO уравнение (la) сводится к виду

Аж (in) / At

Если оптимальный ответ х есть однозначная функция от стратегии х:

х~х (ж),

в виде

(16)— ж(in).= ж”

равенство (16) записываетсято

Аж (г„)
= ж(ж (in)) —а; (in),At

что есть, очевидно, разностный аналог дифференциального уравнения

dx ( dt = / (ж),
где/(ж)

(1в)
= х{х) —

УрамешТ Эйлера для этого дифференциального
ттппттал^п а/ ^ аналогичным дифференциальным уравнениям от

рауна Робинсон рассматривается Белманом (см. [10],гл. 15).
однозначн?^^’ следует из леммы 1 (см. ниже), если функция ж (ж)
споаве1гл1тт»1г^-1^°,?^ ^ непрерывна, а следовательно, для уравнения (1в)

ITvctt. ля о существовании и единственности решения,
последовательность итеративных процессов (1).

как пип гЬплхп Дс®^тельности {ип} и {ж^} для А:-го процесса индексом к,
как при формулировке теоремы 4, и предположим, что

ж.

О  {к~^оо).= sup йп^

Если^1^?х1^ыГ!= соответствующая к-му итеративному процессу.
xsAT ’ легко доказать, что ломаные ж^(т) удовлетворяют

условию Лнфшица
11*6 (t') — Жй(т")|| < 2£)|т'

ГГ
— Т

К
брать"п“н^доГтеГГ“Р!?,-Р---“. Позему ИЗ них можно ВЫ-
интервале измеиенил т сходящуюся равномерно иа любом конечном
значиостп функции ее предел через у(т). (В случае одно-
уравнения d!/ / * = и,л очевидно, у(т) есть единственное решение

Рассмотрим фупщад ’ "Р«°ДЯЩ00 ’юроз точку у (0)).

ц(т) = С/(у(т)).
Доказате.льство

тальном факте.
Основная лемма. Если
функция и(т) строго

теорем

то

 1^3 основывается па следующем фулд^^®^"

выполняются условия какой-нибудь из теорем,
возрастает для всех значений т, для которыхи{х) < 0.

Это утверждение будет доказано в пункте 8.1еперь докажем "■ ^
нле верно. соотношение (3) в предположении, что это утвержде-
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 1 п 2

7. Доказать рапопство (3) — значит доказать, что все предельные точ
ки последователыюстп {х'^, п — 1, 2, . . .} принадлежат множеству мини
максных стратегии.

Возьмем сходяш,уюся подпоследовательность {а;"»}:

00, x^k^xQ (к-^оо).

Рассмотрим ломаные уа(т) {к = 1, 2, . ..):

у,Дт) = +т) (т^О).
Из сказанного в п. 6 вытекает, что существует подпоследовательность

ломаных у/{(т), сходящаяся к некоторой кривой у(т). Без ограничения
общности можно предполагать, что сама последовательность {1/л(т),
к = 1,2, . . .} сходится к у (т).

Выберем предельную точку а;о и подпоследовательность такую,
что Jik-^oo, x^h~>-Xo (к^оо), U(xo) =liinU(x^) и предположим, что

п->со

Ит V (ж”) = —е ●< 0.

пк

п->оо

Из основной леммы следует, что
и{т) > —е при т > 0.

Из определения функции у (т) следует, что для любого т !> О сущест
вует подпоследовательность последовательности [х^, тг = 1, 2, .. сходя
щаяся к у (т), и, следовательно, подпоследовательность последовательности
{U(x^), п = 1, 2, . . .}, сходящаяся к гг(т). Это противоречит предположе
нию, что

Ит Z7(a;”) = —е.
П-ХО

Таким образом,

Предположим теперь, что
U{xo) = u(0) = 0.

lim U{x'^) = —8 <C 0,
n-*-oo

и выберем подпоследовательность {x'^h} так, чтобы
lim U{x^k)= lim U{x^).
h-*-oo n-*-03

Так как lim?7(a:”) =0, то можно выбрать такие rh ть, чтобы

(А:--^оо) , U{x^k) ^ _е/2, U{x^) < —е / 2 для гд  < Z < тпь.
Из последовательности, {г^} выберем подпоследовательность Sj

(/-^оо) такую, чтобы сходилась. Предельную точку обозначим Х2 и
построим функцию у(т) с началом в точке xz‘. у(0)  = хг. Из определения
чисел/'fe вытекает,что н(0) = f^(?/(0)) =—е/2.

Так как гг(т) непрерывна, то существует А >■ О такое, что для
т е (О, А)

со

ц(т:) = г7(у(т)) > —8.

те (О, А) «.(т) ^ —е/2, т.По определению чисел гл для
а{х) ^ ii(0), что противоречит основной лемме. Таким образом, для дока
зательства теорем остается, доказать только основную лемму.

е.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО OCHOBHOII ЛЕММЫ

—отрнм точечно-агаожествепное отображение где
(а:) — некоторое подмножество множества X. Отображение

называется полунепрерывпым сверху

Рассм
х^Х и

Ф (а:)
X

, если из соотио-

Уо, Ук ^ Ф {хк)

уо^Ф (хо).

множество оптимальных ответов второго игрока на стра-

Р{х) полунепрерывно сверху для любой

Хк Xq, Ук

HieiiHii

следует

Пусть Р(х\
тегшо :г цервой

1.
«етгрербгеной

п ji u^P(xu). Тогда в
1 рывности функций (р{х, у) II и {х) == min ф(а:, у) имеемиел’

игрока.
^'^ображение
игры.

X

силу

V{xq)=. lim U{xk) = lim ф(а:й, у,,) = cp(a.-o, j/o),fa-*-cx> h-*-oa

Uq есть
оптимальный ответ на xq: уа^Р{ха). Лемма доказана,

тности, из лед1мы 1 следует, что если функция рх однозначна, то
прерывна. То же можно сказать, конечно, и о функции хр.

оптимал^^'^°^^^^ теоремы^ 2 фун1щня рх однозначна. Поэтому множество
Х(а:) ответов на рх есть функция от х. Обозначим это множество

В
она и

При

непрерывн(Гс:^е^^^^^^ непрерывна, то отображение х—^Х{х) полу'
"  оведеаии процесса Б к процессу (1а) пространстве X стратегиявх'^

стратегшо из мнон?ества Х(х^),
выполняются условия теоремы 1 или теоремы 2, то приi \ + 0

у (0) — {у (^) У (*^)]“^ Х(а:о),
Док

^зательство. Обозначим
m

S =a/t^,O-Uf^+r —
Имеем r=l

1 л

^2̂  [У/. (Тй"-) — (Хн') ],т=1Хк

где Уй(ть^) у-/ , . .
Обозн1®е^^"'‘

m

= 3m
Ук{хкГ)Vk т

,Хкг=и получаем

б'й(О) —-J__
'  Xk^^

т

^Уь{Хк^) — ук{0)]—Пк ХП О.к''
(ТйО —Ук (0) ] ^

m

^ max [\ук (т:к^) ~ Ук (0) [| ^ 2йт.т
г^т ^ ●
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Пусть р {х, А) — расстояние тонки х от множества А.
В силу полунепрерывностп сверху отображения Х{х) расстояние

р(уа’”, Z(a:o)) мажорируется некоторой монотонной функцией

F^{x) = F{ max — ?/a(0) ||),

где А(т)-V О при т ^ 0.
Поэтому расстояние от {/а(0) + (1/та”^) [?/а(та^)  — z/a(0) ] до множе

ства Z(xo) мажорируется величиной

2Dxk'^ F {2Dxh^).
Если Та’” < а, то

1
р(г/й(0) + [УА('Га"') —г/л(0)1 Х{хо) '^^2Do-jrF{2Da).Т"

Отсюда для т <С е получаем

р(г/(0) + ̂ [г/(т) —у(0)], Х{х)а ^2Dg + F{2D(j).

Правая часть стремится к нулю при а-^0. Лемма доказана.
Лемма 3. Если выполняются условия теоремы 1 или теоремы 2 и если.

U{xq) <С о U a:i е X{xq), то существует такое Д > О, что для а е (О, Д)

U(Xa) > U(xo).

Доказательство проведем для процесса Б,
Пусть {х^^р”) —пара лшнпмаксных стратегий.
Тогда

Ф  Ро) = max ф {х, ро) > ф (ж*, ро) > ф {х\ р*)

и

Оу>и (Жо) = Ф (хо, Ро) — ф Р‘) >ф (%, Ро) — ф (^1, Ро)-

С другой стороны,

^ (*а) — Ы = ф к, К) — ф (*0’ к) > ф к) — ф (*0’ к)-
в силу леммы 1

(5>

Ра~> Ро («|0).

Поэтому из неравенства (5) вытекает, что существует Д > О такое, что^
для а е (О, Д)

'^KPaX^i^v к)-
В силу квазивыпуклостп функции ф(-,ра) для ае (О, Д) имеем:

ф(^х’Я)] к)Ра)^
(I

и (Ха) - U{Xo) > 0.

Лемма доказана.
Лемма 4 (основная лемма). Если выполняются условия теорем 1 или 2.

и если u{L) < О, то существует Д > 0 такое, что при те (j, г -j- Д)

и{х) >- u{t).

I
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Доказательство. Допустим, что лемма не верна и существует по
следовательность I + О такая, что

tk) ^ м(^).

Не нарушая общности, можно считать, что ^ = О, г/(0) = хо и что по
следовательность

^[y{ih) — u{0)lz,{l) = y{0)-h /с = 1,2,...

Пусть limZh(l) = xi. Очевидно, последовательностьсходится при к оо.

а
Zft(a) = z/(0)H---fo(ift) —У(0)], /с = 1,2, . . .,(0  < а< 1)tk

оо. Вследствие сильной квазивьшуклости функциисходится к Ха при к '
U{x) из U{y{th)) < U{xq) и а > i/I вытекает

U{zk{a)) < U{x^)
а, следовательно,

и(^Ха)= lim U{zh{a))^U{X(i'\
h-*oo

ДЛЯ любого а е (О, 1). Это противоречит леммам 2  и 3. Лемма доказана.
На этом заканчивается доказательство теорем 1—3.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

9. Доказательство теоремы, очевидно, вытекает из следующего усиле-

условия теорем 1выполняютсяния основной леммы.
Лемма А'.Если для выпуклой игры

2, то
lim

М t=aAU+O

(обозначения Прежние).
Из леммы А' легко выводится неравенство

u{t) ^ и{0)е~^.

Чтобы доказать лемму 4, воспользуемся понятием производной
U'{xo,xi) функции и(х) в точке по направлению к точке rci.
обычно,

= Хо f^(Xi ~ Хо) (O^a^i).Ха

Тогда

= lim -[U{Xa) — U{xo)lGtU'{X0,X,) = O+U{Xa) a=0
ai+Q

В силу выпуклости функции U(x) гшож предел всегда существует-
правая производная в нуле функции U(xa) как функции от а.

Перед доказательством леммы 4 докажем аналог леммы 3
Лемма У. Пусть Xi е Х{хо) и

Ф (^0’ - *1^Ф (^1, Ра) < и {Х^),
а |0

(6)

тогда
и’{хо, X,) > -г/(жо).
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Доказательство. Имеем

^ (^а) — ^ W ^ Я) — Ф (^0’ Ро) >

> Ф Ра) — Ф К’ к) > « [ф К’ КЬ^Ф (^0> к) 1 ■
Поэтому

U' {Хо, Хх) = lim - [U [ха) — U (а;о) ] >
«10 ^

^ lim ф {хх, Ра) — ф (а^о, Ро) > — (а:о).
«10

Лемма доказана.
Из доказательства леммы 3 следует, что в случае однозначности функ

ции Ра условие (6) следует из условия хх s Х(а;о).
Доказательство л е м м ы 4^. Предположим, что лемма не верна.

Тогда существует последовательность th \ О такая, что

lim lAft [U{ij{h)) - U{xo)] <-U {xq) - 6, 6>0.
k-t-oo

He нарушая общности, можно считать, что последовательность
k = i,2, . . .

.  Обозначим lim z/i(l) = a:i. При этом последова-
к~х)о

Zh{i) = у(0) + 1 / th[y{th) — р(0)],
сосходится при к

телъность
Zk{a) = У (0) + а / — i/(0)]

оо. В силу выпуклости функции U{x) при а

i/th[U{y{th)) - U{y{0))] ^ ila[U{zk{a)) - U{xo)],

/с = 1, 2, . . .

сходится к Ха при к

и для любого а е (О, 1)
l/a\U{xa)— U{xq)] = lim i/a[U {zu{a))— U{xo)]^

< lim i/h[U(y{h))- U{IJ{0))] < - D{x„)-8.
h-*'Oo

В силу леммы 2 a:i ^ (xo) и согласно лемме 3' последнее неравен
ство не может выполняться для любого ае (0,1). Лемма доказана.

СВЯЗЬ РАССМАТРИВАЕМЫХ ИТЕРАТИВНЫХ ПРОЦЕССОВ
С НЕКОТОРЫМИ ИЗВЕСТНЫМИ МЕТОДАМИ ОПТИМИЗАЦИИ

10. Рассмотрим несколько известных итеративных процессов оптими
зации с точки зрения их связи с процессами А и Б, описанными выше.

Пусть требуется найти максимум вьшут^лой вверх непрерывной функ-
выпуклом замкнутом ограниченном множестве X д-мерного

пространства (задача U). Задача U эквивалентна нахождению точки рав
новесия в следующей вьшуклой игре Г с нулевой суммой. Стратегиями
первого — максимизирующего игрока являются точ1ш а: = (a^i, .. . ,
множества X, стратегиями второго — векторы р= [рх, .. ., р„). Мно
жеством стратегий Р второго игрока является множество таких р, для
которых

ции U{x) на

●ф(р) = min [{р,х)— и (а:)] <жеА'
ОО.

Здесь (р, а;) = 2 Pf<^h-
k=i
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функция ^(р) называется обычно сопряженной с функцией U{x)^ а
отображение функции U {х) (с областью ее определения X) в фупкцшо'

(с областью определения Р) —преобразованием Лежандра (см.,'на
пример, [14], п. 7.5).

Пусть выигрыш первого игрока равен

ф(^,Р) = (Р,^) —'Ф(р).

Легко проверить, что функция ^(р) выпукла вверх п непрерывна и
множество Р выпукло (см. [14], пп, 7.5; 7.7). Прп таком определенпп,
еслп ьгаожество X ограипчено, множество Р оказывается не ограипчеп-
ным. Оно совпадает со всем пространством. Однако седловые точки игры
лежат в конечно!! части пространства, н можно ограничить множество
стратегий второго игрока множеством {||уЦ ^ 7?}, где R — достаточно
большое число.

В этом случае описанная игра является выпутшой игрой. Кроме того,.

и (х) = min [ (р, а:) — -ф (р) ],
реР

т. е. для каждого р ^ Р гиперплоскость

Ф = (Р, з;) — ф (р)
в
Ф  является опорной для миоя<ества С/ = {(ж, ф):
стст Таким образом, первый игрок выбирает точку х^Х,.

^°перплоскость в пространстве (а:, ф), опорную к множеству
выигрыш первого

плоскости. Очеви
ется

и
игрока равен значению ф для точки х на этой гппер-

дно, оптимальным ответом р^ па стратегию ^ X явля-
нае Y^y Р^'^^^^псть, опорная к множеству U в точке (а:°, V (д;0)) g слу-
Для . Р^^^^РУ^^пстп функции и {х) для любой точки а;°, внутренней

гЕгпернлоскость единственна (касательная гипер^

Ф  (grad и {х^) ,х — а:°) — U (^°) ●

мртл процесс Б в этом случае состоит в нахождении на ?г-й птера-
макенмума линейной функции

Поэтому
дни

Ф = (grad и (а:”), х)

и движении по направлению к точке максимума

g  а:”+1 л:«(1-а„)
Метод случаем процесса Б для данной игры является

На
множестве X

(1а)

лого прогоаммтт^. [6] для решения задач квадратичного и выпук-
Градикыныг""'

без ограничений иахождеиия максимума вьшуклой функции О(^)
сматривать как ’ ^ пространство [7], также можно
Игре. Рассмотп случай применения процесса Б в описанной
сферы Xr ралт!^ нахождения максимума функции V (х) внутри

I д уса IX : X = X ооr. Очевидно, при R

grad и(х^)X

R I grad U{x'^)
Поэтому, полагая Оп

оо в равенстве (1а)
= (7г/ R) Igrad U{x'^) | и переходя к пределу

)получим
а:”+1

+ Л grad U{x^)

R

-

J
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В таком же смысле предельным случаем процесса А для рассмотрен
ной игры МОЖНО считать метод ускорения сходпмостн градиентного ме
тода, предложенный Б. Т. Поляком [5].

В работе [5] рассматрлвается задача нахождення макспмума дважды
непрерывно дифференцируемой функции V (л;) на всем пространстве (за
дача без ограппчеыпп). Доказывается, что если в точке максимума мат-
рпца вторых производных строго положптельна, то гораздо быстрее, чем
процесс градпентного спуска, сходится к лшксимуму последовательность
(ж"), построенная по формуле

д.71+1 — — X ) -|- h grad и .п—1

Рассмотрим описанную выше игру, связанную с задаче!1 нахождения
максимума функции U{х) на круге Xr радиуса Я. 'Как уже говорилось,
очевидно:

рп = grad и

пр
{Я ).Яж” — X со

Поэтому в процессе А

\Рп

(2;П+1 — х'^)
пр яап

и равенство
-f (1 — an-i)p^~^n—1

р” = Gn-1 р

может быть заменено следуюш.им приближенным равенством, точность
которого увеличивается при Я

Яо.п^п—1

оо;

(1 — an-i)an|p
71-1

{х^ — х'^ ^).grad U(x^^~^) -| пп
О.п-1 РР

Выбирая а,1 так, чтобы

Я(Xn^n—i (1 —ап)ап|р
71—1

= h, ао 1
Ct„-i|p

71ПР

получим процесс, приближающийся к методу Б. Т. Поляка при Я
11. В определенном смысле можно считать частным случаем процес

са Б метод Булавского [9]. В работе [9] предлагается метод для реше
ния задачи линейного программирования.

Задача 1а. (с, х) = min, Ах = Ъ, f ^ х ^ d.
(В [9], вместо = Ь записывается Аж = р).
Неравенства, записанные для векторов, как обычно, означают поком

понентные неравенства. Предлагается вместо задачи лине11ИОго програм
мирования решить следующую задачу квадратичного программирования.

Задача 16. (с, х) {Ях, х) = т'т
ложительно определенная матрица. Доказывается, что решения задачп
сходятся к решению задачп 1а при о | 0. Для решепия задачи 16 предла
гается брать матрицу В олецпалыюго вида и применять птератпвный про
цесс, сходящийся к решению.

Оказывается, что если ограипченпя f ^ х ^ d отсутствуют (/ =

оо.

Ах = Ь, f ̂  X ^ d, и В — ПО-
16

— оо,
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= +оо), то этот процесс является частным случаем процесса Б для
а„ = сг. А именно, возьмем функцию Лагранжа для задачи 16:

о
Ф {х, р) = (с, ^) + 2 ■

Рассмотрим игру с платежной фзшкцией ф(д:, р) п множествами стра
тегий: X — все пространство; Р — круг большого радиуса R (Л^1) и
итеративный процесс

/л1 —R
G \п

= X”, р^+1 =X

Второе равенство при R превращается в равенство

= Р" + а gradp ф(з:”,р) = р” -[- ^{Ъ — Ах^),

со

П+1р
па X

есть решение системы уравнений

оВх = рА — с.

ппл/^-г^— ^Роверить, что решение хр этой системы совпадает с операто-
введенным в [9] в § 2, Таким образом, итеративный про

цесс может быть записан в виде

рП+1 =.рп ^ = 7’(Р”),

С точностью до обозначений с процессом,

совп^а^"^^^ нетривиальных ограничений f ^х ̂  d значение х = Т{р)
нельзя решением системы оВх = рА ^ с, т. е. с а:р  и процесс уже

что совпадает предлагаемым[9].В
в

не

явля ^ ^^^^''^^^Ривать как частный случай процесса Б. Точка х — Т{р)
иипедГ/ смысле ближайшей к Хр среди точек дараллеле-

обя^а^елытг»® Данном конкретном случае для сходимости к оптимуму не
Тем жр ’ значение было оптимальным ответом на р”.

димость и зтпгп°^°^’ доказывалась теорема 2, можно доказать схо-" атого процесса .

пX

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МЕТОДОВ ДЕКОМПОЗИЦИИ
КАК МЕТОДОВ НАХОЯ?ДЕНИЯ ТОЧКИ РАВНОВЕСИЯ

В ИГРЕ НЕСКОЛЬКИХ ЛИП
j[2 Схе ’
нциц деколш^ип^^ задач оптимального планирования, использующие

чированияна 4Bvfvn^ терминологии Данцига - Вольфа) или «X-
представлять п S терминологии Корнай — Липтака), удоб-

выпуклой бескоалитгпт*^ точки равновесия (точ1ш Нэша) в
Рассмотрим Hpnv Г нешшлышх^ игроков с нулевой суммой,

игрока является вечтп игроков, в которои множеством стратегий к-то
Ф/е(-^/о^),где конечно-мерного компакта X,

но

и выигрыш есть

(^1, ● ● ● , Хп)
X

- набор стратегий всех п игроков,

прерывна, в!шу^°“ * «тожество X,. выпуклое,
зывать выпуклой

. а функция (pk{xh,^) не
вверх по Xh и выпукла вниз по х, то игру Г будем на-

игрой. Игра называется игрой с нулевой суммой, если

2  = О
к
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ДЛЯ любого X = [Xi, . . Хп), Xh ^ Xk {к = 1, 2,..., гг).
Достаточно общая схема декомпозиции может быть построена следую

щим образом. Пусть необходимо найти максимум выпуклой вверх функ
ции и(:г) па выпуклом компакте X, причем аргулгент х ^Х может быть
представлен в виде вектора

X = (Xi, . . . ,Хп),

каждая координата которого Хк в свою очередь есть точка некоторого ко
нечно-мерного выпу1\Лого компакта Хи и множество  X есть пересеченпе
прямого произведения множеств Хи {к = 1, 2, . . д)  с выпут^лым зам
кнутым множеством X®: X = Х^пИХи-

Рассмотрим следующую игру п 2. игроков. Множеством стратегий
Хк {к = 1, 2, . . ., п). Стратегиями

векторы Жп+1 = р = (р1, ● ● ● J Рп), где рк
к-то игрока является множество
(тг -Ь 1) -го игрока являются
есть вектор в пространстве такого же числа измерении, что и вектор Хк-
Множество стратегий этого игрока есть

Хп+^ = Р='{р-. llpli
где Л — достаточно большое число (см. п. 10).

Последний (?г + 2)-й игрок (присвоим ему номер 0) имеет
одну стратегию. Обозначим ее для общности обозначений xq.

^  Ж1,. . ., Xn^i). Выигрыш к-то игрока для * = 1, 2, . . .  , гг

только

Пусть X
есть

(p/i(a:/i,a;) = {хк,ри)-

Выигрыш (п -f- 1)-го игрока

(pn+i(P, = 'Ф(Р) —
где

(Р,Х)= 2 (Ph,^k).min[(p,a:)— U{x)]

Выигрыш {п -{- 2)-го игрока
фо(л:о, х) == —'Ф(р)-

Р1з свойств сопряженных функций вытекает, что функция t(p) вьшук-
ла вверх и непрерывна. Следовательно, рссмотренная игра выпуклая.
Кроме того, это есть игра с пулевой суммоп, так как

2  +

=  “’■ь стратегия е игре

T(X,U), то еКочяегс=(х^, . . . ,^т) Фупщия и{х) ^сшгаетмаиси.иу-
ма на множестве X. 2) Обратно, если U(xi, ... , Хп) —j^xU{x), то сг/

X = (хо, Xi, . Xn+i) есть точка рав-ществует Xn^i = р еР такое, что л:
новесия в игре T(X,U). ^ _ (г. г.* г * пМ

Докачятрльство. 1) Очевидно, если х — [Xo,Xi , . . Хп ,р )
^  игры Г (X, U), то а:*, Р* есть седловая точка функ-есть точка равновесия

ции Ф(р) +—Ф«+1 — —

рассматриваемой как функции двух переменных д: и р, т. е.

(o’ д;*) —Ф(р*) = maxmin[(p,a:) —ф(р)].
яех рер
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Но из теории сопряженных фушщип известно, что

min[{p,x) — '^{p)] = U{x)
реР

(см. [14], п. 7.5). Поэтому х* есть точка максимума фушщии U{x).
2) Обратно, если х' = (xi*, . .., Хп) есть точка максимума функции

JJ (х), то определим р' из равенства

(р*,х*) —-ф(р*) = шш[(р,х) —ll)(p)].
PSP

Легко проверить, что пара х* п р* — седловая точка фунт^цип (р, х) —
— 'ф(р), а набор стратегий х* =с= (хо, zi*, . . ., Хп*, р*) — точка равновесия.
Лемма доказана.

Таким образом, задача выпуклого программирования сводится к на
хождению точны равновесия в игре п-\-2 игроков.

Теперь решим обратную проблему — сведем нахождение точек равно
весия в выпуклой игре с нулевой суммой к решению задачи выпуклого
программирования. Пусть игра Г задается функциями выигрыша
cpfe {xk, х) и множествами стратегий Хи {к = 1,2, ..., п).

Рассмотрим функцию
71

t/(x) = S Щ{Х11, х). X е X,
k=i

где X есть прямое произведение множеств Хи и хь — оптимальный ответ
к-то игрока на набор стратегии х = (xi,... , Хп), т. е.

ц>к{хкух)= max Фь(1/ь,х).

Очевидно, и (х) ^ 0.
По аналогии с игрой двух игроков естественно ввести

выпуклой, строго и сильно квазивыпуклоы ииры п игроков.
Из [13, § 23] .следует, что любая квазивыпуклая игра имеет по

ней мере одну точку равновесия.
Лемма Q. Множество точек равновесия квазивыпуклой

с множеством {х: £/(х) = 0}.
Доказательство^. Если х’ = (ж*,, . .., ) есть точка равнове-

{xfi i X ) (ph \Xk, X ) ДЛЯ всех /с, где Xh есть оптимальный ответ

квази-понятие

надаетигры сов

сия, то
на X*, и

т

Щх) = 3,Фг.(а:/.*,т:*) = 0.

=  ' ■ ●, Хт) не есть точ

4>k{Xh,X) ^Cpfe(Xfc, х)

фй {Xk, Х) ;> (^Xh, х).

17{х) = 2.Фй(хь, х) >> 2 фй(хь, х) = 0.

X
ка равОбратно, если то дляновесия,

всех к

бы для одного ки хотя

Поэтому

к к
Лемма доказана.

Аналогично теореме 1 доказывается более общая теорема для
игроков.

цгр г
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Пусть Хх = (а^1, ● ● ., -з^г) — набор оптимальных ответов игроков на на
бор стратегий х =■ {xi, Хг). Рассмотрим итеративный процесс (1а),
где есть набор оптимальных ответов на а;”.

Теорема V. Если для сильно квазивыпуклой игры функция Хх одно
значна {набор оптимальных ответов для каждого х единствен), то

X* (/г—со), где х* — точка равновесия.
Утверждеппе теоремы эквивалентно утверждению

£/(а;^)->-0 (re-j-co),

X

где

?7(a:) = 2
ft,

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 1.
13. Покажем, что алгоритм разложения Данцига — Вольфа и алгоритм

■«планирования на двух уровнях» Корнай — Лпптака можно рассматри
вать как нахождеипе точек равновесия в игре п лпц  с нулевой суммой.

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования (зада
ча Xi):

2 AhXk + Ь ^ BhXk + > О,2 (^ftj ^ft) — шах,
ftft

k = i, 2,. . .,iV;

здесь прописные буквы — A, В — означают матрицы,  а строчные ~ ж, с,
Ь — векторы; неравенства между векторами понимаются как покомпо
нентные неравенства.

Введем обозначения:

Xh = {xk ■ BhXk 4" ^ft ^ О» 2^ft ^ 0}»

■f ж: 2 AkXk + Ь ^ о U{x) — 2
●'' ft ft

В дальнейшем будем предполагать, что ьшожества Xh не пусты и огра
ничены.

В этих обозначениях итеративный алгоритм нахождения точки равно
весия в описанной выше игре Г(Х, U) является алгоритмом решения за
дачи L, весьма напоминающим алгоритм разложения Данцига — Вольфа
[1]. Чтобы сделать эту аналогшо более прозрачной, будем считать, что

+ 1)-й игрок выбирает не вектор р, а вектор Xn+i  — v, размерность
которого равна числу строк в матрицах Ah, из множества

Xjf+i = У = {у: о ^ у ^ t’max},

где Ушах — вектор с достаточно большими компонентами. Функции
ыгрыша запишем в виде

вы-

cpft(xft, ж) = (cft + vAk, Xk),

2  Xh),
ft

i|)(y) = min2 (I’AhXk),

Фо(л:о,х) = —'Ф(У).

Ф^у+1(у,ж) == il)(y)

4  Экономика и математические методы, 2
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Легко проверить, что если множество X не пусто, то каждое решение
X = {xi, .. ., xn) задачи L и кан^дый вектор v оценок первой группы
ограничений 2 Ъ ^ О дает точку равиовеспя оппсанной пгры и.

наоборот, компоненты Xi, . . Хп, v любой точки равновесия в игре суть
решение задачи L п оценки первой группы огранЕгченпй. Теперь алгоритм
Данцига Вольфа [1] можно интерпретировать как алгоритм нахожде
ния точки равиовеспя в игре Г(Х, U), в котором на каждой итерации пер-

выбирают оптимальный ответ на стратегии партнеров, а
(УУ + 1)-й игрок выбпрает свою стратегию более сложным способом.

Для представления впде решепия пгры процесса Корнай — Липтака
запишем задачу линейного программпроваппя в впде (задача Lz):

U{x)^ 2 i<^h,Xh) = max, .

ЛкХк + Wft ^ О, BhXk -\-bh'^0.

2 “b = b.
k

+ bft ^ 0, AkXh -f- Uh ^ 0, Xh ^ 0}.^
при любо'?“ этенлп “и предположить, что не пусто
полнительньк переменных "У™'* введения до-

коэффициентом в обладающих большим отрицатель-
НИЙ). Положим ^ целевой функции (штраф за нарушение ограииче-

Uh{uk) =

ным

(Cfe, Xh)-max

Теперь можно
перефорлгулпровать задачу так (задача Lz'):

k 2 = ь < В,

большое цноло.

сопрян«еннуго^с’^й^(%^2^^^“’^”^ выпуклы вверх. Возьмем функ-

г1-^А(р,)=|Шт^(р,, u,.)~Uu{u,)l

max |[w/ill

цию.

Построим
являются
как

вектора U

игру (7V -J- 2’i лтт
е>граничбпят-тр ® которой стратегиями первых N пгроков

k {k = <^^ества Ph векторов pk такой же размериоста,

вде р1^ имеет
игрока

--ятотГГбГрГ компоиепты. Стратегиями ^/V'Ь ^)-го
векторов «= {щ^

(гг;2 = Ы1гг;,|Кл|.
А  -'●

XN+1 =

Чтобы сделать
еще фиктивного

Если обозна
^вру игрой

Игрока с
ним

с нулевой суммой, как и раньше, вв^Дем
номером о и единственной стратегией д^О'

^  fe, pi, . . pjv, и),
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ТО функции выигрыша можно записать так:

k

Щ {Ph, .т) = ф (Pk) — (Pft, Mft),

(p,Y^i(u,2:) = 2 iPk,Uk).

k=X2,. ..,N, .

k

Легко проверить, что точки равловесия этой пгры совпадают с реше-
оптпмальным ответом pk к-то игроканиями исходной ● задачи Lo, и

{к =11, . . iV) является градиент любой опорной плоскости к функции
^h{uh)^ т, е. к множеству {(ф, Uft): ср^ Uk(uk)}- Итеративный процесс,
предлагаемы]! Корнай и Лпптаком [2], эквивалентен процессу А для на
хождения точек равновесия в описанной игре. Для решения задачи L2'
естественно, очевидно, применить и градиентный метод,
п. 10, или его модификации. Во всех случаях одна итерация состоит в ре-
шеццц «секторных задач» пахождеппя Uk(uk) == шах (Ck,^k) при фпк-

^  ■ .'Cfteyft(tift)

описанный в

^^прованиом распредолеппп и (распределение ресурсов и заданий между
секторами)
исправления этого распределения.

использоваппп получеппых оценок ограничении иа дляII в
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