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Ю. 10. СИППКЕЛЬШТЕЙН
(ЛГОСКВА)

Задача дпскретного программирования — это такая задача математиче
ского программирования, в KOTopoii каждая переменная Xj дгожет прини
мать лишь дискретное множество значсшш Bj. Наиболее
ся случай, когда Bj — конечное множество, т. е. Bj =  .

пым случаем задачи дискретного программирования является задача цело
численного программирования, в KOTopoii па переменные накладывается
требование целочисленностн. Формально любая задача дискретного про
граммирования, в которой все множества Bj конечны, может быть сведена
к задаче целочисленного программирования, но такое сведение может при
вести к увеличению количества

Дискретность

ТПШ1Ш1ЫМ являет-
. . ,bja). Част-

переменных п другим трудностям,
в задачах математического программирования может по

явиться по разным причинам
дующие:

1. Задачи с

но основные тины дискретных задач сле-

неделимыми объектами (нельзя построить 3 ,5 доменных

2. Комбинаторные задачи (например, задачи теории расписаний* задача
коммивояжера). ’

3

печи).

. Задачи ^ выборе варианта (например, выбор варианта размешешгя
предприятий в ряде пунктов
чип ряда ограничений).

Решение
основе проектных вариантов п при иалп-на

тпулипгтах.т. дискретного программирования связано с болышшгг
пелочислрип’ общий метод решения дискретных (точнее —
Гомопи Г11 математического программирования — это метод
пня О решения задач целочисленного линейного
.. Днако в настоящее время эффективность этого метода
а решение задач на ”
после весьма большого количества итераций.

Поэтому представляет
дискретного

программпрова-
пока не ясна,

машинах иногда не приводило к результатам даже

интерес исследование отдельных классов задан
ииаттьнт.тр для которых могут быть предложены
цпальньте методы решения.

рптм,^позТо^шощЩ^^^^^^^^^®^ ” автора [2] был предложен локальный алго-
дискретпого *

спе-

ряде случаев уменьшить перебор при решении задач
Более точно: локальный

^ ^ некоторых задач дискретного программированияченпя отдельных ^ i i

в

алгоритм позво-
вычислить зпа-

пттпотг^гг компонент оптимального решения. В настоящей работе
-ттта ● задач (квазиблочиые задачи с не очень большими блоками),

алгоритм, позволягощ1П1 вычислить все компоненты опти-
ого решения. При этом пеобходпыы11 перебор оказывается сущест-

венно меньше полного перебора, однако несколько возрастают требования

рассматриваются задачи целочлслешюго линейного программиро
вания, однако все понятия и результаты этой работы непосредственно переносятся
на случаи задачи дискретного программирования с сепарабельной целевой функцией.



РЕШЕНИЕ ЗЛДЛЧ ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 263

К объе.му запоминаемой информации. Определение окрестности, пспользо-
ванноб в [2], в данной работе слегка модифицировано.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу дискретного программпроваппя
с сопарабсльно!! целевой фупкцне!!:

п

)^Ai,

j5j = {bji, . . . , ,

j=i

. . ,Xjll’ '

(1)max,

(2)

/■ = 1,2, . . . , n.

m,● 1(^j

(3)

где
2) jir /t.41) 7i, e {1,2, /●= 1,2, Pi, ? = 1, 2, . . . ,

при r ^ .9; 3) A\ — некоторое множество pi-мериых векторов; 4) Ojr
при V Ф s- 5) Pi > 2, i = 1, 2, . . . , w; 6) ^ 2, ;  = 1, 2, . . . , n\ 1) каждо^е
из переменных Xj входит хотя бы в одно из условий (2), ; = 1, 2,..., п .

множеств Ai может быть задано различными способами, на
пример: а) уравпеппем, б) неравенством, в) логическим условием, г)
ском входящих в Ai векторов и т. д. Следует заметить, что при задании
списком достаточно перечислить лишь те векторы из Ai, которые удовле
творяют условиям (3) (т. е. вместо множества Ai задать ^гП
●  ● ● , Вп'\, где [Bi, В2, , ^п] — прямое произведение множеств Bi, В2, ● ● ■

= bi73

Каждое из
спи-

Иногда вместо множества Аг удобнее задавать множество (т.
жество всех р^-мерпых векторов, не входящих в Ai) или соответственно

Пример 1.

е. мно-

12 (Пxi + 2x2 + xi- — max,
Xii

X^ -}- 2X22 = 18,

+ ̂ 3 ^ 8.

(2')
X/, — 0,5

Если X2 = 3, TO целое число,5

e {(1;7); (2; 5); (3;4,5): (3; 5,5); (8; 4); (8; 2)}.

X, e {0;1;2;3;4;8},

{3; 5; 7; 11; 13; 17},
{1; 2; 3; 5; 7,5; 8},

хг
Xi

1
(3')

I_  {2;4,5;5;5,5;7; 11}.
Множества условии Uh{xj\ Z) и множества переменных Sk{xj; Z) [раз

биение системы условий (2) на «блоки»]. Рассмотрим некоторую систе
му условий Z [вида (2)]. Будем г-е условие обозначать через <г). Мно
жество этих условий, содержащих хотя бы одно из переменных

Очевидно, что вводя условия 5, 6, 7, мы не ограничиваем класс рассматривае
мых .задач. Действительно, пусть = 1, т. е. соответствующее условие (2) имеет
В11Д S/! j. Тогда это условие можно исключить из (2), соответственно изменив
(3). Далее пусть qr = 1- Тогда Хг может принимать только одно значение, так что
Хт МОЖНО зафиксировать, а число переменных уменьшить па единицу. И. наконец,
если некоторое переменное xi не входит ни в одно из условий (2), то можно сразу
положить Xi = XI (/<(.tj) — max//(a:j)) и уменьшить число нсромоииых на единицу.
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.. . , будем обозначать через U {xj,, . .. ,Xj^). Множество всех пе
ременных, содержащихся в условиях, <^i>, <^t^, . . ., (,иУ будем обозначать
через Siti, tz, . . i,>.

Выберем некоторое переменное Xj и определим множество условий
Uo {ху, Z) и переменных *So(a:j; Z) следующим образом:

Uo'{xy Z) = V{xi), S,{xy Z) = SiU,'{xy Z)>.

Множества Uh (xy Z) n Skixy Z) при к ^ 1 определяются индуктивно..
-Пусть множества U'h-\_{xyZ) и Sh~i{xj;Z) уже определены. Тогда по
определению

U,'{xy,Z) =U(S,(xy,Z)) \U,\xj-,Z)- S,(Xj-,Z) = S<.Ui'(ху, Z)^,

(4')

u при /с ^ 2

U^'ixyZ) = V[Sn-i{xyZ) \S^-z{xyZ)-\

SnixyZ) ==SW{xyZ)>.

Оче^видно, что существует такое г, что прп А; > г имеем Uk{xy Z) = Л,
Z) ~ А* (где Л — пустое множество).

Пусть I — наименьшее из целых неотрицательных чисел к, обладающих
тем свойством, что Sh-i.i{Xj; Z) ^ Sk{xj; Z). Дадим следующее определение
-конечной последовательности множеств Uh{xy, Z) (где А: = 0,1, . . . , Z):

Uu'{xy Z)

(4")

при 0:^А;<С^,
Uk{xyZ)=^

Ui (xy Z) и U'i+i{xy Z) при к^ I.

Будем считать в дальнейшем, что U Uk{xj; Z) = <1, 2, . .  . , тпУ и соот

ветственно и Sj^ixy Z) = {х„ ОГ2, . . . , ^Г}.

^Действительно, если предположить, что это не так, то можно без труда
наити такие переменные

ХЦ = Xj

ЧТО-
Xj2, ..., Xj^{is е (1, 2, . . . , ?г}, S = 1, 2, . . и Ф и при 8ф t),3, ● г

и Is
а) и Uk{xy,Z) п и Uk{xy; Z)J  L fe=o ®

= Л
L ;i=o

при t ^ S и. соответственно
и
bS^{xi ;Z) П

L ft=o ‘ J
= ли Sk{xj ; Z)

L ft=0 ^
при S,

It
б) и = <1,2,. . .,иг> при гф Sи Uk{xy;Z)

<=1 LfeeO ‘

И соответственно
Ifи — (xj, XZi ● ■ ● J

Но в
силу сепарабельности целевой функции задача (1) — (3) в этом

случае «распадается» па г независимых задач того же типа, каждую из ко
торых можно решать отдельно.

* Мы считаем, что и {А) == Л;д  _ если Л —пустое моожество, то 5 (Л) = Л и
л, как обычно, считается подмножеством любого другого множества.
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Следую1Ц11е свойства множеств Uk{xj\ Z) п Sh{xy, Z) {к = О, i, . . . , I)
вытекают непосредственно пз пх определенпн:

1) множество всех переменных, входящих хотя бы в одно пз условий
системы Uk Z), есть Sh Z);

2) Uh{xf, Z) П Ut{xy Z) = А прп {к = 0,1, . . . ,1;  t ~ О, 1,. . ,
т. е. системы Vh{xyZ) и Ut{xy,Z) прп к ф t -ив имеют общих

условий;
3) Sh{xy Z) П Sh^i{xy, Z) Ф А {к = 0,1, , I), т. е. системы Uk{xy Z)

п Uh+i{xy, Z) обязательно имеют общие переменные;
4) Sh{xy Z) П Sr{xy, Z) = А при |/с — г| ^ 2 (А:  = О, 1, . . . , Z; г = О,

1, . . . ,1), т. е. при |/с — г| ^2 системы Uk{xy, Z) и Ur(xy, Z) не имеют
общих переменных.

Пример 2. В качестве Z возьмем следующую систему неравенств:

fi{X2,X3,Xb) ^ bi, <1>
/2(2:2, ^7,^8) < h, <2>

<3>/з{Хз, Xi, Хъ, Хб) < Ьз,

U{Xl,X7, Хз) < bi. <4>
fsiXi, Xg) ^ &5. <5>

Выпишем множества Uk [ху, Z), Uu{xy, Z), Sk{xy, Z).

Z) (.X,; Z) ^k (x,; Z)Z) к  Uk (X.: Z)к Uk (X.: Z)

<4><4> {a;i, x^, jcs}
{аГ2. X-!, Ж8>
{Хз, Хз, Xs}

3 <3,5>О <3> {Хэ, Xi, Х5, Жб>

{Щ, агб}<2> <2>1 4 <5>
<1>2 <1>

По определению получаем Z = 3.
Алгоритм. При пзложешш алгоритлга будем пользоваться следующи

ми обозначениями:
Uk = Uk{xy Z); Sk = Sk{xy, Z); — набор, состоящий пз всех пе

ременных, входящих в Shf\ Sk+i {к — 0,1, . . . , I ~ 1); — набор, со¬
стоящий из всех переменных, входящих в Sh \ Sh+[ {к = О, 1, . . . , I — 1);
{xj}^ — пабор, состоящий из всех переменных, входящих в Sr, — на¬

бор, состоящий 4i3 всех переменных, входящих в
k

[ и St] \Sk+i\
t=l

Переходим непосредственно к изложению алгоритма.
1) Произвольно выбираем некоторое переменное Xj и строим множества

Uk — Uk{xy Z) л Sk = Sk{xy, Z) {к = 0, 1, . . . , 1).
2) Еслп Z = О, то решаем задачу с помощью полного перебора всех на

боров (д:1, удовлетворяющих условиям (3) (тривиальный случай,
задача не пмсет блочной структуры).

3) Пусть Z > 0.
Тогда для каждого набора переменных {л:р}о = {ctp}o, удовлетворяюще

го условиям (3), решаем следующую задачу максимизации:

S  fp{^p) (6)max,
XpetSoNS,]

{д;р}о = {ор}о, (7)
* Соответствующие фиксированные наборы будем обозначать, например, через

{а^А, {Oj}',
7  Экономика и математические методы, М 2
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{^3 (для всех <0 е Uo) (8)Xi

Хр е Вр (для всех Хр е б'о).

ti’ ■ ● ● J

(9)

Для некоторых наборов {ар}о задача (6) —(9) может оказаться нераз
решимой. Такие наборы назовем неотмеченными. Для других наборов
{ор}о задача (6) — (9) имеет решение Такие наборы
назовем отмеченными. Множество отмеченных наборов {ар}о обозначим
через R(j. (Очевидно, если лшожество Во пусто, то исходная задача (1) — (3)
не имеет решения.)

Введем следующее обозначение:

фо[{сгр)о]— 2' /< (Р« + 2 /р(^р)- (10)

Для каждого отмеченного набора {ар}о запомним следующий набор ве-

ij,s[SonSj]

личин:

{{P*[{ap}o])s®; {ар}о; фо[{ар}о]}, где {pt[{ap}o]}z“ = {РД {apjo]}*’.

4) Пусть О < ^ ^ Предположим, что все наборы {д^р)й_1 = (ар) л-t
разбиты на множество неотмеченных п множество отмеченных Rk-u пин-
чем для каждого отмеченного набора {ap}ft-i уже определено и хранится
в памяти следующий набор величин:

{a.p}k-i] Фй-1[{ар}&-1]}.

Тогда для каждого набора {хр}к = {ар} к, удовлетворяющего условия>Е
решаем следующую задачу максимизации:

/р (^р) “Ь фл-1 [{^p}a-i]2 (И)max,

{Хр}к — {ctp}/{,

i^p) k~l ^ Rh

■  - , (для всех <г>ег/^),

^ Bp (для всех Хр е iSft).

наборов {ар}к задача (И) —(15) может оказаться не-
назовем неотмеченными. Для других наборов

боры = iUMk]}K Такие

(12)

(13)-I»

(14)

X (15)р

значим чрпро 7? 1^о»«ество отмеченных наборов {ар}й обо-
Л  /Q\ ^ ^ (Очевидно, если множество Rh пусто, то исходная задача

V / 1,0^ не имеет решения.)
ведем следующие обозначения:

= {{Р,[{р/[{а„},]},_,]} {PiTK}*]}''), (16)

/((Р( [{ap}h])-j-4>k [{ap)d = [{р, [ JJ _j_ S
x,sIS,MSfc_iUSA + i)]

2  fp(ap).+ (17)

к _
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Поясним содержательный смысл набора величин Рас¬
смотрим следующую задачу:

S л {Х[)-> max,
ft

Xp <ip{xp ^ Sfi f] iS'ft-j-i),

t

причем для всех переменных xt ^ U <S'g соблюдаются условия (2), входя-
ft g=l

щие в и Z7g, и условия (3). Одним из решении этой задачи и является набор
q=0

Запоминаем для всех отмеченных наборов следующие наборы величин;

II вычеркиваем из памяти наборы величин

5) Пусть к = I. Предположим, что все наборы {xp)i-i = {ap}z-i раз
биты на множество неотмеченных и множество отмеченных Ri-u причем
для каждого отмеченного набора {ap};-i
чип:

помним следующие наборы вели-

{ap}i-i; (pf-i[{ap}i-i]}-

Тогда решаем следующую задачу максимизации:

{{Р<[{ар}ы]}2г-1.

(18)S  /р{л;р)Ч-фг~1[{а:р}/~1] max,

(19){xp)i-i^Ri-u

(для всех

Хр е Вр (для всех Хр е Si).

(20)

(21)

Пусть = {yp'}^ —решение задачи (18) —(21). Тогда решение
первоначальной задачи [(1) — (3)] {хр} = {ур} выражается следующим
образом:

(22)(Yp'}^).(Yp) = {{Рр{Ур')г-1])2
г-1

Пример 3. Конкретизируем систему условий, рассмотренную в при
мере 2 (это позволит нам использовать множества Uk{xi; Z) и iS'ft(:zri; Z),
определенные в примере 2). Введем целевую функцию  и определим мно
жества Ву^ получим задачу максимизации, выписанную ниже.

При этом переставим условия и переменные (не меняя их нумерации).
Это позволит выявить «квазиблочную» структуру задачи и пояснить опре
деление множеств Uk{Xj; Z) и »5/t(^i;

10з;1 Х-! S^s + 2.Т3 + 9жз + З.Т5 + IIT4 + 7Xi

а^1 + гС7-[- а^8<1»

шах,

<4>

<2>X-J -\- 2^8 -f- Ха 2,
<1>2X2-{-Зхз-н 4xs < 8,

2хз-Ь Х5+ 2x4-Ь Хо<3, <3>
<5>3-.1 + .1:6 < 1,

7*
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Xj ^ {О, 1,}, у -- 1, 2, . . . , 8.

1) Uo{Xi; Z) =<4>; и^{х,; Z) =<2>; U2{Xi; Z) =<1>;

г7з(а:1; Z) =<3,5>; Sq{xi-,Z) = {a:), 3:7, ;

Si{Xi,Z) = {x^,Xz,X2]\ 52(3:1; Z) = {x2,Xz,Xb)\

Sz{Xi\Z) — {Xz, Хъ, X,„ Xq) .

2) г = 3 ^ 0.
3) lOxi 0 0max,

(a:,, xs) = {c^^, «в}

+ 3^7 -{- 2^8 ^ i 1

rCje{0, 1}, / = 1,7,8. ф^J(c^7, as)

«7

as

Pi («7, CCg)

1

0 1 0

0 01

10 8 1

4) % (я:?, a:8)-^max,
^2 — ^2

Xj 2,Xz X2 ^ 2,

(x,, Xg) — отмеченные,

^je{0, 1}, /=7,8, 2.

0 1«2
0P8 («2)

P? (°^г)

Pi (с^г)

<Pi («2)

0

0 0

1 1

10 12

5) Ф1 (3:2)

2xa + Зхз + 4xg<8,

(Xg, Xg) = (Яз, ag),
X2 — отмеченные,

XjSlO, 1}, j = 2, 3, 5

max 0 0 1 1«3
00 1 1«5

01 1р2(Лз, «5)
Ps
P? (^3) Л5)
Pi («3,^5)

Ф2 (<^3 j '^5)
max,

2X3 + Xg + 2X4 -|- Xg 3,

e

1

0 00 0
0 0 00
1 1 11

12 15 21 22

Ф2 (Хз, Xg) -}- 11X4 -f- 7x

^4+ Жб<1

{^3, ^5)

Xj^{0, 1}, / = 3,5,4, 6.

{Yi, Y7, Ys, Y2, Y3, Y5, Y4, Ye} = (1, 0, 0, 1,1, 0, 0,1}

"" Объ + 9*1 + 7-1 = 28.
“ памя

— отмеченные.

Решение:

ти. Оценим эффективность алгоритма. Объем
бооов я ^УД®м оценивать общим количеством перебираемых па-

ScjYj =J

меннп памяти (?{Xj-; Z) — максимальным количеством одновре-
ных чтгя наборов. Напомним, что qt — это количество различ-

чении, которые может принимать переменная xi{t = 12, , п).
Пусть по-прежнему 5а = 5ft (X/; Z). » » 1
1огда получаем

г

2(й=0 '
(23)Qi Ь



РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИД^ 269

ПрП I = 1,
x.eSo

(24)Q{xi\ Z)<
П  Яг+ П. г> 1.Qt приmax

Xje[S^ns^+i]

Для сравнения отметим, что при решении методом полного перебора
требования к памяти невелики, а количество перебираемых наборов Р
равно:

(25)Qt.
i=l

Обозначим через я(*?д) количество переменных, входящих
ство Sh = Sh {xy, Z). Допустим, что

в множе-

(26)max n{S}i) — С
O^h^l

И что
(27)qt^ q,t = l,2,

Из (26) вытекает: (28)г К м — С ч-1.

Отсюда получаем, что если выполнепы условия (26)  п (27), то для
^(^j; Z) ж Р имеют место следующие оценки:

P{xf,Z) ^ (;г-СЧ-1)д^

Р = q^.

(230
(250-

условий (26) и (27)) имеетДля Q{Xj] Z) (при условии выполнения
место следующая оценка:

Допустим теперь, что
Q{Xj] Z) ^qc-i + (240 q-

(260max ji{Skf\Sk+i) =

Тогда для Q{Xj; Z) имеет место следующая оценка:

Q{xy, Z) < min {2q^; {q^ + g^"®)}-

Следует заметить, что формула (23) может быть использована для
бора в некотором смысле наплучшего Xj =

О возможных приложепиях алгоритма. Мы ограничимся указанием
двух классов задач, для которых изложенный алгоритм может дать значи
тельное снижение перебора,

а) Задача о наилучше м выборе специализации пред
приятий для выпуска ряда продуктов.

Для каждого из п строящихся предприятий возможны несколько ва
риантов специализации. Каждый из вариантов (для данного предприя
тия) характеризуется определенным уровнем расходов и выпуском опре
деленных количеств разных продуктов. Заданы потребности во всех про
дуктах. Требуется так выбрать варианты строительства для всех пред
приятий, чтобы потребности во всех продуктах были полностью удовлетво
рены, а сумма расходов была минимальной.

Изложенный выше алгоритм может дать 'существенное уменьшение
перебора при соблюдении следующих условий: 1) продуктов и предприя
тий сравнительно много; 2) все варианты строительства предприятий

(24"У
вы-

XiJf
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Предусматривают достаточно высокий уровень специализации (т. е. вы
пуск относительно небольшого количества продуктов); 3) каждый из про
дуктов производится сравнительно небольшим количеством предприятий,

б) Задачи сетевого типа. Имеются в виду задачи, в которых
   узлы сети интерпретируются как урав
нения (пли группы уравнений), а ду-

I  гп — как переменные (или группы пе-
i ременных), причем каждая перел1еииая

может принимать лишь конечное число
значений. Для ряда задач такого
типа вышеизложенный алгоритм может

Ос

●z> с

«5SО
тС

дать существенное уменьшение пере
бора.Г

С)
I  ' >11  1 Приведем простой пример. Рассмот

рим сеть, изображенную на рисунке.
Если интерпретировать узлы дан

ной сети как уравнения, а дуги — как
Nomj3e3Mo8 NompeoHoS входящие в эти уравнения переменные,

то нетрудно видеть (считая iV^2),
что общее количество переменных павно

п = ^{N -h 1) — 1
при А = о.

(29)

Jt (30)т 6 при

Допустим теперь, что каждая из переменных может принимать ровно
Я значений. Тогда объем полного перебора Р равен:

Р = дп —

же воспользоваться изложенным выше алгоритмом, то получаем
следующий объем перебора P{xi\ Z):

N~i

(31)
Если

N~i

P{Xi; Z) = 2 + S
im I

k=l

qiSN+9

h=Q

(32)
^16^ 1

16 1Q
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