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При решении транспортной задачи в сетевой постановке, как правило,
в допустимом базпсном плане попользуется лпшь часть пунктов сети. По
этому для определения потенциалов в остальных пунктах приходится
вводить фиктивные «нулевые» грузопотоки. Как нам кажется, этот выход
из положения не является наплучшим. В настоящей работе предлагается
иной метод, основанный на использовании алгоритма для решения задачи
о лабиринте. Эта модификация удобна не только в вычислительном отно

шении (она дает улучше
ние плана прп каждом лс-
правлепии потенциалов),
по и позволяет очень про
сто формулировать и до¬
казывать теорему о потен
циалах для транспортной
задачи в сетевой постанов
ке (особенно для невы
рожденного случая), а так
же легко переносить метод
потенциалов
обобщающие

на задачи,
обычную

транспортную задачу. Мы
вернемся к этому ниже.

исполтчпт.-,«п. заметки легло сообщение И. В. Романовского об
использовании метода решеиия задачи о лабиринте при решении
портпоп задачи, сделанное

Рис. 1. Граф перевозок (сплодгные лшпш — дуги г])а-
фа, лункти’рлыо — остальные дуги сети)

В основу данной

.  „ - - транс-
гг тгтт^., ^ коиф)ореицип в Новосибирске в 1962 г

универсюстев^ Эбз выполненная ою в Ленинградском

Ан°усср“б™
базирующийся

с нашей работой в Институте кибернетики
разработан метод решения транспортной

иа задаче о лабиринте,
циалов, а венгерский метод (см \П)

Предлагаемый метод состоит
При задании

задачи, также
но использующий не метод потеп-

в следующем,

риваем невырождТнт"Гс™аП™““™ простоты мы рассмат-
^ревозги нронслодТ ° ^которых
щееся частичным попгпяйшм ^Jk), образу^ дерево (рис. 1), являю-
из пунктов поопзтшл^тл ^ транспортпои сети. Выберем произвольно один
Обьшп^Гобп^пмТ ' положим потенциал г;.- этого пункта равным 0.
ибьипым образом мы можем определить потенциалы всех пунктов вхо

Sm (каГ|)ычиГ''Г'1® пунктов производства и п^треб-
седний пунк?Л ^ перевозка из пункта i в со-

J
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Будем теперь рассматривать эти потенциалы как «кратчайшие рас
стояния» до пунктов от какого-то несуществующего «начала» сети (эти
«расстояния» могут быть и отрицательными), а «длинами» участков сети
будем считать соответствующие стоимости проезда. Используя имеющиеся
расстояния, мы можем вычислить «расстояния» до всех остальных nyiiK-

Для этого удобнее всего использовать алгоритм Минти, который
стоит в следующем *:

Все пункты делятся на три категории: А пункты, расстояния до
которых уже вычислены; В — пункты, расстояния до которых вычисляют
ся; С — остальные пункты.

В начале работы алгоритма
в категорию А входят те пунк
ты, которые входят в граф пе
ревозок (мы будем в дальней
шем называть эти пункты заня
тыми, в отличие от остальных —
свободных), остальные пункты
входят в С. Множество В пусто.

1. Вписать в В все свобод
ные пункты, которые соседству
ют с занятыми. В качестве вре
менного расстояния Vj до сво
бодного пункта /, входящего в В,
взять минимум по всем заня
тым пунктам i, соседним с /,
величины Vi -f- dj, где Vi — потенциал пункта
ки из i в/.

2. Если множество В пусто, то СТОП.
Если В непусто, выбрать в В пункт io с м

и перевести его в А.
3. Для каждого /, соседнего с го и не входят

= Vio + ̂ tci

со¬тов.

лпнип —^  перевозок (жирные
Рпс. 2. Скеле сальные сплошные линпп
основной граф, «наросты»)

— стоимость перевоз-г, а Cij

ддцмальиым расстоянием

в А, найти

.  Vj

оняе до j равным vj,
и записать j в В, определив временное рассто ^
раньше пункт / находился в С, я минимуму было равно v. 1-iep
находился в 5 и временное расстояние до ttvhktob,
к пункту 2. ... для свободных лу ’

Пути, по которым находятся все пункты се
дополняют граф перевозок до дерева, ч jyfu получаем св
дем называть эго дерево скелетом что все эти «наросты»
«наросты» на дереве перевозо1{ (рис. 2).
пмеют направление «от» основного ^лов i

При проверке допустимости системы -перевозок, в результ
ответствует добавление одной .Д^л в „ре «наросты» ^_„„деп-
добавленпя появляется контур. В ^ дуги, образуя путь, Р
вать только рядом с началом добавля ттр^50твительно, «нар
нын так же, как эта новая дуга (Р^ ● „р^ховной граф, так как
могут соединять вершин, входящих .^ро числа. Входящие

не меняют циклпческоги

невязке со-
этогокаждой

не
он был
в кон-

связным, а «наросты»

* Удобство алгоритма Минтп в Лепные расстояштя»). Поэтому по
а вычисляются «сразу» (лересчитываются «вр^епн без специальных
циалы занятых пунктов будут при этом алгоритме р
храняющих мер.



264 Н. А. НИКИТИНА. И. В. РОМАНОВСКИЙ

тур «наросты» не могут гранпчить с концом вводимой дуги, так как в этом
случае конец этой дуги / был бы свободным пунктом  и по самому построе
нию его потенциала Vj мы должны иметь

yj = min [vi + Сг-j],

где минимум берется по всем соседним пунктам ц а следовательно, невяз
ка, в которой Vj стоит в правой части, невозможна.

Рис. 3. Контур исправлений (вводимая дуга изображена
пунктиром)

Из сказанного следует, что при проверке допустимости системы потен
циалов можно огранпчиться лишь проверкой «на занятые пункты», т. е.
проверить неравенство

Vi -f- Cij ^ Vj,

когда / пробегает все занятые пункты, а i все пункты, соседние с /.
При пересчете потенциалов некоторое сокращение

быть достигнуто использованием следующего приема: пусть (рис. 4)
лет перевозк_п вводится путь ц, начало jcoToporo г, а конец — ;; исклю
чается путь ц, начало которого i, а коыец /.

Если удалить из скелета перевозок оба эти пути
на две части.

1. Вычислим потенциал в части, содержащей j, взяв за основу преж-
пии потенциал пункта / (отметим, что все эти потенциалы не изменяются,
и если мы можем опознать пункты, лежащие в Toii же части, что и /,
вычислений можно и не производить).

2. Добавим к скелету путь ц и вычислим потенциал остальных запя-
вершин (все они увеличатся на ве.личину невязки).

о. Используя алгоритм Минти, вычислим потенциалы остальных сво
бодных вершин,

потенциалов величину ^i.
потении для того, чтобы предотвратить «сползание» системы
реализации^ метод пересчета потенциалов имеет и более экономные

вычислении может
в ске-

то он распадется

тых

позволяет дать очень простую формулировку и (что

по^ случая)^ доказательство теоремы о потенциалах (для невырождеп-
Назовем I

ному (понятно,
системой потенциалов, соответствующей допустимому базис-

что можно ограничиться лишь базисными планами) плану
перевозок, систему чисел, вычисленных так, как это описано выше.
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Скажем, что система потенциалов допустима, если для любых соседних
пунктов I и ; выполняется неравенство

Хеоремэ, о хютепцпалах» Для тово чтобы план перевозок оъъл опти
мальным, необходимо и достаточно, чтобы- соответствующая ему система
потенциалов была допустимой.

Достаточность условия доказывается так же, как обычно. Для того
чтобы доказать необходимость, мы доказываем, что если система потсн-

У  ●●

— -о.
г

” ^'^Ресчет потенциалов
Рис. 4. Коптур^ в которой потенциалы вычисляются
(выделспа обля*^ ^ первую очередь)

.TtrMoiK возможно уменьшенпе стоимости ис
циалов не является цJJфикц «наростов» дерева и пх вхождения
ревозки. Это вытекает пз ^

потенциалов не каждое исправление
и условие допустимости системы потен-

в контур исправлении.
При обычном л^е

уменьшает стоимость
циалов не является.необходим* ддд пспользоваипя

Мы не видим никаких ^ ограничениями пропускных
приема и в случае сетевой рдщ!, то метод нулевых потоков представ-
стей. Что же касается виР®^ ддпболее удачным средством их устране-
ляется нам в настоящее „евых потоков для борьбы с вырождением
иия. Использоваппе метода ваиию задачи о лабиринте для доопре-

оппсанпого
способно-

нисколько не препятствует
деления системы потенциалов. решении следующей задачи

Тот же метод может быть ргколько видов сырья. Из них изготовляется
о размещении [2]. Имеется дд^цу roTOBoii продукции идет по едини
готовая продукция, причем на производства сырья каждого вида
це сырья каждого вида. Задань сырья. Заданы пункты потребления
с количеством производимого потребляемой продукции. Заданы воз-
готовой продукции с яолияеств Даны стоимости перевозки единицы
можиые пункты переработки с Р 'ддодства в пункты потребления, стои-
сырья каждого вида из дукдии в каждом пункте, затрат па пере
мости переработки единицы пз каждого пункта переработки
возку единицы готовой продУ определить пункты переработки так,

потребления. деревозку всех видов сырья, переработ-
чтобы общая величина затрат мпипмальпой.

ГОТОВО!! формализацию этой задачи.

в пункты

ку его и перевозку
Мы будем использовать
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Дан связный неориентированный граф, имеющий п вершин и т ребер.
Имеется р видов сырья, из которого производится однородная готовая
продукция, причем на единицу продукции идет по единице сырья каж
дого вида.

Заданы следующие величины: Ai^ — количество сырья ^-го вида, про
изводимое в i-u вершине графа {i = 1,2, . . . ,п; I  = 1, . . . ,р); В{ — по
требность ^-й вершины в готовой продукции (i = 1, 2, . . . , п), а — стои
мость производства единицы продукции (i = 1,2, . .. ,п)\ — стоимость
перевозки единицы сырья Z-ro вида по ребру щ Ьи — стоимость перевозки
единицы готовой продукции по ребру и/.

Требуется определить пункты переработки сырья и количество произ
водимой в них продукции таким образом, чтобы общая величина затрат

перевозку сырья, переработку его и развозку готовой продукции была
минимальной.

Назовем планом

на

совокупность всех искомых неизвестных, а именно:
пункты переработюн сырья с количеством производимой там продукции,
планы перевозок всех видов сырья, план перевозки готовой продукции.

Критерии оптимальности для задачи вытекает из теоремы двойствен
ности линейного программированпя, которая в нашем случае принимает
следующий вид.

Для того чтобы план был оптимальным, необходимо и достаточно, что
бы существовала система потенциалов

I
Z = 1 = 1,Щ, щ, W,

которая удовлетворяла бы следующим условиям:
1) для всех ребер графа

+ an>Vy.

"Ь ^ v]c^ 1 = 1, . . . , р,
X, у — граничные вер

шины ребра и.
-\-Ьп>ии Уп

иУп *71

2) для всех вершин графа
р

] = 1, ..,,п.W и
/=1

Расслоим граф па р -}- 1 (р видов сырья, один граф на готовую про
дукцию). Выберем какой-либо пункт как пункт переработки сырья. Назо
вем его нулевым пунктом. В р графах, где заданы пункты производства
сырья, этот пункт будет пунктом потребления, в р  + 1-м графе он будет
пунктом производства, а пункты потребления готовой продукции заданы,

остроим начальные оптимальные базисные планы на р -р 1 графах. Ьу-
дем определя^ общую систему потенциалов задачи для данного пункта
п рераооткн. Положим во всех р -f 1-м графах потенциал нулевого пункта
равным 0. Будем строить потенциалы Vi^ [1 = 1, . . ., р, i 1 п) так,
что если идет перевозка из г в / то

,,г I _s_ I^3 = ац + Vi.

У вершин, не входящих в план перевозок, определим потенциалы по ал
горитму Миыти.

Для того чтобы план был оптимальным, необходимо и достаточно вы
полнение условий теоремы. Пусть в какой-то вершине г‘о нарушается уело-
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вие 2, причем для всех ребер всех графов условие  1 выполнено. Тогда
в пункте i нужно вести переработку. В случае, когда на всех графах вер
шина io связана с нулевой, переработку в г’о будем вести за счет нулевого
пункта, определив количество перерабатываемой продукции б как мини
мальную величину, которая перевозится из го в нулевой пункт в р графах
или из нулевого пункта в го в р 1-м графе перевозки готовой продукции.
Изменим план перевозок, уменьшая потребление в нулевом пункте на о

б единиц. Граф перевозок в той сети, где до-
несвязным (если минимум достигается

остальных вводим нулевые перевоз-

п увеличивая в пункте го на
стигается минимум, становится
на двух или нескольких графах, то
ки). Потенциал вершины го в сети, где достигается минимум, определим
из условия, что пункт го стал пунктом переработки.

на

р

2  ~~ = W.

1=1

Зная потенциалы вершин го и нулевой,
входящих в план перевозок, по известному ^отен-
оставшихся вершин — по алгоритму J^era нере^зок. Таким
циалы не изменшотся, так как мы не vcToaHHM нарушение вто-
образом, введя новый пункт переработки го, м у к ^^^рущается второе
рого условия теоремы. Пусть теперь ®®P™f^ имеются k пунктов
условие, не связана с нулевой. Предположил, _ ^ ^ имеется к пунк-
лереработки. Нуншо ввести k + 1-и ^^пмионент связности. Деистви-
тов переработки, то в графах будет /с + Р ^ ттрлеиаботки, р + 1 компо-
тельно, в начальном плане пмеем один дуик Р Р^д графов нет. С вве-
нент связности, т. е. разрывов связности ® ^ алгоритма добавляется
дением каждого нового пункта по связности. Обозначим
один разрыв, а следовательно, и одна компонента
множество пунктов переработки через

/:/ = {ii, го}-

гг г — 1 Р р + 1 количество
Пусть для каждого / — i , ● ‘Л оГтптсЯТЬ
всего графа равно ki. Тогда мон<но

связностикомпонент

г’

причем
JH-1

2/£!=* + ?■
г=1

т-вайней мере один пункт
Гс одной из компонент

но
Каждая компонента связности

переработки. Вершина го связана
связности.

Пусть бг — величина, на
ваемой продукции в пункте

Составим систему уравнении

S
i6V

котор

= 0

в
перерабаты-„-ПТТТСЯ количество

введения пункта ю.ую
i в результате

= 0.2 Сг
iei
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Р+1

Число уравнений в системе 1 ki = к р i. Число неизвестных

равно А: +1.

Первые суммы связывают пункты производства каждой из ki компо-

1=1

Л+1

нент Z-ro графа, но так как система включает еще условие ^ е» = О,
г=1

ИЗ ki уравнений независимыми могут быть лишь ki — 1. Все они будут
независимыми, так как каждый пункт входпт лишь в одну компоненту
связности. Общее

то

число независимых уравпеиий не превосходит
р+1

1 + '2 {h~i) = k. Покажем, что пх будет ровно к.
/=1

Компоненты связности, которым отвечают эти к уравнений, могут от
вечать лишь графам с разрывами, так как у связного графа одна компо
нента связности, и уравнеппе, отвечающее ей, совпадает с последним
уравнением системы. Мы его исключили из рассмотрения. Пусть число
независимых уравнений меньше к. Значит, зависимыми могут быть урав
нения, отвечающие компонентам связности разных графов, а это может
быть лишь в том случае, когда компоненты связности разных графов со
держат одни и те же пункты переработки. Но в таком случае план будетпсбазиспым так как на одпн пункт переработки будет приходиться два
разрыва, а мы исходим при построении потенцпалов из базисного плана.
Нельзя однозначно определить потенциалы.

Таким образом, в данной системе уравнений число независимых урав
нений равно к, число неизвестных величин — к Одну неизвестную
можем брать произвольно, остальньщ "

Полагая 8^+1 равным минимальной
выражаются через нее.
. величине, на которую можно из

менить количество перерабатываемой продукции, не меняя скелета пере
возок, найдем все (г = 1, . . . , /с) и изменим план. Потенциал вершины
го в графе, где достигался минимум, получим из условия безубыточности
переработки

2  ̂го "Ь Си = W,
I

ост^ьные пересчитаем так же, как и в предыдущем случае.
При введении нового пункта переработки го потенциалы, полученные
условия безубы^чиости переработки, могут не удовлетворять первому

^●гшж^ ребрах Hi, . . . , Kfe нарушается первое условие.

из

II I
Zk ~ Vy О-п VxV ,Пусть

и

maxzft = zq
и h

достигается па ребре к. Введем ребро
зить по нему 6 единиц ^
можно ввезти еще в г'о,
Там, где достигается

и в граф перевозок. Будем перово-
продукции — минимальное количество, которое

не меняя скелетов перевозок па остальных графах,
минимум, соответствующий граф перевозок разор-

вется, и потенциал определится из условм

= 2 ”1W

I
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Определив все потенциалы, вновь проверяем 1-е условие теоремы- В слу
чае, если оно вновь нарушается, ищем новые zo и й  и опять увеличиваем
переработку в io-

Замеча1гае. Если на каком-то шаге мпппмальное количество, которое
можпо перевезти из нулевого пункта в го, равно количеству перерабаты
ваемого сырья в нулевом пункте, то после
изменения плана нулевой пункт перестает
быть пунктом переработки. В этом случае
считаем нулевым пун1<том io, полагаем потен
циал его во всех сетях равным пулю, а осталь
ные потенциалы пересчитываем.

В случае, если нарушается первое усло
вие теоремы па ребрах п пункт io не связан
с нулевым, дело вновь сводится к решению
системы уравнеппй.

Пусть имеется А; -f- 1 пункт переработки.
Пусть Zo = max Zj достигается на й. Вве-

U:У
дем й в скелет перевозок.

Нам нужно увелпчпть переработку
(А:-)- 1)-м пункте (в пункте io) за счет из
менения количества перерабатываемой про
дукции в других пунктах переработки. Реб
ро й соединит две компоненты связностп,
ибо нарушение условий теоремы может про
изойти лишь тогда, когда вершины принад
лежат различным компонентам. Тем самым

уменьшится на единицу, их

в

Ряс. 5

число компонент связностп

. Исходны!! граф

станет к р.

Система уравнений

j  i, . . . , ki; I — i, P

имеет ровно к независимых уравнений, /с + 1 можно увели-
Полагая е,.+, равной минимальной другпх графах,

чить переработку в мо, не меняя скелетов р потенциалы,
выразим остальные е^- через &k+i и, изменив » таблица ]

2 = О,

н С ^
о _ ●Ш с S

|§5я1
U ctvs в

«п
про-
сырья

в
Колпяестпо

зиодпмогои
оо 2 ё.CQ «й

о ^ -
5-ой

S в S С!
О С. Е С
ь О etc.t? е 4) с

и»
Количество про
изводимого сырья

снX ЭS5 3 3
SrtS»-
О О.-
6" й> г-с _ -и о с -

о ;
а.

а ez
о.

1=3о; г=2= g5s3R ^ в № о.
S О &!>●«к ̂  i=to л

г=1а4><а г=з ‘Лг=1 1=2
Л

I 11
6 57 1651 10 7 8332 15 86 631443 10 94 11 92 174 1012425 3

число шагов, следует из тех
потенциалов для обтлч-То, что алгоритм закончится за

же соображений, которые использую
ной транспортной задачи.

Приведем пример.
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Дан связный неориентированный граф, имеющий 10 вершин, 17 ребер.
На каждом ребре заданы стоимости перевозок единиц сырья каждого из
трех видов, а также стоимости перевозки единицы готовой продукции по
этому ребру (рис. 5).

3.

■г

Рис. 8. Оптимальный план

Заданные величины даются в вершину
Если за нулевой пункт выбрать

получаем на пятнадцатом шаге (рис. о ) ●
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