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Во МНОГИХ Дроизводствах возникает проблема рационального раскроя
полосы на прямоугольники (пластины) определенных размеров. Эта за
дана является частным случаем более общей задачи рационального раскроя
материалов математическая постановка которой была дана Л. В. Канто
ровичем [1]. При ее ренгении возникают трудности двоякого рода. Во-пер
вых, сведение к определенной математической схеме (например, линей
ного» программирования) может быть выполнено после описанпя вариантов
раскроя при помощи соответствующим образом подобранных многомерных
величин. Как правило, нельзя указать регулярного способа образования

Вторая трудность состоит в том, что даже при небольшой размерности
ктора, описывающего различные варианты раскроя, его составляющие

помощи комбинаторного перебора. Поэтому число раз-
возможных вариантов раскроя чрезвычайно велико п решение

^^тематической задачи связано с переработкой и хране-
^ огромных количеств информации. Возникающие вычислительные

РУДпости настолько значительны, что решение задачи в сколько-нибудь
приемлемое время оказывается

метод основывается на введении в задачу дополнн-
раскооя^ нелинейного^ ограничения, описывающего допустимые варианты
по cvtopVt »в^ результате вычислительный процесс является

модификацией одного из методов решения общей задачи про-
исхоли^?^^^^^’ описан Ф. Вольфом и Дж. Данцигом [2]. Объем
шение загг^ °Р®^^®н<уточной информации существенно сокращается, и ре-
Фтггтл У.Л7 оказывается в пределах возможностей ЭВМ малой мощности
типа «Урал-1», «Мниск-111 о с

невозможным.

» И т. п.

некотооызГ ^^ задачи. Исходным материалом для производства
которые промышленности служат прямоугольные пластины,
кает следую^^^^^^?^^^ стандартных рулонов. Процесс раскроя проте-
меру а за образом. Пластины систематизируются по меньшему раз-
пластины определяется общая длина полосы, которую образуют все
НИИ наибольш^^^^^ наименьшим размером. Рулон разрезается в иаправле-
стин нужного размера на полосы, ширина которых равна ширине нла-
рулона образу Затем полосы режутся на пластины. При этом вдоль
ИР « т, полоса материала, которая дальше использована быть
не может и идет в отход (рис. 1).
введением '^ожет быть описана в схеме линейного программирования
кроя мы однородного раскроя. Под участком однородного рас-
полос ШИРИНЫ А которой располагается pi

^  ~~ ширины Дг и т. п. Пусть имеется всего N участков
Д  ] д ого раскроя, тогда общая длина полосы шириной А,-, полученной
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таким способом, будет равна 2 ^iPih где рц — чпсло полос ширины Af на
j

участке Ij, п, следовательно, задача программирования ставится следзпо-
1Ц11М образом:

N

min 2 (1)
i=i

при
N

j=i

Здесь — ширина полосы отходов на /-м участке и «г  — необходимая
общая длина полосы с шириной Дг (в дальнейшем для краткости г-го типа),

пластины вПосле раскроя полосы на
каячдоп полосе получается дополнитель
ный отход, так как длина пластины
мон^ет не укладываться целое число раз
в длину участка однородного раскроя.
Однако общая площадь отходов второго
Tiraa значительно меньше, чем площадь
основной полосы отходов, получающеп-

при раскрое рулона по длине. На этом
основанпп отходами второго типа мож-

пренебречь. Величины {pij}, состав
ляющие матрицу ограничений задачи,
должны быть определенным набором
^  чпсел. Кроме того, очевидно, что

Pij, . . .

ся

НО

целых
допустимый набор величин Ej,
^

4/ ^2 4^ е

L

 Pmj^ который (МЫ в дальнейшем бу-
' называть вариантом раскроя, дол-дем

^еи удовлетворять следующей системе
огрвппчеппй:

4

Рис. 1. Схематическое изображенпе
полосы раскроя: Д — общая пшрина
рулона; Д< — ширина полосы
типа;

i-ro
е — ширина полосы отходов;

m

L — длина рулона
+ ej — А ej ^ О, (2)

г=1

пей по существу утверждается, что ширина отхода плюс ширинатак как в ^ о
всех участвующих в варианте раскроя полос равна общей ширине рулона.

Любопытно, что допустима эквивалентная постановка (1) в виде
N

min 2 h (3)
i=i

прп N

%
i=i

В этом варианте мы стремимся «вьшустить» необходимый набор полос
макспмальном уменьшении общей длины раскрапваемого полотна.при

Физически очевидно, что этого можно добиться только за счет раскроя ст

отходом. Действительно, = А — 2 PiAi в силу соотно-миинмальиым
г=1
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шенпя (2). Подставляя в функционал задачи (1), получаем
m

i=i3

m m

= Д 2 г,.- 2Ai 2p.-A = Д 2 -2 Д.'di.
i=i

Таким образом, функционал (1) является положительным лпнейным
преобразоваыпем функционала (3) и, следовательно, (1) и  (3) эквива
лентны.

Чпсло различных по размерам полос в вознпкающпх практических
задачах т очень певелико и обычно не превышает двух-трех десятков,
В то же время чпсло возможных вариантов раскроя огромно и исчисляет
ся десятками, а то и сотнями тысяч. Поэтому уже полученпе матрицы
задачи (1) связано с огромными трудностями, а решеиие этой задачи свя
зано с еш;е большими трудностями, возникающими из-за необходимости
разместить ц обработать в ЭВМ огромное количество информации.

Обычно применяется полуэмпирический метод, при котором с помощью
некоторых эмпирических критериев строптся небольшая часть мат

рицы вариантов раскроя, и на полученной выборке решается симплексная
задача. Несовершенство этого метода очевидно.

Ниже предлагается метод, который позволяет обойти эти трудности п
получить строгое решение задачи.

Алгоритм
собом найти

(2) и

решения. Предположим, что удалось каким-либо спо-
ограниченное число вариантов раскроя, среди которых заве

домо находятся п оптимальные. Тогда, решая задачу программирования
только по этим вариантам, можно точно выделить оптимальные, опреде
лить план и иайтп .систему оценок. Обозначим набор оценок как щ, иг, . . .
●.., и-т. Согласно извеетнои теореме двойственности относительно спосо-

тбов
вошедших в план, будет выполняться равенство 2 — 8j=:0

относительно прочих —
i=l

неравенство
т

(а)
г=1

хотим проверить правильность выбора исходных
отн^^ этого надо просмотреть все остальные и убедиться, что по
нагп^^^^^-^ неравенство (а) также выполнено. Пусть это неверно и
план^м^- ^^аособ, для которого > 0. Тогда «оптимальный»
бианну^^*^^ б.ыть улучшен введением этого способа  в первоначально ото-
HOBbifi Решением расширенпой таким образом задачи находят
Этот ^ аовую систему оценок. Затем процесс может быть повторен,
смотр б^^^^ упрощает решения, так как каждый цикл включает про-
дозволявз^^™^^'^ ^1псла перавенств, но приводит к еоображениям, которые

Лейстит? счете решить задачу,
считанную возникает вопрос, нельзя ли, зная систему оценок, рас-
рипу спогпг ^ ограниченному числу способов, найти, не просматривая мат-
соб ттА тттп 'Который улучшает план, или доказать, что любой спо-
телий улучшить план и, следовательно, оптимум найден. Крп

на этот вопрос, легко указать. Действительно, если
t2j еД при всех возможных pij и ej не положителен, то не су¬

ществует варианта -
мулировать, что следует

раскроя, улучшающего найденный план. Легко сфор
' понимать под любым возможным набором {pfj» ^j}^
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Этп велпчины должны удовлетворять уже приведенным условиям (2).
Таким образом, задача (1) может быть решена так.

1. По некоторому числу способов найти оптимальное решение и двойст
венные оценки задачи:

т

min 2
j=i

при огранпченпях
т

2 Pijlj — flv (4)
;=1

п — здесь невелико, например, п — т.
2. С найденными оценками щ, U2, . . . , Пщ построить задачу целочислеп-

ного программирования
т

■}<2 РгЩ —шах

при условии целочпсленностп переменных pi, рг, ..., р,п и ограничениях

2^гДг Н“ В — А, (5)
г=1

И лапти ее решение.
3. Если максимум в задаче (5) положителен, то присоединить набор ри

в к условиям (4) п повторить пункты 1 и 2. Если максимум равен нулю,
то оптимальное решение найдено в пункте 1.

Процесс по-прежиему циклический, но мы избавились от просмотра на
каждой итерации большого числа неравенств, получив взамен задачу цело-

программирования. Ее решение общими ■
нашем случае может быть упрощено специальным

состоит в следующем.
Введем в рассмотрение функции произвольного аргумента /г(Рг) опре

деленные следующим образом:
fiil/i) = max {piiii — 8i},

методами трудоемко
приемом, которыйII в

где Pi^i + 6г = 1/г и Рг — ЦвЛЫв, 8; ^ 0.
Тогда задача (5) эквивалентна следующей:

т

max 2/i(^i)
i=l

при огранпченпях

2 i/i = (6)

Последняя просто решается методами динамического программирова-
Фупкция fiiVi) легко строится для отрезка 0 < г/  ^ Д, как только

определены оценки, именно она линейна и непрерывна слева на отрезках
а: <; Прямолинейный отрезок функции параллелей

биссектрисе четвертого квадранта, п в точках kAi функция претерпевает
скачок hi, равный Аг + как это изображено на рис. 2.

Остановимся па смысле проделанных преобразованпй. Довольно ясно,
возможен nio6oii вариант раскроя, удовлетворяющий ограничению

ппя.

что
2РгАг + 8 = А И условию целочпсленности {pi}, так как этой системой
ограничений по существу описывается техника раскроя. Можно считать,
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что Дг, Д выражены, налример, <в миллиметрах п являются целымп чис
лами. Тогда 8 тоже должно быть целым, а равенство заведомо имеет допу
стимые решенпя в целых числах. При любом варианте раскроя желательно
получить больше полос определенных типов с минимальным отходом. Эти
два требования необходимо совместить в одном — максимизации плп мпнп-

fi- (1/)
мизацпп какого-то синтетиче
ского показателя. TaKoii пока¬
затель можно иаитп разными
способами, например, в впде
условия
{  — б}, где ):i — неко¬
торые веса. Если все веса по
ложительны, то макспмиза-

J  цня может осуществляться
как за счет роста величин
{Рг}, так II благодаря умень
шению 8, что и требуется по
смыслу задачи. Веса должны
оценивать дефицитность но-
лос различных типов в про-

Рис. 2. Схематическое пзображеапе функции межуточном плане. Естест
венно поэтому, что весами
оказываются двойственные

оценки этих планов. В результате мы получили вместо матрицы ограни
чений задачу целочисленного программирования, которая, однако в дан
ном случае играет ту же роль — роль простого хранителя информации.
Разница заключается в том, что вместо всей информации машина
должна запомнить лишь способ получения любой необходимой
информации, а при обращении к накопителю каждый раз нужно
точно сформулировать, какая именно информация в данный момент тое-
уется ^критерий оптимальности!). Это позволяет каждый раз осуществ

лять выбор либо однозначно, либо в виде равноценных альтернатив. Такая
ли можно употребить это выражение, динамическая память позволяет

запоминаемой информации. Вместо нескольких
постяФпи^!г составляющих матрицу ограничений, оказывается
экстпр^! запомнить максимум 200-300 команд программы счета
Пии ИЯ задачи. Процесс выбора осуществляется более экономно,
шая чягт^ оптимального варианта просматривается только неболь-

чаеть остальных, большинство же отбрасывается сразу.

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ЗАДАЧ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ (5)

И ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ (6)

эквт?лентную т?т?Г допускает
целочисленного пппгп.Г^ =<>помогательную задачу^программирования можно переписать в виде

максимальности
Jl/i
ZUL

UL

Ai JJ/I

U{.yi)

max (7)
при условии 2 ^ д д целочисленности переменных (pi, , рш)~

(7) ока^Дся случае будет полноценным, если значение функционала
'  Фупк единицы,

задаче динамического программирования
^  ̂ ^Рсделяются следующим образом: fi{y) = max (piU,} при

Piiii У и Рг — целом. Pi
Очевидно, что максимум последнего выражения достигается прп махе-
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симально возможном значении pi, и, следовательно, /,● {уг) можно опреде
лить как

У
ii{y)=Ui (80LaJ-

Это кусочно-ступенчатая функция, не меняющая своих значений на
●отрезках (^ + 1)Дг]. В точках, кратных Аг, она претерпевает ска¬
чок Ui.

Задача динамического программирования после указанных преобразо
ваний принимает вид:

шах прп (8)
Как известно, решение (8) по методу динамического программирования

сводится к построению двух рекуррентных последовательностей:
1) F,{z) =fi{z).

Fk+i(z)= max {fh+i(y) +Fk{z ~ у)},

z ^ [0, Д1;

(9)

2) из равенства: = шах Fm(z),
'  0<2<Д

Ут = Ут(2т)}

И Zm-i ИЗ равенства Fm-i{zm-i) == шах {^^’771-1(2)}, где yk+i{z) — точка,

в которой достигается^максимум второго выражения из (9). Последователь
ность {Ут, Ут-и ● ● ● 7 yi) И дает решение (оптимальное поведение в терми
нологии Р. Веллмана). Основой доказательства эквивалентности (7)
является лемма 1.

Лемма 1. Пусть F{z) =

(10)

(8)и

U{y) '^F'{z—у)]шах ^ где F' {и) — /гро¬

извольная, монотонно неубывающая функция аргумента. Тогда F{z)
ляется монотонно неубывающей функцией z.

По определению F{zi) = f{f) ^ F'{zi — у), где Zi —
yd [о, Zi .^Пусть 22 ^ Zi, тогда в силу монотонности F'(zz — у) ^

F'{zi — 1/)? следовательно, F{zi) ^ / (у) р'(^22  — у). С другой сто
роны, F(z2) ^ —у)] и, значит, ffy) -]-F'(z2 — y) ^

яв-

прожзвольно и

^ F{Z2).
Таким образом, F {zi) ^ F (22), если только zi ^ Z2 что и завершает до¬

казательство.
Следствие 1. Пусть F{z) = max 3 Фг(д;г) при 2 ^:i  = z, Х{ ~^ 0,

Z е [а, „
Если среди |фг(^)| найдется монотонно неубывающая функция

[а, Ъ], ToF{z) на [а, Ъ] — монотонно неубывающая. Действительно,  пусть
монотонно не убывает 4)1(2). Выберем Fi{z) =cpi(z), тогда каждая из
функций обладает требуемым свойством.

Следствие 2. Последовательность (10) может быть преобразована

на

к виду
(100Ут—Ут(А)» ^тп-1 — А Ут'“Zm = А

Пусть /(у) принадлежат основной системе функций задачи динами-
программирования и F{u) —кусочно-ступенчатая неубывающаяческого

функция аргумента. $
Лемма 2. Пусть |i и I2 таковы, что \iuz — I2 — соответственно

ближайшие точки разрыва функций f и F. Тогда:
1) значение {/(у) + P{z — у)} между точками разрытах ва не ме¬

0<W<z
няется;
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2) отрезки (
ются множеством точек локального минимума {максимума) суммы'^{z) =

i)> I2) при |i ^ W El ^ I2 соответственно явля-2,

^f{l)+F{z-l).
Доказательство. Первое утверждение очевидно. Для доказатель

ства второго заметим, что при |i <С Ег можно найти такое е, что
■^(2 — El + е) будет равно F(z — |i), в то время как /(Ei — е) < /(Ei 0).
Следовательно, значение суммы нри Ei — s меньше, чем при Ei + 0. Про
водя аналогичные рассуждения относительно точки Ег, убеждаемся, что
отрезок [Е1Е2] есть область локального максимума суммы. Доказательство
в случае Ег < Ei проводится аналогично.

Интервалы рассмотренного выше типа покрывают весь отрезок [0, Д].
Максимального значения сумма может достигнуть только па таком интер
вале, у которого левый конец является точкой разрыва / и правый — функ
ции F.

Таким образом, область оптимальных значений у может состоять из
которого количества интервалов и изолированных точек.

Пусть является множеством оптимальных поведений

н

точке Z и max (Ег^ — Ei^ = I = (Ег^ — Ei^- Легко доказать, что,

е-

в

выбрать в качестве оптимального поведения точку Ei^, то значения ф (z) =
= max {f{y) +F{z — y)} сохраняются на отрезке [2 —Z, 2].

0<у<г

Действительно, так как Е^^^ — оптимальное поведение в точке z

если
р

то

(ф (2)= max{/(|)+^’(z-|)} = /(|?) +F[z i), НО по непрерывности

откудаF{z — lf) = F{z — U+0)= F[z-(El-E?] = i^(2 —Z —Е?),
(^) +F{z-1)] = F \{z - Z) - ЕП + / (E?).

В силу монотонности ф(2) заключаем, что Ei^ является оптимальным
поведением на отрезке [z — l,z], а ф (2) на данном отрезке постояттия
Легко доказать, что ф(2 — Z — е) < ф(2) при е !> 0.

Предположим, что существует оптимальное поведение такое, что
f{u) 4- F{z — Z — е “)=ф(2). (11) I

С ЭТОМ случае любая точка отрезка [и,и + 1 + г] должна определять
оптамалшое поведение в точке z, так как в силу монотонности ппи
а  ̂ ^ ^ F(z~u')^F(z-1 - е _ Й'
плинт ® ^ существует отрезок оптимальных поведений

^  ̂ построению максимально. В силу этого
р

ф(2 —
авенство (11) выполнено быть

Протп-
значит,

Т„ —0-
образом, может быть сформулирована теорема: если f(u) пт,-

ФинкииТ системе (8^ и F{z) — ступенчатая, неубывающая
е̂ающей является ступенчатой, неубы-

7ТОПМЛ -^^^^зано, что среди множества оптимальных поведений
держится решение задачи (7). ^ ’

не может и,

со-
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