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Начпиая с работы Л. В. Канторовича [1], был предложен ряд моделей
экономики, на которых изучались различные вопросы. Часть этих работ,
в том числе II [1], была направлена на изучение такой системы оценок,
при KOTopoii каждое предприятие, стремясь получить напб^ьшую при
быль, действует наплу^тм образом в интересах оощества. Основой для
этого (с точки зрения экономики) является представление о том, что хо
зяйственная деятельность общества считается паправлепной на достпже-

может быть выраженаыие некоторой цели и степень успеха прп этом
В математ1Н1еском оформлеппп эта идея выглядпт

общество выбирает выполнимый план действий, в результате которого ие-
KOTopbiii: показатель «целевая функция» примет наибольшее из возмож-

так:количественно.

ных значении. ^ гт а тт т
Модель Л. В. Канторовича была лппейпой. В работе [^J А. Л. Лурье

рассмотрел общую схему дискретного
В своих исследованиях автор настоящей

отказался от этого ограничения и
оптимального планирования,
статьи опирался в осповиом на идеи этих двух авторов.

В данной статье лгы хотели построить достаточно естественны!! аппа
рат для описания экономики (производства) и па элементарных эконо
мических моделях установить связь между избранным планом и соответ-
ствующилш оценками. Оказалось, что необходимый математический аппа
рат выходит за рамки элементарного.

В основном тексте автор, следуя А. Л. Лурье, рассмотрел модель произ
водства, в которой потребление в течение планируемого периода задано

требуется выбрать KaKoii-лпбо план производства, ооеспечпБаюпщй это
потребление. Свое випманпе автор сосредоточил на пзучешнг системы
объективно обусловленных оценок товаров и производственных мощпо-
CTcii Основная часть математических исследовании отнесена в прпложе-

в прилошешш А вводится понятие дифференцируемого отображения
по X функции 7n(w,x) =

и

нпя.
и исследуются условия дифференцируемости
= max/(и) !/в w(x), где w(xj — множество, зависящее от параметра а:.
В приложении В совокупность замкнутых ограниченных выпуклых мно
жеств вкладывается в лпнейноо топологическое пространство. В приложе
нии В изучается производная функции т(и^, по отображсвню w.

1. Оппсанпе окополшкп

Все, что производится экономической системой, мы будем называть
товарами. Количества товаров мы будем мерить непрерывно меняющи
мися
сыпучих веществах и т. л. Дискретным характером количества других
вещей, вроде автомобилей, можно пренебречь только  в случае, если число
таких вещей велико. При этом относительная погрешность оказывается

величинами. Это безусловно верно, тюгда речь идет  о жидкостях
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малой. Итак, наше предположение оказывается по существу предполо
жением о том, что мы рассматриваем предметы массового производства.
Производимые экономикой товары будем нумеровать числами от 1 до пг.

1. Каждое конкретное предприятие или экономическую ячейку (аавод,
совхоз, экономический район и т. п.) будем описывать его эконэмическшш
возможностями. Именно, при заданных (одних и тех же) затратах труда,
энергии, сырья, полуфабрикатов и т. п. одно и то же предприятие плгеет
возможность вьшускать (различную конечную продукцию. Обозначим через

Xi вектор затрат 'ячеики с номером ъ в период времени t, xi = Xiz^ . ..
. .., , a через обозначим вектор вьшуска той же ячейки в тот же

риод, Уг = {j/uylz, ..., Vim) ● Конвчно, В реальных условиях, если речь идет
об отдельном иредириятпп, большая часть координат векторов х1
вается нулями. Но если ячейка с номером i оказывается целым экономи
ческим районом, то это уже не так.

пе-
f

t
i j Уг ОКаЗЫ-

Предположим, что совокупность векторов затрат г-го предприятия
мо>меит времени t образует замкнутое выпуклое ограниченное множество

которое мы обозначим а *.

Совокупность векторов выпуска у1 которые возможны при одних

в

i  ̂ ^ и тех
же затратах образует некоторое множество Таким образом
каждому предприятию поставлено в соответствие описывающее его отобра
жение Wi {●) с областью определения а/, которое мы будем называть про¬
изводственным отображением г-го предприятия в период t.

Относительно производственного отображения (.) предположим
что оно является выпуклым отображением, т. ’е. при всяком х{ мно
жество является замкнутым и ограниченным, и, кроме того, если

G ai, то при вс^ а, а>0, = ^ оказывается
включение {ах\ + ах1) Z) olw{ (ж-) + агг1 (ж^)*.
Предположим,
если 0.

разным?';’’®';™" отображения одной и той же ячейки могут быть
чт/. -ч-пч. ^ различные периоды времени. Мы будем,аги изменения
на работы —
быть

xiV
выполненным

кроме того, что wi (0) = <0) и что w\ (z‘ +А!) =>

однако, считать
пе^зависят от действий ячейки, скажем, от выбора пла-

затрат ж- и выпуска yj. Причинами таких изменений могут
строи оборудования, капитальное
лей 3KOHOMH4ecTm’v°' ' ^ образом, в этой схеме на долю руководите-

2. Общие пп оставлено только текущее управление,
ются в пепиоч возможности всей экономики описыва-
рое опредемется ^ производственным отображением W^(.), кото-

п 71

= 2 l/i, у\ ^ (а:*-), ж/б а/, 2 2=5 <
1=1 1 ^

●  (1)

В том числе амортпя^«„ г
положению, независимб пт i?” оборудования,^JT режима работы.

а, Р — числа, то множество а-А -[- Р-В

которая происходит, по нашему пред¬

есть
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Это значит, что вектор ресурсов которым располагает экономика
.  t

в период времени t, разделяется на отдельные частп Xi, которые доступа-

t ^ t
ют в качестве текущих затрат на i-e предприятие, т. е. Xi 6 Яг,

г=1

^ ХК Предприятия выбирают един из возможных для них вьшусков

ji i е ivi {xi) и сумма этих возможных выпусков дает возможный выпуск

Уг^ =■ .Совокупность так получаемых опре-всей экономики, т. е.

деляет множество W^{X^).

Это отображение W^{.) мы будем называть суммой отображений wl (.)
и обозначать

(.) = гг;/(.) ® (.) Ф -. ■ Ф (■) ● (2)

Геометрпческп только что введенное сложение отображений можно
представить, вводя «графики отображений». Графиком Г отображения
Г(,), определенного на множестве а, называем совокупность пар точек
{х, у) таких, что X ^ а, у ^Т{х). Легко видеть, что график выпуклого ото
бражения представляет собой выпуклое ограниченное замкнутое множест
во, а слон^епие отображений соответствует сложению их графиков в смысле
Минковского. Попятно поэтому, что график отображения Т'Г'(.) есть
выпуклое множество, а, стало быть, W^{.) —выпуклое отображение.

Нетрудно проверить, что Т'Г^(О) = {0} и W^(X^-^AX^)
если AX^ ^ о, ввиду аналогичных свойств Wi^{.).

3. Рассмотрим плановый период длины T{t = 1,2, Т). Будем счи
тать, что начальные ресурсы экономики, которые могут быть использо
ваны в качестве затрат в период, отвечающий i = 1, заданы и составляют
вектор Х^ = . . . , Хт). Возможные выпуски Y^ составят тогда
множество W^(X^). Будем считать, что заранее определенный вектор
должен быть использован на различные общественные нужды периода
^ — 2, так что в качестве затрат следующего периода может быть исполь
зован только остаток предыдущего выпуска Х^ = Y^  — Z^. Предположим
вообще, что такая доследовательность векторов Z^, Z^,. .  , задана и что
текущие затраты в период ^ -h т. е. вектор Х^+^, оказываются равными
выпуску в предыдущих! период за вычетом вектора Z^+^, т. е. = Х^+^ -|-
-j-Zi+K

Предположим, что начальные ресурсы
Z\ Z^, Z^ таковы, что производство оказывается возможным. Ясно, что
среди возможных выпусков Y^ следует рассматривать только те, которые
превосходят

Обозначим положительный ортант г?г-мерного пространства через Q.
Введем отображения которые будут описывать амножество воз¬

можных выпусков в момент t при заданных затратах  в момент, s, s <С t:
у^.((Х«) == П(?) .●●) —2') C\Q).
Ввиду следующей ниже леммы отображения оказываются вы¬

пуклыми отображениями.
Лемма 1. Если Л — выпуклое множество, Г(.) — выпуклое отображе

ние, то мнооюество Г (Л) = {у. У {х) х^ А) тоже выпукло.
Действительно, пусть а а' = 1, о.' ^ О и пусть у  б Г (Л), у' б Г (Л),

т. е. существуют а: б Л, а^'^бЛ такие, что убГ(х), у'бГ(а:‘'). Тогда
ау + а'у' б аГ {х) -h аТ (х') с= Г (аа: aV), но ах + а'х' б Л, так что

+ а'у' б Г (Л), что и требовалось.

XI и последовательность

(3)

6  Экономика и математические методы, JS'J 3
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Отсюда следует, что суперпозиция выпуклых отображений является
выпуклым отображением.

В этих обозначениях возможные затраты периода t составят множество
[уи очевидно, выпуклое.

2, Цели экономики

4. Будем рассматривать только такие критерии оптимальности (вводя
щие в оовокупность V^’ отношения «лучше— хуже»), которые обла¬
дают свойством: если ^ то вектор «лучше» вектора Это
означает, что в множестве экстремальными могут быть только
точки «северо-восточной» границы. Именно в :—
максимума на множестве линейные формы
коэффициентами. Поэтому любой из рассматриваемых критериев
мальностн может быть заменен путем подходящего выбора вектора ^ О
следующим: «Найти точку У^ б в которой достигает максимума
на лине^шая форма р^+‘У^». В частности, если критерий задан в
таком виде: «Найти точку У^бУ^^(Х^), в которой достигает максимума
на р> ^(Х1) функция -У(У^) (критерии F)», то при условии монотонности

он может быть заменен линейным критерием с р^^’^  = УУ(У^), где
есть оптимальная в смысле критерия F точка из У^>^(Х^).
Понятно теперь, что достаточно рассматривать критерии вида F, в ко

торых функция может предполагаться выпуклой (и диффеоенпи-
руемой). _ ●«г'г м

Пусть б У^-^(Х^) — оптимальный выпуск. Цепочку затрат и выпу
сков, начинающуюся и кончающуюся У^,. назовем оптимальной, и от
дельные ее члены (затраты, выпуски) будем отмечать чертой сверху:

Х\ Y\ Х\ уз, .. . , у1 g ifyi j^ ^ yi _ y2 e (X2), .
. . . , У^бТУ^(Х^).

этих точках достигают
с положительными

опти-

^(●)
ут

3. Управление при помощи оценок
5. Пусть а

рая достигает
='шахт(а:),а;ба.X t А

Будем считать функцию т(х)
причем точка х

— выпуклое множество, т{х) —выпуклая функция
на множестве а максимума в точке *

кото-
X, т. е. т{х) =;

определенной на некотором множестве Л
является его внутренней точкой. Рассмотрим множества

М = {{x,z) : X ^ Л, Z ^9т{х)} (4)и

зам2“аю1я KOTODb^v вьшуклые множества,

Z > т{х)}. (5)

раэде.тнтГгипо^СсГс'ть; (S, - (х)). Эти множества
тж вектор и и число V такие

можно
проходящей через названную точку, т. е. най-

, что

^●^ + v-z^u-x + vm{x) ^u-x4-V‘Z.
(x,z) б Л/

дачах сч^а^ь^^^л*^ вядно, что у ^ 0. Естественно  в экономических за-
мГожество^ монотонно возрастающей. В таком случае
мн^ж̂ ество а соде^ит «начало» ортанта {х-.х^ S}, откуда и ^ 0. Если
стейшш! способ пг^тр^ левой части) и-х ^ и-х при всех х^А. Про-
предполагаем х nnvTnJS^ избежать случая у = 0 состоит в том, что мы
возможным ^ реппеи точкой Л, что делает данное неравенство не-

(6)
(х, z) б
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Делим на z; > О, полагая и' — и I v. Получаем из левой части нера
венства

и'х -1- т{х) ^ и'х -\-т{х)
при всех х^А. Это показывает, что max [пд: пг(а;)1 достигается в

Х6А

точке X. Из правой части неравенства получаем
и'х т{х) ^ и'х -\-ui{x)

при х^а. Это показывает, что min и'х — и'х.

(7)

(8)

х6А
Удобнее положить q = —и', и тогда результаты этого раздела запи

шутся следующим образом.
Существует вектор $ ^ О такой, что т{х) — Q’X д(^стигает на А мак

симума в точке X, д-х достигает максимума на в точке х.
Раз X является внутренней точкой множества А, то  в случае дифферен

цируемости 7п{.) на И, получаем:
q = Vm{x).

6. Используем эту конструкцшо для построения системы оценок това
ров pSi=_l,2, Г-М.

Пусть б V^' ^ (Z^) — оптимальный выпуск.
Находпм вектор такой, что

(9)

pT+iyT ^ max
yTg и'Т (хТ)

Пусть теперь
=  (Х^),аmax

уГ gy^T^yT-l.zT’) ^
— область определения отображения И^^(.); х = У^“  . Применяя к

^OMyi случаю результаты предыдущего раздела, получаем, что выпуск
должен отыскиваться среди тех, для которых дУ^~^ или^что

то же самое, рТ+iyr — дХ"^ достигает максимума на И' . При этом дУ^~^
является максимальным значением дУ'^~^ на ^ .^Полагая д = р^
и рассуждая так и далее, построим систему_оценок  , р_, . ●., р^. Оценки
обладают следующим свойством: выпуск У* и затраты  X таковы, что

(ржу< —max
y*6w^xb,

Условие это означает, что в каждый период i = 1, 2, . . .  , Г общий для
экономики план затрат и выпусков должен выбират^я (в соответствую
щих оценках) таким, чтобы «национальный доход» был максимальным.

7. Выясним, что означает это требование для каждого отдельного пред
приятия.

у‘ g (Z^) можно записать иначе: У' =Вспоминая, что условие
п п

= S г/!, У\ б Ш\{х% Sг=1 г=1

(p^^iy'-p'Z*) - max (р‘+max ^ 21 У\ — Р^ 21 х\)

х\е4

2 max (p'+^z/! —Р'з:!).
у[е (^|)
Ф 4

max

S
i=l

n

6*

max
4  t

:=1
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Условие
max —

v|e (.-с^)
.'б«1

означает, что в период t каждое предприятие должно выбирать своп за
траты и выпуски так, чтобы в соответствующих оценках (на затраты —

на выпуск — получить максимальную прибыль. В таком случае
экономическая система в целом будет действовать оптимально.

8. Мы убедились, что о.о. оценки товара представляют собой такие
оценки, которые позволяют обнаруживать оптимальные (с общей
■зрения) планы отдельных экономических ячеек,
максимальной прибыли:

точки
пользуясь критерием

{ру — qx). (10)max
y6tc(a:);a:6a

Если мы заменим цены ржу другими, р' = Яр, q' = р,^, где Я, ц суть
скалярные множители, то это условие примет вид

max -py~-q'x ,
1/6и'(д-) LA I)1^

xGu
(И)

или, полагая с = Я / р,
/ 1
— p'y~q'x .max

l/6tc(x),-a:6a'V С

Предположим теперь, что векторы р\р\ . . ., р', ... коллинеарны. Тог
да можно подобрать такие скаляры Я\ Я^, . я' что = Я^ ● и
В таком случа

(12)

е условие максимума прибыли примет вид
гЯ'+1 t tmax

ViW(x.') .

Отношение Я^ / Я^+i = c«+i естественно
вложений в период t.

иметь теперь тот смысл,
р' можно пренебречь (для
Р ) и, с малой ошибкой
оценках р' другим;

PViЯ ‘ —pxi (13)

называть нормой эффективности

по величине и

Р  I — 1Р | . Изменениями иаправленпя
не слишком далеко

заменить

что

по времени отстоящих
критерий максимальной прибыли в

jmax
щ y^e^oHx^)
I

t

i^V]. (Щ
I

с течением вр^м^ни Денежных вложений будут меняться
■вложения на недалекое 6vnvmpp Р^'^считывая денежные
стоянноы. УДУЩ , можно считать норму эффективности по-

4. Структура доходов и расходов
9. Рассмотрим функцию

m{w, х)= шах/(у),
у6к(а;)

непрерывно Дифференцируемая
прерывно дифференцируемое выпу

(15)

клая функция, ю{.) —не
выпуклое отображение.
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Пусть w(.) —фиксированное выпуклое отображение, х—.фиксиро
ванный вектор. В приложении (см. 5, 16, стр. 36) было определено, что
следует поппмать под отображением (w®Xow){.)—для  Л ^ 0. Дог
матически воспользуемся формулой

m(w ® % о w,x Хх) = m(w\x) Хдт / dw ■ w -\-\дт / дх-х о (К). (16)

Обсуждение этого отнесем в приложение В. Здесь через дщ I dw‘iv обо
значен линейный непрерывный функционал относительно w, дпг f дх —
вектор частных производных функции m{w, х) по координатам вектора х.

При фпкспрованном д; (юФХою) (.) представляет собой отображение,
определенное при X ^ О, очевидно, выпуклое и огранщгениое. Следова
тельно, в сплу теоремы 7 приложения оно дифференцируемо в точке Я = 0
справа, т. е. существуют такие множества (зависящие, может быть, от
х) а и <2п, что

{w ® X о w) {х) Яйл (Л) W {х) Яйп.

В силу этого в условиях теоремы 5

(17)

/(у) = тах/(у) -ЬЯ[тах V/(?/)/ —1иах V/G7} у"], (18)
1/"6апy'eajivew{x)

max
l/6(W©Xoli!) (ж)

где у означает точку, в которой достигается на w{x) максимум функцпп
/(^).

Функционал дт / dw естественно считать функционалом объективно
обусловленных оценок производственных мощностей. Равенство (18) по
казывает, что эти оценки не изменяются, если вместо функции /(.) в фор-
-'^улу (15) подставить линейную функцию V/(y)y. То, что при этом не
меняются объективно обусловленные оценки продуктов также следует из
теоремы 5. В дальнейшем поэтому мы будем рассматривать лишь такие
функции:

m(w, х) = max ру.
y€u)(x)

Как и ранее, дт J дх обозначим q. В равенстве (15) положхгм w =
= X и получим

(1

X

9)

W,

дт
w + Xqx-\-o{X). (20)Щ( (1-h Я)о к?, {\-\-X)x) = m{w,x) + X

Очевидно,

dw

max РУ = {i X)m{w, х).
уе(1+Я)и:(х)

Заменяя m{w, х) через ру, ползшаем теперь из (19)

РУ = дт / dw-w -{● qx.

m{{i~\-X)ow, (1 -f Я)x) = (21)

(22)
Имеем

m{w @Xow, a; 4- = РУ =
у6ш(5)+?л5(=7Х)

5€a. Е'бХа

P{y + W) > max py -^X max py'. (23)=  max
V6w{Z),
5+5'=x+Xx
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Отсюда и из (16) следует, ито

max РУ ^dmldiV'W dmjdx'X.
vew{x)

(24)

Применяя полученное неравенство -к w = Wi, х = Xi -и. обозначая че
рез yi точку, в которой на Wi{xi) достигается максимум ру, получим

Pyi ^ дт / dw-Wi -j- dm { дх-Xi, i = i, . .., п. (25)

Пусть Уг =
i

Просуммируем неравенства (25) по i от 1 до п.
Получаем

IVi WnУ.  — 10.

РУ ^ 9т / дю ● W дт / дх-х. (26)

Нам уже известно, однако, что на самом деле это равенство. Значит,
на самом деле являются равенствами и (25), т. е.

pyi = дт/ dw-Wi-\- дт/ dx‘Xi. (27)

10^ Применим полученный результат, когда w(.) = Wt{.), X —
у — Y^ ж функция /(.) есть

max
rrev<+i.T(yt-zt+i)

Равенство (22) примет тогда вид
pt+iyi ^ рф dmlBW^-WK

Это означает, что стоимость всего созданного продукта составляется из
стоимости затрат и слагаемого дт j dW^-W^^ которое естественно считать
^окатнои оценкой производственных мощностей. Ясно, что для любого
яругого возможного выпуска Y^ будет выполняться неравенство

dW^-W^ -\-р*ХК
есть производствешое отображение i-ii ячейки.

Bbmve.f ™”У^аем p‘+>yi‘ = Эт / aW‘ -Wit + p*xi‘, т. е. стоимость
ыиуска равна стопмости затрат плюс прокатная оценка оборудования

^для каждой ячейки) .

™  провести некоторое мероприятие,
товаппГр необходимостью капитальных вложений, т. е. превращения

мощности. Предположим, что это мероприя-
вой достаточно малым, чтобы изменение величины целе-
можно Дг^ФФеренциалом. В таком случае
'  Г выгодно это мероприятие или нет, используя оценки
стветш^ю ^ цемент ^, г < Г мы можем построить новую производ-
сГтГп^П 7^7= производственные отображения, описывающие ее

В  РТ1 Ч* ' ■ ’ ^Уеть для этого потребуется вектор затрат
« . 1D idKOM случае общие возможности экономики при s = i 4-1 Т
составят (■)Фо)®(,). Дифференциал целевой функции, связанный с
этпм увеличением производственных мощностей п затратами и', равен

^" dm/dW^- to® — р'ц*. Мероприятие выгодно, если эта величина положи¬

тельна, и невыгодно, если она отрицательна.
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ПРИЛОЖЕНИЯ
А. Отображения

12. Рассмотрим множество Г(х) точек т-мерного евклидова простран
ства, завдсящее от векторного параметра ж, принадлежащего множеству
А г-мерного евклидова пространства. Будем говорить в таком случае, что
задано отображение Г(.), определенное на множестве А. Мы ограничимся
случаем таких отображении Г(.), когда существует компакт К ттг-мерного
пространства, которому принадлежат Т{х) при всех возможных х, т. е.
когда Г (ж) CZ К при х^ А. Именно для этого случая определим различные
варианты непрерывности отображений.

Определение 1. Отображение Г(.) называется полуне прерывным
сверху в точке хо^А, если всякая сходящаяся последовательность то
чек yi, У2у . > . , Уи . . ● , причем 1/г б Г (Хг) И Xi
К точке множества Г (а:©).

Определение 2. Отображение Г(.) называется полунепрерывным
снизу в точке хо G Л, если для всякой точки ро б  Г (аго) существует схо
дящаяся к ней последовательность точек уг таких, что Уг^ Г (х^) и Xi

Определение 3. Отображение, полунепрерывное в точке хо одновремен
но сверху и снизу, называется н е п р е р ы в н ы  м в этой точке.

Ясно, что если 'множества Г (х) состоят каждое только из одной точки,
т. е. если отображение является функцией, то полунепрерывность сверху
или снизу отображения совпадает с непрерывностью функции.

Оцределепиям 1 и 2 можно придать более удобную форму, если ввести
некоторое понятие предела последовательности ьшожеств.

Определение 4. Пределом последовательности множеств Г (х) [х
торное переменное] при х—>-хо назовем множество, которое будем обозна
чать
lim Г(х) = {р: р = lim pi,

Хо, сходится непременно

Xq,

век-

п Xi^Xo при i—>-оо}.Р*бГ(Хг),если
г-»-ооХ-^Хо

В таком случае определения 1, 2, 3 принимают следующий вид.
Определение 1'. Отображение Г(.) называется полунепрерывным свер

ху в точке Хо б А, если lim Г (х) d Г (хо).

Опрсделепие 2'. Отображение Г (.) называется полунепрерывным снизу
В точке Хо б Л, еслиИтГ(х)1Э Г(хо).

Х->Хо

Определение 3^ Отображение Г(.) называется непрерывным
о^обЛ, если lim Г(х) = Г(хо).

Х-^Хо

Теорема 1 Пусть /(х а) — непрерывная функция двух векторных
ременных х и а. Пусть Г {а) - непрерывное в тонкие ао отображение. Сово
купность точек Г(а), в которых функция /{х, а) достигает максимума
Via), обозначить G(а),'!, в. ,/*. ч \ч

= |х:хбГ(<2), f{x,a)^fil,a) при всяком I в Т (а)}.
Оказывается, что отображение G{a) полунепрерывно сверху в точке ао.
Эта теорема является нужным для нашпх целей вариантом известного

положения *, а потому ее доказательство опускаем.
Теорема 2. Суперпозиция полунепрерывных сверху [снизу) отображе

ний является полунепрерывным сверху [снизу) отображением.
Теорема Ъ.Есш отобра:>1сения Г (а), А[а) полунепперывны сверху [сни-

отображения! [а) А[а),%^Г[а) **.

в точке

пе¬

на

зу) в точке ао, то таковы же
Следствием теорем 1 и 2 является следующая теорема.

и

* См (31, гл. II, § 9, теорема 7. „ . „
** ЧлрЛ. и в дальнейшем знак 4*, соедпняющпн два множества Л и 5, означает

их сложение по Минковскому, т. е. А + В == {z :z— х у, х^А, у^В). Умноже
ние множества А на число Я определяется так: Я-Л  = (z = Яг, х б Л).
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Теорема 4. Если отображение Г (а) непрерывно в точке ао, функция
f{x, а) непрерывна, то функция т{а) = max/(л:, а) непрерывна в точке uq.

ж6г(а)

Введем обозначения. Если lim CiX) = lOl при X
С(Я) символом о(1).

Символ о{Х) при %
о (я) при
о(Я^), о(Я^) и т. д.

Запись Л (Я) <= 5(Я) + о(1) означает, что для всякого вектора
жябЛ(Я) найдется вектор уя. 6 В (Я) такой, что при Я
Е сли к тому же В(Я) сЛ(Я) +о{1), то будем писать Л(Я)ЖВ(Я) при

Естественно, что Л (Я) Ш=5(Я) означает, что Л (Я) с=В(Я) -{- о(Я)
и В (Я) czЛ(Я) -|-о(Я).

13. Пусть f{x)
рим функцию

о, будем обозначать

о вводится естественно: отображение Г (Я) есть
О, если 1 / Я-С(Я)' есть о(1) при Я 0. Аналогично вводятся

0.

непрерывно дифференцируемая функция х. Рассмот-

т{а) ~ max j{x).
Г(а)

Исследуем, в каких случаях пг{.) дифференцируема
ся ее производная. Будет полезным следующее определение.

Определение 5. 0_тображепие Г (а) назове.м дпфференццру
направлении а, если существуют замкнутые

ва 1ZI, Гп такие, что при Я ^ 0, Я > 0

и как

г

(28)

определяет-

емым в точ-
огранпченные множест-

Г (а + Яа) + Я ● Гл Ш=Г {а) + Я ● Гп. (29)
Сформулируем некоторые леммы.

фу^^ия%^' “ /{.) — иетгрерыеко дифференцируемая
(Я)

тах/(х)= max/(а;).
жел(Я) хбв(Я)

- «««РвРмто дифференцируемая функция, Г(1)

-  пепогорощ^^па^гТк' компакту к, Г' принад-

(30)

лежит

+  =f{x) +я- V f{x)- х' + а(^, з:'), (31)
причем!/Я. а (а:, х') ~

Доказательства ■: _
Пусть теперь для Г(.)

о равномерно по х G Г (Я), а:' б Г'
очевидны.

I  выполнено равенство (29). В силу леммы 2 имеем
(X)max

*€ Г (а+>;а)+ХГл
/(Х) = /(^)- (32)max

э:6 Г (а)+ХГд
В силу леммы 3

(X)
/(х) =max

э:6Г (а+?.а)-Х-Гл [/(ж) + ЯУ/(х)-х'].max
ж €Г (а+Ха)

*'е гл
(33)

(X)
max

(34)
«'бГп

Обозначим

Ф-л(^) = max V/(x)-х'
л'бгл

(35)
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И

фп(2:) = шах Vi{x) -х'.
Ж'бГп

(36)

Ввиду непрерывной дифференцируемости /(.) эти функции непрерыв
ны. Вычислим сначала шах и{х) + Яфп(^)].

а:бГ(а)

Обозначим Н\ совокупность точек, в которых на Г (а) достигает макси
мума фун1щпя / ~г ^^'Фп. При этом Но будем обозначать совокупность точек
Г (а), в которых достигает максимума на Г (а) функция /. В силу теоре-

в точке 0. Получим теперь
.  . Очевидно, что

мы 1 отображение Н\ полунепрерывно сверху j
оценки снизу и сверху для шах и{х) Яфп(^)]-

х6Г(а)

шах [/ (д:) -1- Яфп {х) ] = шах [/ (д:) + ?^фп {^) ] ^
»6г(а) хвЯ^

^ тах/(д:) -j-Яшахфп(х) ^ шах/(д^)-{-Яшахфп(д:)
xGh^ хвН^ жбДа)

= тах/(х)-\- Ятахфп(д^) + Я [шахфп(^) тахфп(д:)].
а:бГ(а) *^-^0

(37)

Так как lim^x czHq, то
Я->0

Фп(д^) ^ тахфп(з^) + 0(1)»
я-бН о

(38)max

откуда

max [/(д:) —Яфп(л:)К шах /(д:) + ̂ шах фп(д:) + о(Я).
ябДа) ябДа) ^^^0

(39)

Противополоншое перавеиство получается легко:
тах[/(д:)+ Яфп(Д^)] ^ шах [/(ж) + Яфп(д:)] ^
ябДа) ябЯо

^ тах/(д:) + Ятахфп(Д^) = тах/(д:) + Ятахфп(д^).
Ябш ^ хбно :^бГ(а) хбяо

шах / (ж) = max / (д^) ^ max V/ (ж) х .
яеГ(а)+?.Гп .Гб г (а) 7^

f{x) + ̂ ФЛ (д^)-

(40)
Следовательно,

(42)

Вычислим теперь шах _
яб Г(о+Ла)

Обозначим хшожество точек Г (я + Ха), в которых достигает максиму
ма на Г (а -j- Ха) функция /, через Нх, функции /  + через G\. Ото¬
бражения Fx и Gx полунепрерывны сверху в точке 0. При этом Fo = Go =■
— Но. Легко получить неравенства

(а;) ^ Яфл (д:)] = гпах [/ {х) + ̂  фл (д:)1 <max
яб г(а+Ха)

шах / (д:) + ̂  шах фд (д:) ^
●Гб Од а^б Gx

/ (д;) -1- Я шах фд (ж)
●гбОх

(42)max _
я бГ (а+Хо)

И

[/ (Д^) + ̂ Фтт (^)1 > (^) (^)1 “ / (^) “Ь
I/ V ; > тл\ «бКх

шах _f{x) -Ь Я max фд (д:).
Яб г (а+Ха) -^Х

max
«-'б г (а+Ха)

(43)-(- Я max фд (д:) =
xeF\
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Если

(44)lim max ф>. (а;) > Ит max ср^ (х),
Х-Н) Х-Ю x^G'^

ТО два полученных неравенства позволяют вычислить /Wmax
Кб г (а+Ха)+?.Гл

(с точностью до о (я)):
max / (ж) А, max cpj^ (ж) + о (X) ^

Хб г (а+Ха)
fi^Xmax

хб г (а+Ха)+ХГл

/ (х) + ̂  max {pj^ (х) + о (А,),
*6 Сх

(45)^ max
X6Г (а+Ха)

так что в случае (44)
(X)

/ (ж) — max / (ж) Я (46)<Рлшах
а:6 Г (а+Хо)+ХГл

max
ж6 limP^*6 Г (а+Ха)

х-н)

Легко указать условия, при которых неравенетво (44) справедливо,
а) Пусть отображение Fx непрерывно в точке = 0. Тогда Ит7^л =

х^о
— Fq — Hq = Go и

lim max ф (x)= max ф. (а;) = тахф. (a:).
X^O xfcP;, a:€lImFi 't'^ V /ЛЛ

(47)
X-^0

Так как lim Gx <= Go = Fq, to

lim max ф^^(а:) = max фх(а^Х max ф.л(а:).
жбРоX->0 x^Gx x6 lim

(48)
X-+0

Из (47) и (48) следует неравенство (44).
б) Если /(.) —линейная функция, то ф.л(а:) не зависит от х, и потому

неравенство (44) выполнено.
Если Г(а)—выпуклое множество, /(.)—выпуклая функция, то

/(а;) постоянно на а:б^о*. Значит, фJд(a:) постоянно при а: б Ео и нера
венство (44) справедливо.

Возвращаясь к (32),используя (41) н (46),

тах_/(ж) + Х max Vf{x)x’= max /(а:) + ;. max Vf(x)
xe г (a+Xa) 3:6 limF^ 3:6 Г (a)

X-*0
*'С-Гл

Теперь можно сформулировать теорему:
Теорема 5. Пусть /^(,) —отображение, дифференцируемое в точке а

в направлении а, причем Г(а + Яа) +?^Гх^Г(а) + PiTn. Пусть /(.) — не
прерывно дифференцируемая функция. Достаточным условием дифферен-

^^PJ^^'^^cTu функции т(.) в точке а в направлении  а служит одно из еле-
а) отоброо/сение Fx непрерывно

=  : aj 6 Г (а-{-Яд) и /(.) достигает
Г(д -f- Лд)};

получаем
X".

3:6 Яо
х"€Гп

причем Fx —
точках максимума на
Х = 0,в  точке

в  этих

Действительно, Fo в этом случае есть выпуклое множество. Так как /(.) непре-
дифференцируема, то в каждой точке поверхности у  = f{x) существует

единственная касательная гиперплоскость (тангенсы углов наклона которой к осям
координат и есть координаты градиента). Если этой поверхности принадлежит отре
зок, то касательная плоскость для всех его точек одна п та же (ввиду выпуклости
поверхности), и потому равны градиенты для точек соответствующего отрезка в
пространстве ж-ов. Так как любые две точки из Ео можно соединить отрезком, це
ликом принадлежащим Ео, и так как на Ео функция /(.) постоянна, то на рассмат
риваемой поверхности соответствующие точгш также будут соединены отрезком.
Значит, действительно градиент /(.) не меняется на Ео.
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б) /(●) — линейная функция;
в) выпуклы множество Т.{а) и функция f{,).
При этом производная равна

iQiax Viix) -х' — max Vf.(x) -х',
xbih жено
х'бГд х'бГЛ

где Hq есть подмножество Г (а), на котором f{x) достигает максимума на
Г (а), причем в <<.выпукломъ случае эта формула упрощается:

max V/(a:) -х' — ш^ах Vi{x) -х',X бГд ●Л

гое X — любая точка множества Яо.
Замечание 1. К сожалению, далеко не все отображения оказываются

дифференцируемыми. Например, отображение В{Х) (определенно© для
всех действительных X), устройство которого легко понять из рис. 1, не
дифференцируемо. Тем не менее, очевидно, дифференцируема функция
^(^●) = 1лах/(а:) в случае непрерывной дифференцируемости /(.)● Что-

х6В(Я)

бы охватить одной теоремой (о дифференцируемости максимума) возмож
но больший класс отображений и использовать уже имеющиеся идеи, вве
дем понятие гладкого отображепия.

Отображение Г(.) называется гладким в точке а в направлении а, если
существуют отображения Гл(а:) и Гп (а^) непрерывные по а: и такие, что
при малых Л > О

{z:z — х~{- а: 6 Г (а + Яа), х' 6 ЯГ л (а:)
Щ {г:г=ж + ж',а:бГ(а),г'6ХГпМ}.
(Отличие от дифференцируемости состоит в том, что каждая точка Г (а)
Г (а + Яа) «раздувается» по-своему, а не одинаково).

Нетрудно проверить, что в предшествующих рассуждениях вместо диф
ференцируемого отображения всюду можно ставить гладкое, и это не отра
зится на результатах.

Замечание 2. Для непрерывной дифференцируемости функции т (а) =
=  f[x) достаточно предполагать непрерывную дифференцируемость

э:еГ(а1

отображения Г(.), что означает непрерывность отображений Гл, Гп в за-
впсимостп от а и а или непрерывную гладкость, т. е. непрерывиую зависи-

и

ЛОо
ВЩ. А >08{Л).

Рис. 1

мость Гл(а^) и Гп(а^) от а, а. Пример хорошо известного дифференцируе
мого отображения дает лине^шое нрогралгмирование.

Пусть W{b) = {х:х'^ О, Ла: Ь}, где А — данная матрица, Ь — дан¬
ный вектор. Предположим, что множество W{Ъ) ограничено и невырожде-
яо (в смысле линейного программирования) для данного Ь. В двумерном
случае легко нарисовать отображенпя-дифференциалы (рис. 2).

Аналогичное справедлпво и для выпуклого программирования.



404 Ю. Н. ТЮРИН

Б. Линейное пространство выпуклых множеств

14. Рассмотрим совокупность N выпуклых, ограниченных замкнутых
множеств тг-мерного пространства. Определим в этой совокупности опе-
рацип сложения двух множеств п умножения множеств на положитель
ные числа:

А В = {z : Z — X у, хвЛ,
}A = {z:z = Xx, хвА}

При этом, очевидно, вновь получаются множества из N. Обозначпм че
рез О множество, состоящее из о-вектора. Легко проверить, что выпол

няются обычные CBoiicTBa *
операций:

У^В},

A-\-B::=B + A;A-\-{B-i-
+ С) = {А + В) + С;

А-\-0 = А-,
Я, (Л В) = КА -{- %В\
(X -}- \i)A i= кА ixAy

{Xii)A = Я(М); i-A=A.

Wf£f*dd) = WfdJ*Wa db

Такая совокупность не яв
ляется линейным простран
ством лишь потому, что не
определена обратная к сло
жению операция — вычита
ние и умножение допускает
ся только на неотрицатель
ные числа**. Совокупности
такого рода называют кону
сами.

W(b*d6)*Wjn‘db W(b)-^Wij-dd .

К
Сформулируем следую-Рпс. 2

Т- Ъ чТИ ® “ ро-венства а + с = Ъ +о следует, что
линейного пространства служат пары {а, Ъ} - -

ным соответствует лрп этом пара {А, О}, обрат-
ственно оппл ^ которой служит пара {О, А}. Умножение на числа есте-

если Я, ^ о п

множества А на чис17я^ ^ ^ 0-При этом результатом умножения
Пт1А-п,оЛ число Я-< о является пара {0(—Я)Л).

множества некоторые леммы. Здесь для любого

нуклую обояочк; - UL замыкание его обозначаем Л, вы-
Лемма 4. Для любых

+ В] = [А]-\-[В].
Лемма 5._Для ограниченных

с за-

MHOOicecre А и В п-мерного пространства {А +

мнозюеств п-мерного пространства А ~\-

п-мерного пространства

-i- В = А В.
_ Лемма 6. Для

[А] = [Л].
Ограниченного мнохсества А

Для немт™лыГмно^^° существенна

Л + Л есллХ^™крки^с рассматривая уравненпа1 3 центром в о радиусов 2 и 1 соответственно.
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Доказательства этих лемм одевпдны.
Лемма 1. Пусть А, В, D ^ N и А

в конусе N единственным образом.
Доказательство. Рассмотрим Х= {х :x^R

видно А X D п X — ограниченное множество. Заметим, что если
Л  У (3 Z), то Y X но определению X Значит, В czX. Поскольку
D = [Z)] ZD [А~\- X] =' [А] + [X] =А-\- [X], то [X] сз X и, значит,
X — выпуклое множество. Поскольку D = D = A-\~X = AA-X — А-\-
+ X, то X сг X и, значит X — замкнутое множество. Предположим теперь,
что В Ф X. Так как 5 с X, то найдется точка xq в X, которая строго отде
ляется от В гиперплоскостью. Найдется, иначе говоря, вектор р такой, что
рхо Д> pz при Z QB. Далее,

В = D. Это условие определяет В

А  х(Ц. D). Оче-

тах рх = max рх = шах рх + inax рх,
.л;б1) жбвхбАх€а+В

И, С другой стороны,

тахра: ^ max рх = шах -j-тахрд; ^ тахрд: + рд:о>тахр.2: -}- тахра:.
я-бА+А" ябА ябА' хбА ябв

Полученное противоречие доказывает лемму.
15. Рассмотрим топологию и упорядочение пространства вьшуклых

ограниченных множеств. Будем говорить, что последовательность {Ап, Вп}
стремится к нулю (при п-^оо), если An^Rn. Нетрудно проверить, что
линейные операции при этом оказываются непрерывными, п, таким обра
зом, лпнейное пространство выпуклых ограниченных замкнутых лшожеств
Превращается в линейное топологическое пространство.

Отиошеипе порядка в этом пространстве введем следующим образом.
' ' если ~\-R- Определение\л, <; [А\В ), если и только
корректно, II отношение < согласовано с лине1шымп операциями.

Нам будет полезна следующая очевидная теорема.
Теорема 7. Пусть f{t) — непрерывная функция со значениями в упоря

доченном линейном топологическом пространстве, t действительный па-
ралсетр. Если функция /(.) выпукла, т. е. если для любых а, а а + а'
= 1, t, t' оказывается f{at + a't') > af(t) +af{t), то fit) дифференци-
руема справа и слева.

Доказательство этой теоремы не отличается от доказательства анало
гичной теоремы о действительно значны.х вьшуклых функциях .

16. В совокупностп выпуклых отображений, действующих из г-мерного
цростарнства в ш-мерное, линейные операцип вводятся с помощью графи
ков этих отображений. Как было уже сказано, сложение отображений со
ответствует сложению их графиков. Результатом умножения на число
Я > О отображения Г(.), определенного на а, будем считать определенное

(Л-Г) {.), график которого есть Х-Г, гдена Яа. отображение, обозначая
Г — график отображения Г (.),

{ЯоГ)(а:) ^z\z = K' -y, У^Т

его
т. е.

f X \

}■х^Ха
X

* См., например, Г. Г. Харди, Дж. Е. Лпттльвуд и Г. Полна. Неравен
ства. М., Изд-во иностр. лит., 1948, стр. 114, теорема 111.
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В. Дпфференцпрованпе функционала на iV

17. Рассмотрим функцию m{w, z) = max<p(z/).
V6U)(2)

Пусть ф(.) — непрерывная выпуклая функция векторного переменного
2, ш(.)—ограниченное выпуклое отображение, заданное на выпуклом
ограниченном множестве а. Справедлива следующая лемма.

Лемма 8. Если <р(.) — выпуклая функция, w{.) — выпуклое отображе
ние, то m{w, z) — выпуклая функция пары {w, z).

Доказательство. Пусть и, v — выпуклые отображения, опреде
ленные на а ж Ъ соответственно; х, у — векторы из  а п 6, и а, ^ ^ 0 — чис-
ла, а Н- р = 1.

Рассмотрим

Ф(21-1-22).т{а оггШрог;, ах-\- Ру) = max
zi6au(li/o5)

z.eer(i:/p)
|.+бо=азс+Ру

SjCaa, pb

Положим Zi = az’, zz =; P^ 2, li — 2, I2 — PI 2. Подставим в выраже¬
ние для 7тг(а о гг © р о у, cur -}- Ру) и отбросим штрихи. Получим

max
Zl£u{|l). Z26t>(60
«б1+Р§2=ая:+Ру

l.fca, bGb

^ max [аф (%) + РФ (22)] = атга(и, a:) -h pm {v, y),
2,6 u(x)
Zn6 u(l/)

ф(а21 -h pzz) ^m(aou0poi;, cur-f Py) =

что и требовалось.
Из этого факта следует, что функции параметров  к" или ц— т(гг?ф

Ф Л о у, z) или m{w, Z р.2) —при фиксированных w, 2, v, z являются
прерывными выпуклыми функциями этих параметров. Действительно,

ш[т Ф (aiXi + «гМ ° {w Ф Xi о v) Ф а2° {w Ф г;)', 2]
^ aim{w Ф kov,z) + а2ш{ю Фk2^>v,z).

не-

По ц выпуклость доказывается аналогично. Это означает, что для
ных zz7, 2 и любых V, 2 сущоствуют пределы

Дан-

т {го, 2 |Х2) — т {w, 2)т(гаф kov, z) — m {w, z)lim
X-H-O

lim
Р--Ч-0

конечные или бесконечные, которые мы обозначи1м дт { dw-v ц дт / dz-z
соответственно.

Здесь нам придется сделать отступление от намеченной цели и полу
чить некоторые необходимые для дальнейшего результаты, которые могут
иметь и самостоятельный интерес.

18. Пусть Тп есть последовательность выпуклых замкнутых ограничен
ных множеств, сходящаяся * к выпуклому замкнутому ограниченному
множеству Г. Ооозиачим через К{х) вьшуклый конус внешних нормалей
опорных гиперплоскостей к Г в точке х поверхности Г, для Гп соответст-

к 11

* В том смысле, что к каждой точке у s Г «подходит» последовательность
Уп~*-у и всякая сходящаяся последовательность {уп}, Уп + Гп сходитсяк точке множества Г.

е ГУп п,
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венно Кп{х). Через К^{х) обозначим е-раздутне* конуса К{х). Тогда
верна следующая теорема.

Теорема 8. Если Гп —>■ Г, то для каждой точки xq поверхности Г и для
любого 8 > О найдутся номер щ = гг(е) и число б = б(е) такие, что для
п'>щи X, \х — a^ol < б, где х принадлежит поверхности Гп, имеем
Кп{х) CZK^{Xq).

Доказательство. Предположим противное, т. е. предположим су
ществование для некоторого е > 0 такой подпоследовательности Хп^

принадлежит поверхности Гп^такой, что в конусе Кпц_{хп^ найдется нор
маль, не лриналежащая K^{xq). Пусть этой нормали соответствует гипер
плоскость Лтг^. Из последовательности Лпд.выбпраем сходящуюся подпосле-

, предел которой назовем л. Будем рассматривать только
“  “ Г. Нормаль к л не прпнад-

**довательиость
эту подпоследовательность множеств Г^;
лежит открытому ядру K^{xa), значит, не принадлежит K{xq). Следова
тельно, по обе стороны от л есть точкп пз Г. С другой стороны, с точностью
до бесконечно малой поправки все точки выпуклых тел Гг лежат по одну
сторону от л, откуда мы получаем, что последовательность Гг не может
сходиться к Г, что доказывает теорему.

Следствие 1. Пусть (а;) — последовательность дифференцируе
мых выпуклых функций, заданных на замкнутом ограниченном выпуклом
множестве Ап, сходящаяся к f{x^ —дифференцируемой выпуклой функ
ции, заданпой на А Тогда во всякой внутренней точке х жг А имеем

Под словом можно понимать «сходится в каж1дои точке» в«сходится»
силу следующего утверждения.

Теорема 9. Если последовательность ограниченных выпуклых функции
fn сходится к f в каждой точке замкнутого выпуклого ограниченного
жества А, то fn сходится к / равномерно на А.

19. Вычислим 5а;-1^. . . гр
О

мно-

граничимся случаем линейной функции Ф(.). 1о1да
m (zz; 0 Я, ® V, z)

maxmax
x+y=zр.у =max Т1).

X 6а. иб Ь1/6 (U)©Xef)(2)

Обозначим maxp-? через /W, а max р-Ц через g{y). Функцпп f{x) и
£6и;(х)

§{у) заданы па а п

il6 г-(у)

Ь областях определения отображений а; и а соответ¬

ственно, Теперь
У

[/(л:)4-Я§-(1/)].: max
э:+Ху=г

хба, у6&
ш{ю®ХоО,г) = max

X+y=Z
хбс, убХЬ

Относительно отображения w{.) предаолошим, что оно является ие-
прерывно дифференцпетамыи в точке z. Дифференцируемой будет, следо
вательно, и функция /(.)● Точку Z будем считать внутренней точкой мно-

’^“HaW условие оптимальности для пары точек хва,увЬ.В каждой
точке у е 6 существует выпуклый конус возможных направлении, который
обозначим Сь (у) Для достаточно малых Я опт^альные пары {х, у) будут
таковы, что X окажется внутренней точкой а. Происходит это потому, что

* 8-раздутне конуса онределпм так: рассмотрим пересочвнив конуса X(z) с_едл^
ничной сф?рой, заток это пересечение раздуем на е по сфере. Конус, который со
ответствует этому множеству, и есть Начало конуса всегда помещаем в точзсу 0.

** В Ьнечномерном пройранстве пз всякой последовательности единичных век
торов можно выбрать сходящуюся. Здесь сходимость гиперплоскостей  понимается
как сходимость единичных нормалей к ним.
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при л^О, очевидно, x^z, а точка z — по предположению — внутренняя
для а. Дадим ларе {х, у) приращение (|, т]) такое, что д; + |6а., у г\^Ь,

И- I) + ^(1/ Н- л) = 2 или I -j-Ат1 = О, Г1 бСь(т/). При этом /(а; + |) +
+  + Л ^/(^) + НТО дает V/(x) -I-l-?vVT)^(z/)r| ^ 0. Вели¬
чина Vng'(^) - Г) должна существовать, ибо из экономических соображений
вертикальных касательных не может быть ни в одной точке у пз Ь.

Заменяем А-т) на г) и | на —л» лолучаем условие оптимальности

V/(a:)Ti + Vч^(y)л О
для всех л ^ ^ь{у) при а: + Аг/ = с, а: 6 а, у 6 Ь. Рассмотрим множество М:

М => {{х, у) : X ^ а, у в Ь, '^ng{y)r\ ^ V/(x)ti для всех Л бС'ь(г/)}. (50)
Тогда совокупность оптимальных точек для задачи

max
x+Xy=z

xGa, убЬ

(49)

[/(а;) + А^(у)] (51)

получается как результат пересечения множества М  с прямой х -\- Ху = z,
что будем обозначать М \ x+Ky=z-

Исследуем строение множества М. Пoлoн^им
^(^,У) = [Vл^(I/)Л — V/(x)t)]. (52)sup

B6Cj,<y). 1в1=1

Эта величина существует для всякого у 6 6 (и всякого а:), так как
'^г[5’{у)л является «касательным конусом» к ^(у)  в точке у и потому
^в^(у)л выпукла по Л- По х функция F{x, у) —непрерывна, по у — как

полулепрерывна сверху, т. е.
limi^(a;, y)'^F{x, уо).

У-»-Уо

Нормали Vfig(y) образуют границу конуса Кь{у). Из теоремы 8
дует, что Кь{у) есть полунепрерывное сверху отображение, заданное па Ъ
Поэтому если  /г у, то Къ{у') (= Кь (у). Наоборот, Сь{у) есть полунецре-
рывиое снизу отображение, заданное на Ь (ввиду очевидной связи ме;кду
Кь{у) и Сь{у)); поэтому СЦу') Сь{у). Из той же теоремы следует
лунепрерывыость сверху Vtig'(y) при у'~^у л фикстгровашюм р.

Из всего сказанного следует необходимое свойство F(x, у). Ввиду этот
множество М = {{х, у) : хва, у в Ь, F{x, у) ^ 0} является замкнутым

вычислим теперь dmjdw-v. Обозначим {х^, у^-) любую точку ця
М\х+ху=г. Для любой такой пары f{x^) + Ag-(y^) достояино. Выберем по-
следовательность {х^, /г -) сходящейся к некоторой паре (z и\ тт^

Тогда f{x^) +%g{y^) =/(z —Ay-l-o(A)) -Ьа/(у +

\  ~ откуда dm f dW'V = g[y\ _
^J\^) 'У

сле-

ло-

- величина не зависит от выбора (2,у) бИгаМ[
А-»-0

V/(z)y постоянна на множестве М,, ибо М
максимума па

прГащение (а, у) 6 Дадим у исзмоншое

X-fXy=2.

Далее, функция g{y)

_L ^ ^ Получим, ЧТО приращение функции есть [я(г/4-
+ Г)) - V/(a) .(y + ,,)] _ [я(г^) _ v/(a)y] = vX)Ti- +
самому определению М величина J /V у I понеположительная функцияS(y) — ^/{^) -у выпукла
ности.

сейчас увидим

. Так как
по у, то это есть достаточное условие максималь-

Итак,
дт

= max [g-(y)—V/(2) у].
V (53)дю 1/6 6
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Вспоминая определенно g'(y), можем написать

V = max [ max рх — V/(z) у\
хе и (у)

д?7Ъ

dw УбЬ
(54)

I или иначе;
дт

max [px~~Wf{z)ij].
(х, у)б V

Условие {х, у) В V означает, что вектор {х, у) принадлеяшт графику
отображения Отсюда легко получить линейность функционала
д

(55)dw

т I dw-v по V:

{Vi -}- V2) ~
дт

\jpx—\f{z)ij] = maxmax
dw

к-

 \px—Vf{z)y]~{-
(X, y)6r,(X, y)6u,+l)j

dmdm
+ max [рд:—V/(z)-y] =

(x, y)€vj
(56)V2.\

dw dw

20. Докажем формулу (16). Пусть w
случае m{wnZn)
д

00). В таком
m{w, z). В силу следствия из теоремы 8 производные

Z {пW, Znпf

т
2  сходятся к производной д}?г / dz. При этом производнойПdz w=w„, г=

дт
будем называть один из векторов, нормальных к каса-dz

тельной ги:перплоскости. Такое толкование удобно, потому что поаволяет
обобщить формулу Лагранжа на случай дифференцируемой в данной точ
ке выпуклой функции (обычно требуют непрерывную дифференцируе
мость в точке и дифференцпруемость в окрестности):

ср (i + ^) = Ф (^) + / dt{i + Oh) ● h,

при подходящем выборе 0 < 0 <; 1 и 5ф / 5^.
Получим теперь формулу (16)

П

m{w®%ov, z-\-Xz)~ m{Wy z)lim
Wo

}7i{w Ф о y, z -f- Xz) — m{w 0 X о y, z)= lim
XWo

m{w Ф к' о V, z) — m{w, z) dm dm
{w®ko y, 2-heXz) ++ lim = lim V.dzX dw\-*owo

в силу непрерывности dm / dz предел первого слагаемого есть дт / dz'Z
и формула доказана.
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