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ЭКОНОМИКА

Н МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

ДВОЙСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
Е. Г, ГОЛЬШТЕЙН

(Москва)

1. РХзвестно, какое важное значение в линейном и нелине^гаом про
граммировании имеет принцип двойственности и связанное с ним поня
тие разрешающих множителей (^множителей Лагранжа). В данной рабо
те приводится общая 'схема формирования задачи, |двойственпой по отно
шению к произвольной задаче выпуклого программирования, и устанав
ливаются условия, необходимые и достаточные для справедливости основ
ной теоремы двойственности.

В отличие от геометрического принципа построения 'двойственных
дач, предложенного в [1] (см. также [2], гл. 7), излагаемая ниже схема
имеет аналитический характер и тесно связана с функцией Лагранжа.
Используя эту схему, легко, наприме|р, получить известные выражения
для двойственных задач применительно к линейному, квадратичному и
выпуклому программированию с линейными ограничениями.

2. Рассмотрим задачу нелинейного программирования,
отыскании

за-

состоящую в

(1)V = sup f{x)
при условиях

(2)g{x) > о.
(3)х^ R.

= iSi{x), g^{x), g^{x)), x= {xu^ ^n), fix) и
)  функции, определенные на множестве R. Точку а:, уд^летво-

рягощую условиям (2) —(3), назовем планом задачи (1)'-(3). В Даль-
^Удем иногда обовначать множество планов задачи через ●

следователшость {хЩ планов называется решением задачи (1)-wj, если

lim/(x<'^)) = V,
к-»со

где V —
нри условиях (2) — (3).

пая

R{x^X) =/(3:) + (Х,^(х)),

В

гдеХ= (Л1
(4)

,Л2, Хж).
Пусть

(5)(р(ж)= infi^’(x,

задачу, состоящую в отыскании

=● sup ф (а:)v'

Введем в рассмотрение

(6)
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прп условии
(7)x^R.

Распространим на задачу (5) — (7) введенные выше понятия плана
и решения.

Лемма 1. Любое решение задачи (1) — (3) является решением задачи
(5) —(7). Если у'> —оо, то любое решение задачи (5) —(7) — решение
задачи (1) — (3). Если и' = —со, то система условий (2) — (3) противо
речива.

Доказательство. Из ’соотношений (4), (5), определяющих функ
цию ф (л;), непосредственно следует, что при x^R

если x^G,/(^)> (8)
если x^G{^)={Ф — со

{G — множество планов задачи (1) — (3)).
Равенство (8) убеждает нас в

ство планов G непусто и г; = у' >
= —оо.

Пусть — решение задачи (1) — (3). Согласно (8)
lim / = lim Ф =

наличии 'Двух альтерн

V.

атив: 1) мнонсе-
— со; 2) множество G пусто и v' =

k-^COК-*оо

Поскольку имеет место альтернатива 1, то
lim ф(а:^'‘’) = v — v',

т. е. — решение задачи (5) —(7). ^
Пусть теперь —решение задачи (5) (71, причем у >

В силу (8) точки д:^^^ б G при достатотао больших к.
Следовательно, начиная с некоторого ко последовательность {д^ со

стоит из планов задачи (1) — (3), причем

Иш / = lim ф =

оо

у'.

h-*-oo

Утатывая далее налшше альтернативы 1, имеем

.

к-*-оо

— решение задачи (1) — (З)-т. е.
Наконец, при v' =—оо имеет место

но, множество планов G пусто. Лемма доказ^а.
Согласно лемме 1 анализ задачи (1)-(3) эквивалентен исследованию

задачи (5)-(7). При этом следует подчеркнуть, что тожественность  за
дач (1)- (3) и (5)-(7) доказана без каких бы то ни было предположе
ний относительно функции/(д:), ^t(^)

Структура задачи (5)-(7), эквивалентной исходной задаче (1)-(3),
подсказывает естественную формулировку для двойственной задачи.

Задача (5) —(7) заключается в том, что к функции Ла^анжа Е{х,к)
вначале применяется операция «inf» по переменным  а затем опе¬

2, и, следователь-

б R ейти к двойственрация «sup» по переменным х
ной задаче, изменим порядок применения этих операции.

Пусть

альтернатива

. Для того чтобы пер -

ф(Я) = 8ирТ^(д;, к). (9).

7*“
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OлpeдeJEИм задачу, двойственную до отношению к задаче (1) — (3),
следующим образом; требуется найтн

= inf г|) (X,) (10)V

при
(И)

3. Прежде чем формулиро1вать теорему двойственности, (распшрим по
нятие плана задачи (1) — (3). Именно назовем последовательность
точек 6 i? . обобщенным планом задачи (1) — (3), если соблюдаются
следующие условия:

— ел. .= 1,2, ..

Ит 8ft = о,
к-*-оо

т● >
(12)

бесконечныйпричем последовательность имеет конечный или
предел;

Очевидно, план х задачи (1) — (3) соответствует обобщенному плану,
определяемому стационарной последовательностью = {х}.

Если X =' {х^} — обобщенный план задачи (1) — (3), то положим

(13)
h-*-co

Пусть G — совокупность обобщенных _планов задачи (1) — (3). Со
гласно замечанию, сделанному выше, G G.

Расширим постановку задачи (1) —(3), потребовав, чтобы верхняя
грань (1) бралась по множеству G обобщенных планов этой задачи. Зна
чение верхней грани обозначим через v". Очевидно,

(14),//

Доопределим _значение BeipxHei’i грани (1) на мнон^естве G, положив
=  оо, если G — пустое 2аножество. .. , .
Вновь введенную задачу назовем обобщенной задачей (1) (3).
Легко лрове|рить, что среди обобщенных планов задачи (1) —(3)

(если, конечно, множество их непусто) найдется такой обобщенный план
А , что

Действительно,

V

(15)/(X*) =-v".
если

lim/(ZW)= v",
h-^oo

качестве X* можно принять последовательность
^  а последовательность индексов th достаточно бы-

Гяется nZl? ^Лг^онечности. Обобщенный план, для которого выпол-
Теот№1И1 1 (15), назовем решением обобщенной задачи (1) (3).

“ ^*(^) — выпуклые вверх функции, определен
ные на выпуклом множестве R, то

(16)V = V,

П/7-7./Л ^рани в обобщенной исходной (1^ (3)
^

т. е. значение верхней

 ГТпРчвяг1итч1тг грани в двойственной задаче (9) —(П)-
Пр™ 9 докажем вспомогательную лемму.
Лемма г.Справедливо соотношение

(17)
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Доказательство леммы. Если G — пустое множество, то
= —оо, п неравенства (17) очевидно. Пусть G не пусто и X = —

решение обобщенной задачи (1) — (3).
Имеем для А. ^ 0.

suvF{x, Я) > Я) = /(г**)) + (я, g(x»^)) ^ f(xm)-  2 я.-. (18)
xGr

Переходя в неравенстве (18) к пределу при к
lim 8ft = о, получаем

//
V

1=1

со и учитывая, что

к-*-аа
,// (19)г|)(?^) = sup F{x, А) ^ V

xQr

при любых А ^ о. Следовательно,

V = inf ij) (А) ^ v".

что и требовалось доказать.
Доказательство теоремы,

опираются на известную схему, применяемую обычно для доказательства
теоремы Куна — Таккера (см., например, [2]).

1, Пусть вначале v" — конечное число. Введем множество' ^(е), е 0,
состоящее из /тг + 1-мерных векторов w= (уо,у) = {уо,уи . . Ут)
при помощи следующего условия; w G /С(б) в том и только в том случае,
если при некотором х В R имеет место система неравенств

Приводимые ниже рассуждения

yi < ^1 (^) + fi i г = Д 2, . . ., m. (20)Уо f{^) + е,

Из выпуклости в>верх функций /(^), ^г(^) ^ выпуклости
7? вытекает выпуклость множества ^(е).

В том же т + 1-мерном пространстве введем луч 1{6), б ^ 0, состоя
щий из точек W, для которых Уо ^ У< = ^ 2, , . т.

Проверим, что при фиксированном б л достаточно малом е > 0 мно
жества К (е) и Z (б) не имеют общих точек.

Действительно, предположение противного ведет к существованию то
чек 6 7? и чисел ел > 0 таких, что

множества

lim 8ft = 0.
ft ->oo

gi ^ — fift i-f- 6 ^ Bk,
tf

V

последовательности подпоследовательность =■-
которой имеет предел, приходим к такому обобщен-

Выделяя из
=’

ному плану X = что
для

б> 0.f{X) ^ V" -\-Ь,
и

Полученное неравенство противоречит определению числа v
жит доказательством нашего утверждения.

Пусть теперь е = е(б) > 0 выбрано таким, что /^:(е) ПЦб) -
множество.

Применим к лепсросопающимся выпуклым множествам К{н.) и 1{6)
теорему о разделяющей гиперплоскости. Согласно этой теореме пайдется
TaKoit ненулевой вектор

и слу-

пустое

(lif’, Ж')) = (я^,яГ’, яГ, . , . ,я!‘’)
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ЧТО

^0 Vo + ^ ̂ 0^ {^" + 6) (21)

для любой ТОЧ1СТ (уо,и) 6/^(е).
В соответствии с условиями (20) ^множество К (г) содержит точки

со сколь угодно малыьш значениями компонент; Следовательно, неравен
ство (21) может соблюдаться лишь при

W

(е)
(22)г = о, 1, . . . , /тг.

Покажем, что > 0. Пусть — некоторый обобщенный план.

Определим компоненты точки А’(е) следующим образом:

(fe) i = 1, 2, . , пг.=  е,Vi

(е)
Если допустить, что X == о, то приходим к соотношению

(23)^ о,
верному для любого натурального к.

Подставляя в (23) 1выражения для и дользуясь тем, что
Ит g{x^'^'>) ^ о,
h-*-ex>

получаем неравенство
т

e2^f<0
i=l

1шторого iC учетом (22) имеем = 0 для i = 1, 2, . . т.
Получили против'Оречие, поскольку вектор

равен нулевому. Следовательно,

из

(Хо^^\ Х^^^) по условию не

(24)Хо^^^ > 0.

Используя (24), положим Х<^'> = / Xcf^K
Кроме того, пусть yo = f{x), у ='g(x).
Из неравенства (21) получаем

П^) + (я<ч g-(^)) < + ^
при любом сс б /?.

Следовательно,
Учитывая < Ф(Я(в)) ^ v" + б.

птпя It г%тгл.тт ЧТО б — произвольное положительное число, прихо-
^о^нчательному соотношению v < у", которое вместе  с неравен-

2 Ппрттттппп^^^^ ® оправедливости равенства v — v .
2. Предположим теперь, что г;" =■ -оо. Пусть U — луч

V

Vi = о, i = 1, 2, . . т.

Рассуждения,XX... диалогичные использованным в первой части теоремы,
показывают, что при любом а> —оо мнояшства /<(е)  и U не имеют
обпщх точек, если е > о
может быть применена

достаточно мало. Поэтому к этим множествам
теорема о разделяющей гиперплоскости, котораяприводит к соотношению

V
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в силу произвольности числа а
V = —оо.

и
оо, то согласно лемме 2

= ' оо.
Если, наконец, v

Теорема полностью доказана.
4. В 'качестве очевидного следствия из теоремы 1 получаем следующее

утверждение.
Теорема 2. Пусть f{x) и gi{x) — выпуклые вверх функции, опреде

ленные на выпуклом множестве R. Задачи (1) — (3)  и (9) — (11) связа
ны соотношением двойственности

(25)V = V

том случае, если переход от исходной задачи (1) — (3)
к обобщенной исходной задаче не ведет к возрастанию верхней грани (1),
т, е.

в том и только в

(26)ггV = и .

Теорема 2 сводит проверку справедливости соотношения двопствен-
(9) — (11) к установлению равенства (26).ности для задач (1) — (3)

Приведем условия, достаточные для выполнения этого равенства.
Лемма 3. Если в дополнение к условиям теоремы 2 функции f{x) и

Si{^) непрерывны, множество R замкнуто, а множество G планов задачи
(1)_(4) непусто и ограничено, то равенство (26) имеет место.

Доказательство. Пусть X = — произвольный обобщенный
план задачи (1) —(3), т. е. последовательность точек x^^'^^R, удовлетво
ряющая условиям

и

(27)i = 1, 2, . . т,gi{xW) ^ —8А,
где

lim 8ft = 0. (28)/с=1,2, ..&h > О, ● У

Покажем, что элементы последовательности X олраничены в сово
купности.

Действительно, допущение _противного означает существование под-
лоследовательности , для которой

lim = ОО-
а->оо

(29)

Положим
^(а) _ х' x'^G.zW =

последовательности {2^} сходящуюся под-Выделпм из ограниченной
последовательность =● :

lim z(v) = a:<o>.
V-^oo

Проверим, что
x' -[- Xx^°^ 6 G при любом Л. ^ 0. (30)

В силу выпуклости R
х' -f- 6 R при о ^ ^ (31)o;“v I.
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Далее, при тех же значениях % из выпуклости вверх функций gi {х) п
условии (27) вытекают соотношения

.gi{x' -f- ^ —6v, (32)i = i, 2, . . т

(33)Иш Еу == 0.
V-*-oo

Переходя в условиях (31) и (32) к пределу прл у
ванном Л, получаем с учетом (29) и (33)

в R, gi {х' + Яа:(0)) ^0, 0
(здесь использованы замкнутость R ж непрерывность функций gi{x)),
т. е. соотношение (30) действительно имеет место. Но согласно условию
G — ограниченное множество и поэтому не может содержать луч. Сле
довательно, элементы последовательности X должны быть ограничены в
совокупности.

Выделим из ограниченной последовательности X =■ подпоследо¬
вательность, сходящуюся к х" б 7? (здесь попользована замкнутость R).

Соотношения (27) и (28) в силу непрерывности функций gi(x) при
водят к неравенствам

и ф)иксиро-оо

^ = 1, 2, . . ., 7П.gi{x") ^0,

Следовательно, х" 6 G.
По определению

/(Х) = Ит/(а:<^0-
h-*-co

В соответствии с непрерывностью функции f{^)

/(Z) = lim/(x<^)) = /(^").
k-*-CO

Итак, для любого обобщенного плана X

f(X) = fix") < V.

дитывая, далее, очевидное неравенство v" ^ v, получаем искомое
(^^) ■ Лемма доказана,

ъединта результаты теоремы 2 и леммы 3.
Аеорема 6. Если функции /(х), giix) выпуклы вверх  и непрерывны

на замкнутом выпуклом множестве R, условия (2) —(3) высекают непу-
лшодсест-во, ТО задачы (1) —(3) « (9) —(И) связаны

CUXJI ношением двойств
Заметим, -

достижимость

енности V ='V.
■^то условия теоремы 3 при г; < оо, очевидно, гарантируют

ттст nciTT.QTrrr'' грани (1) на множестве G. Другими словами, сре-
S жв?йс^Р-.Д^^™ (1)'(3) обязательно имеется некоторый план. Одна-

(9)-(И) может и не обладать этим свойством,
приведем простейший пример-fix) =

Имеем i^(x, Л) =

При этом ■ф{?^) =0 не достигается ли в одной точке Я ^ 0.

X —
gix) =:—х^,щах,

Ях2, я1)(Я) = sup ix — Ях^) = (Я > 0).
X

нпя дв^йс™™нос1Т(25Т. соблюдение соотноше-
Первое из них известно под названием условия Слейтера.
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Будем говорить, что огратгнченпя (2) — (3) удовлетворяют условию
Слейтера, если существует план задачи (1) — (3), для которого'

1=1, 2, . . т.

Система условий (2) задачи (1) —(3) может содержать линейные
уравнения, кагкдое из которых, очевидно, может быть представлено в виде
двух условий-неравенств:

> О,

пп

у, aijXj — Ъг ^ 0. ,—  > о. (34)
j=i3=1

Допустим, что условия (2) задачи (1) — (3) имеют ®ид

г = l,2,... ,OTi,gi{x) > о,
(35)

п

3=1

Уравнения системы (35) предполагаются л'инейно незавнсимымл.
Представляя каждое из уравнений системы (35) в виде (34), полу

чаем следующую формулировку двойственной задачи. Пусть

2s = т).(miг = i; 2,. .., S

г=1

ip(X) = sup F(x, к).

3=11=1
ClijXj bi ,

(36)

Требуется найта!
у = inf ii)(A,) (37)

при
i =' 1, 2, . . mi. (38)

Применительно к задаче вида (1), (35), (3) условие Слейтера состоит
такого плана что

i = 1, 2, . . ., mi;
в предположении существования

> о,
MHOHtecTBa R-д:(0) — внутренняя точка

Дословно повторяя рассуждения, при помощи которых доказываются
теоремы Куна —Танкера и Удзавы ([3], гл. Ш) об эквивалентности за
дачи выпуклого программирования и задачи об отыскании седловой точки
функции Лагранжа, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4. Если функции Цх), ёг{х) выпуклы вверх, множество R
задачи (1) —(3) или (1), (35), (3) удовлетворяввыпукло и ограничения

ют условию Слейтера, то

причем в случае v

для некоторого Я*, удовлетворяющего условиям (11) или (38) двойствен
ной задачи.

Итак, условие Слейтера не только гарантирует соблюдение равенства
(25), но’ и обеспечивает при v ='V С оо достижимость нижней грани
(10) или (37) в двойственной задаче. Однако верхняя грань (1) при этом
может и не достигаться.

V =' V,
со

= Я|з(Г)V
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Остановимся на частном классе задач типа (1) — (3), называемых
обычно кусочно-линейными.

Пусть f{x) и gi{x) — кусочно-линейные выпуклые вверх функции, т. е.
функции, представимые в виде

min I 2 ^31. {go{x) = f{x)).gi(^) = i = 0, i; 2, m

Кроме того, примем, что К — выпуклое многогранное лшожество. За
дачу (1) — (3), обладающую отмеченными овопства^ги, назовем кусочно-
линейной.

Теорема 5. Вели (1) — (3) кусочно-линейная задача  с непустым мно
жеством планов, то задачи (1) —(3) и (9) —(И) связаны соотношением
двойственности, причем в случае у = г; <С °о при некоторых х' ^ G и

\

v = f{x') =-ф(Г).V ='

Доказательство. Общая схема доказательства первой части
доказательство теоремы 1. Если

леммы 2. Пусть v а оо., то утверждение теорел1ы — следствие
утверждения теоремы похожа на
V = ОО

Введем множества

К. =^Z(0) и Z: уо^ V, уг = 0; t = 1, 2, . . т.

= о множество К, кусочной
множества R выте-

Из условий (20), определяющих при б
линейности функций f(x) и gi(x) и .многогранности
кает, что К — выпуклое лжогогранное множество. В силу замкнутости К
точка = (у, 0, 0, . . ., 0) б/С Остальные точки луча I лежат вне К.
Поэтому и;* — граничная точка К. Многогранное множество —общая
часть
Среди

полуп|ространств, порождаемых конечным числом шперплоскостеи.
части этих гиперплоскостей, проходящих через точку w

имеются гиперплоскости, не параллельные оси уо (в противном случае
множество К содержало бы точки луча I, отличные от w*). Любая такая
гиперплоскость разделяет множества К и Z, причем первая компонента

направляющего вектора (ло, Я) не равна нулю (она может быть сделана
положительной). Рассуждения, аналогичные приведенным при доказа
тельстве теоремы 1, показывают, что

заведомо

и

= Я, / Ло ^ о

решение задачи (9) (11), причем
V =.<и =  'Ф(Г).

^тобы заве1ршить доказательство теоремы, нам осталось убе~
верхней грани (1). Это вытекает из того, что ку-

прогГаммирования””'' приводится к задаче^ лвпейного
на н^устом ограпичениости ее лияеинои _формы

R 7тггттпт1тто<пп« естве планов, как известно,
Теооема R теореме 5 докажем следующее утверждение.

рлпвкпгти ап у'ч, условия теоремы 5 изменены предположением о
Т

.

ается In функций f{x). Если верхняя грань (1) 5осш-
гается на некотором плане, то задачи (1) —(3) и (9) —(И) связаны со
отношением двойственности. \0) \ f

Пусть ж* — оптимальный план задачи (1)_(3).
1«уоочно-линейпую задачу, условия KOTopoii оов-

J  г образом целевой функции является
гиперплоскость z — L{x), касательная к поверхности z = f{x) в точке *

имеет оптимальный план

X  ,
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Пусть Vi -3. V2 — верхние грани целевых функций в исходной и вспо
могательной задачах; Vi\ vz" — верхние грани целевых функций в соот
ветствующих обобщенных задачах.

Очевидно, х' — решение вспомогательной задачи. Следовательно,
Vi —● V2.

В силу выпуклости функции / (о:)
f{x)^L{x)

при X ^ R. Поэтому Vi" ^ иг"-
Но согласно теореме 5

п
V2= V2 .

Собирая вместе полученные соотношения, имеем
и

Итак
Vi =■ Vi ,

и утверждение теоремы 6 следует из теорелш 2.
Отметим, что требование гладкости функции f{x)

ослабить: утверждение теоремы сохранит силу и для кусочно-гладких
функций f{x) (доказательство ничем
выше). Однако полностью снять П|редположение о гладкости целевой

Приведем соответствуюпщй пример. Пусть требуется
максимизировать выпуклую вверх функцию

f{x) =-f{Xi,X2) =Xi'^’^

при условиях —Xz ^ о и ^ о, 3^2 ^ о (-^) -
в данном случае G — положительная

тельный квадрант.
Имеем

теореме 6 можнов

не отличается от приведенного

функции нельзя.

нолуось Xi "^ О, R положи-

у ='0.
f{xi, 0) = о при Xi ^ о, т. е.

С другой стороны,
[Xi<^ Хг'‘^ — = ооsup

x^>0,
при любом Xi.

Следовательно,
V = inf = оо

х,>0

"па^ двойственных задач {1)-(3) п (9)-{И) тесно связана с за
дачей об отыскании седловой точки функции Лагранжа F{x,l)

Теорема 7. Для существования седловой точки функции Лагранжа
Fix Vi nvu xS'R необходимо и достаточно, чтобы задачи (1) —

Н-Г» гаязаны соотношением двойственности и имели  в Ha
iti х*еО, г ̂ 0. При этом любая парачестве решении некоторые точки х ^ г
X* V ^0 решений двойственных задач составляет седловую точщ/
(бинкиип F(r V и обратно, седловая точка {х ,Х) функции Ь {х, Ц

Доказательство. Пусть
v=^iix')

/{ж*)=ф(^*)= inf X).

V =

Согласно (8)

Х>0
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Следовательно,

(39>sup F{x, V) = inf F{x*, %) = a.
x6R

Используя (39), имеем

F{x\ V) ^ sup F{x, V) = a,
жбй

F{x\ Г) ^ inf F{x\ X) = a,
Я>0

T. e.

(40)F{x\X*) = a.

Равенства (39) и (40) означают, что (a;*;?^*) — седловая точка функ
ции F{x, Я) при X ^ R, X ^ 0.

Пусть теперь (х*, Я*) — >седловая точка функции Лагранжа F{x,xy
при X 6 Л, Я ^ о, т. €.

(41>Л(х,Я*) <Л(х*, Я*) <Л(х%Я)
для X б Л, Я > 0.

Из (41) вытекает, что

<р{х*) = inf F{x\ Я) ^ 'ф(Я“) sup Л(х, Я*),
ябп

или согласно лемме 1

f(x') =ф(х‘) ^Ф(Я-).
С другой стороны, по лемме 2

V

Следовательно,

fix') =.ф(Я*) = V = v,

н (9)-(11) связаны соотношением двойственности,
пртгаем X и Я* — решения этих задач. Теорема доказана,

о. истаыовимся на технике составления двойственных задач. Прежде
чем приступить к формулировке двойственной задачи, необходимо разде-

и^^ходной задачи на две группы. Первую пруппу составляют
^  высекающие в м-мерном пространстве

^

т. е

 rnXv ® задачах линейного программирован во вто-
Осно™ включают условия х,- > 0 или aj ^ ^ Pi-

пэстрое^ши фуГвдЖ двойс-шенной задачи заключаетсяHvPTT, (7* —Чтхт^Г^ из соотношения (9) или (36).
Е^ли Я(‘), ^

оо.

^  , л, любая дара точек пг-мерного пространства, то прп

в

ф(аХ<» + (1 - ^ sup[aF(x, Я,«>) + (1 - a.)F(z, №)] <

^ а sup F(x, Я(^^) + (1 —
асбл

)supl?(xа , W2)) = aif 'И (42)хбй асбн

Id
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Мз соохпошецыя (42) вытекает, что, во-первых, G' выпуклое лшо-
жество (если оно пе пусто), а, во-вторых, фуякцпя "ф (Я,), определенная
на множестве G*, выпукла вниз.

Таким образом, двопственная задача (9) — (11) заключается в мини
мизации вьшуклой вниз функции, определенной на выпуклом множестве,
т. е. представляет собой задачу выпуклого программирования. Подчерк
нем, что этот вывод не требует никаких предположений относительно ис-
ходно11 задачи. Поэтому определение величины v, которая согласно лем
ме 2 мажорирует верхнюю грань v исходной задачи, всегда сводится к
анализу задачи выпуклого программирования. Это обстоятельство иногда
позволяет получить оценку сверху для глобального максимума многоэкст
ремальной задачи.

В некоторых случаях лшожество G* и функция ф (Я,) могут быть най¬
дены в явном виде.

Допустим, что исходная задача состоит в максимизации выпуклой
вверх функции

(43)/(^)
при условиях

(44)Ах = Ъ,

  Ь = {bi, bz, . - ; Ьт)^-
Предполагается, что ранг матрицы А равен
Пусть

X (45)

где .4 — ll^^jllTn, п. т.

f (р) = sup /(а:) — 2 '

R — множество точек р, для которых f (р) <
Функция f (р), определенная на множестве Л, называется сопряжен

ной к выпуклой функции /(a^)s заданной на вьшуклом ьшожестве R (см.,
например, , [2], гл. 7). Легко проверить, что Л — непусто© выпуклое мно
жество f (р) — выпуклая вниз функция. Задача, двойственная по отно
шению к задаче (43) —(45), может быть сформулирована с помощью со
пряженной функции / (р).

Образуем функцию Лагранн^а

Р = (РьР2,. . .,Рп),
0=1

оо.

тт

F{X, Х) = fix) —  Z' + S
i=ii=l3=1

Имеем
m

Ф(X) = supFix, X) = sup[/(x) — (x, p)] + = f (p)  + (b> X),

где p = X4.
Таким образом, задача, двойственная по отношению  к (43) (45)

функции /(Х4) + {Ь,Х) на всем пространст-
множестве G*, состоящем из точек X,

жбЛ г=1жбн

за¬

ключается в минимизации
ве точек X или, что то же самое, на
для которых Х4 6 Л.

В данном случае для соблюдения соотношения двойственности доста-
чтобы либо система (44) имела в качестве решения

множества Л (теорема 4), либо функция f(x)
точно потребовать,
одну из внутренних точек
была непрерывна на замкнутом множестве Л, а непустое
нов G исходной задачи было ограниченным (теорема 3).

множество пла-
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Допустим, что

fix) =h(xW) +
где X = х^^^), причем Д — строго вьшуклая гладкая функция,,
определенная на всем пространстве точек х^^К

Потребуем, кроме того, чтобы

Vr max/(a:<^^)
|ж(1)|=Г

(46)при г-^ со.оо

Исходная задача состоит в максимизации функпди

f{x) =^h{xW) + (c(2),:r(2))

^(%(1) ^ = Ь,

(47)
при условиях

(48)
(49)

в качестве Л примем множество точек х = х^^^), у которых

Пусть р = (Р1,Р2).
Очевидно,

fi (р^^О, если ^
в противном случае.ооПр)={ (50)

Переменными двойственной задачи являются

xw= (?.1^

где отвечает условиям (48). Х^^’> ^ 0 соответствует условиям х^^^ ^ 0,
^ — число компонент вектора х^^К

Учитывая (50), приходим к следующей формулировке двойстве1шои
задачи.

Миниш1зпровать
(51)—  + (?^W, Ь)

А,(1)Л<2) ^ с(2),
при условиях

(52)
(53)

где Л — единичная матрица порядка к.
Уточним вид сопряженной функции f (р^^^).
Из условия (46) вытекает, что

fi(p(i)):= sup[/i(x(i)) —(а;(1), р)] = шахх(‘) х(«)
[/i(5:(i)) —(2:W Р^^О] =

= f{xW)-{xW, pW).
в силу гладкости функции h(xW)

определяется из уравнения
экстрема точка = а;(0(р)льная

(54)grad/i(xW) = pW.

л  а\/-с / уравнение (54) имеет единственное решение при
любом р ifi{xn) — строго выпукл^ фикция), введем функцию i(pW),
обратную по отношению ч j >

В  таком случае

Пользуясь

к левой части (54).

fi(pW) _ (^(pW), pW), (55)
причем grad/i(i(p(i))) s p(i).
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Соотношения (55) одределяют так называемое преобразование Ле
жандра.

Соотношения (51) — (53) и (55) составляют задачу, двойственную от
носительно задачи (47) — (49). Формулировка задачи (51) — (53), (55)
имеется в [4].

Если в соотношениях (51) —(53), (55) положить

y,(a;i) {cW,xW)^

где (2 = II Si] life — матрица отрицательно определенной квадратичной
формы, — /с-мерный вектор, то получим двойственную задачу 1свадра-
гичного лрограммирования, сформулированную в [4].

Заметил!, что задачи (47) — (49) и (51) — (53), (55) всегда связаны со
отношением двойственности, так как исходная задача имеет оптимальный
план (см. теорему 6).

Приведем еще один пример формирования двойственной задачи.
Исходная задача состоит в максимизации функции

/(^) — (56)
i=i

при условиях

2 i=l,2, .. (57)т,● 5

i=i
(58)

Здесь fj{xj) — кусочно-линейная выпуклая LBBepx функция, заданная
на [О, dj\.

Пусть
do^ = {) С dii <. . ..< di.^ <dj = di.+i_ j

— значения xj, при которых функция fj{xj) терпит излом; Cij — угловой
коэффициент функции fj (xj) на отрезке

[с?г-1, jj > i — 1, 2, . . . , Ij+i.

Приняв в качестве 7? множество с условпялш (58), займемся построе
нием функции f (р).

Имеем
п

2 (^i) ” S = S sup “ ̂jPj^ = 2 f i (Pj ) -f (p) = sup
j=l i=ij=iхвп j=i

функций fi(pj) заметим, чтоДля определения каждой из

/. (р.) = sup [fi {Xj) — XjPj] =

если [i — 1, 2, . . ., Zj);
если Pi'^Ci,;
если Pi^ci.+ij, cZj<^oo;

если P;<C;^+i,j, dj = oo.

/ i^ij) ^ijPjy

_/i(0),
\fi {di) — djPj,
\ oo

Из этого соотношения вытекает, что fj{po) — кусочно-линейная вы
пуклая вниз функция, которая терпит излом в точках

< Cij < . ● . < Cij,Cl
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причем на отрезке [cij, Ci_i, j], i = 2, 3, . . . , Zj + 1 угловым коэффициен
том функции fjipj) является число cZi-i, j на луче [cij, со] ее угловой ко
эффициент — doj = 0. Что касается луча [—оо, cij+i, jj, то на нем функция
fiiPj) определена только в случае dj <С оо и цри выполнении этого усло
вия dj — ее угловой коэффициент. Итак, при переходе от функции fj{x)
к сопряженной функции fj{pj) параметры dij и Cij меняются ролялш: Cij —
точки излома функции fj{pj), dij — угловые коэффициенты участков ли
нейности этой функции. Отметим, что в даннО'М случае bmoHiecTBo точек р,
в которых /(р) С оо, задается усло-виями pj ^ j, если dj =

анализе задачи
относительно

оо

Основываясь на общей схеме, рассмотренной при
(43)-(45)

г
, получаем формулировку задачи, двойственной

*  i

(56)-(58].
Требуется минимизировать

т
п  т ^

(59)
\ . i=li=i г=1

при условии
m

(60)^\Clij'ki ^ Cl..● dj = со.если+1.
г=1

Расширим формулировку задачи (56) — (58), положив
т+к пп

/{^)= S/j(^i)+ S /гЧУп —m

i=m+l

Если ввести дополнительные переменные

j=i

n

И- 1, т~\-2, .. . ,^г+п~т —
j=l

ТО новая задача приводится к задаче (56) — (58). Учитывая это,
получить следующую расширенную формулировку двойственной задачи.

Минимизировать

г = тaijXj,

легко

mn+km+hп

j=l ''' i=l j=n'+l
при условиях

m+fe

2 ̂ ij^i (/ = 1, 2, n),

/ = 72 -P 1, . . . , -p

если dj = ooсг^+1, jii=l

^+1, 3 ^ Л;+„1_n
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