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В. Ф. ДЕМЬЯНОВ, А. М. РУБИНОВ

(Ленинграду Новосибирск)

При решении оптимальных задан большое значение имеют признаки
оптимальности (необходимые условия, которым должна удовлетворять
точка, доставляюш;ая минимальное значение изучаемому функционалу)-

Ниже рассматриваются некоторые экстремальные задачи в банаховых
пространствах, выводятся необходимые условия минимума. В предлагае
мую схему укладывается ряд практ]гчески важных задач.

1 . Пусть X — нормированное пространство, в котором задан некото
рый функционал /; Q — произвольное подмножество пространства X.
Пусть, далее, f достигает минимума на Q (хотя бы локального) в точке
у б Q. В настояи];ей работе приводятся некоторые необходимые условия
минимума (локального).

Определение. Элемент и назовем допустимым направлением в точке
_ О, если существует вещественное число По О, зависящее от х и и.

такое, что при а б (О, ао] окажется
д: б Q

а: + аи б Q.

Ясно, что допустимые направления образуют конус. Под конусом бу
дем понимать множество К, обладаюш;ее тем свойством, что если х б К,
то для Я, >● О II Я.Х б К. Обозначим этот конус через К^. Отметим, что если
X б Q, то О б К^.

Опишем конус Кх в одном важном частном случае. Пусть а: б X п
Q = {z б X/(p(z) < ф(а:)} , где ф — дифференцируемый по Гато в точке х
функционал. Положим grad ф(.т:) = Фх. Из определения градиепта сле
дует, что

Ф (а; “h aw) — ф (а:) = аФа: (w) -}- о (а).

Если и б Кх, то при а б (О, ао] имеем ф(а: -j- aw) <; ф(^).
таким образом, левая часть написанного выше равенства неположп-

^льна. Знак правой части при малых а завпсит от первого члена, откуда
Фа:(гг) ^0.

^ другой стороны, ,
такое, что при О < а ^ ао

легк о, то найдется аоо показать, что если Фа:(п)

ф(а: -{- aw) < ф(а:),

т. е. W б Кх. Итак, конус Кх состоит в данном случае из
укрытого подпространства Фа:(п) <С 0. В случае, если Q= {х I (р{^)

с}, конус Кх может состоять только из пуля. Отметим еще, что ес:Щ ^
выпукло, а: б Й, то Кх есть коническая оболочка множества Q —
ствительно пусть z б Q, тогда при а б [0,1] имеем .r-{-a(z — х) с ’
т. ^ 2 G Я’х. Обратно, пусть и б Кх. Тогда супщствует ао такое, что пр^

а ^ а

тов

о а: + aw б Q, Нормируем и так, чтобы ао — 1- Пусть z

всех элемен
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2 G Q,= U + д;. Тогда X a{z — х) 6 Q при О ^ а ^ 1 и, значит,
т. е. гг G Q — х. Ясно, что в данном случае Кх — выпуклый конус.

Введем следующие обозначения:

множества Qx^ в точке х. От-KJ
метим, что о Ф Кх^. ^

Теорема 1. Пусть функционал f задан на X и достигает минимума на И
точке у. Тогда Ку П IQ = 0- Если Ку и 1Q - непустые выпуклые ко

нусы и по крайней мере один из них имеет внутреннюю точку, то суще
ствует h 6 X* такой, что /г =?^ 0 и ■

конус допустимых направлении для

в

(1)тшД(1г)= sup /г(гг) = 0.
^  U6JVг1вК

пространству X.)к
(Здесь, как обычно, X* - пространство, сопряженное „,торгт-тт п ●поттттпттпжим что теорема неверна и сущест

Доказательство. Предположим, ни р i
вует и б Ку П Ку^. Тогда, очевидно, луч

{агг / а !> 0} Ху П Ху^.

Пусть «о и а/таковы, что г/ +

при о < а ^ По . Так ® ао] окажется f(u + агг) ^ f(y).
на £2 , то при достаточно малых ^ ^ Полученное про-

С другопстороны,/(у+ Вторая ,асть следует па
тиворечпе доказывает первую
теоремы отделимости Эпдельгапта L'^J-

Накладывая па функционал / и ,..ппптп
тво Q

можно получить более содержатсльы У

множес различные ограниченпя,
минимума. Рассмотрим

условия теоремы 1 и, кроме
(1) мояшо записать в следую-

того.некоторые из них.
Предложение 1. Пусть выполнены все

Q — выпуклое мпон^сство. Тогда равен
щем виде: sup (Г)/г (гг) = 0.

eicJmin h{x ■ у)

p б Q II 7vy Q — y,
имеем

что
Доказательство. ’ __ ») ^ 0,

0=тш/г(гг)^ inf h{x)=mihix
uGK„ x€Q—v x€0

что 11 требовалось доказать.  д^нейное множество, то из (1) сле-
Замечапие. В частности, если ь

дует, что h{x) =0 для любого а: ^ условия теоремы  1 и, кроме
Предложив 2. Пусть выполнены в^ У у) = 0 (где

того.

/ — выпуклый функционал. „дрца к множеству Qy^ в точке у.
/г б X* определен по форлгу^^С! мноя^ество fi?/ Bbinyiino, то у

Доказательство. Т’ак
^ Q,/ — у. Отсюда fi(x)= sup h{x — y),

'  ' xQQyf

пшерплоскости h(x — г/) = 0. В то
множества ь^.)замыканпе

0= sup /г(и)^
uCK,,'

-У

от
т. е. Qy^ нахо^тщтся по одну стор ^дозрачено
же время гу б Q;/. Ц Тогда из

.Замечание. Пусть ^ .^очкс
h(x — y) =0 спорна к Qn
если II 1г II = 1. В_ртом случае, со.
функционал h б X* такохт, что

|/г(.'/) I —1|/г11 = 1;

того, что гиперплоскость
д(у) I = IIг/11 в случае.7/, следует .

— выпуклое множество, существуетQ

(a:6Q).
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Легко видеть, что приведенное условие л достаточно. Действительно,
пусть у — элемент, для которого найдется функционал h G Z*, обладаю
щий перечисленными выше свойствами. Тогда llyll = |/i(y) I <
^ \h{x) I lull для a; 6 Q (cm. [2—4]).

Предложение 3 (принцип Л. В. Канторовича [5]). Пусть Q — вьгаук-
лое телесное множество, функционал / задан на Q и достигает там миниму
ма в точке у, которая не является внутренней точкой Q. Тогда существует
h 6Х*, h Ф о, такой, что min h{x) = h{y).

Доказательство. Из условий теоремы легко следует, что Ку есть
выпуклый телесный конус, не совпадающий со всем пространством X.
Обозначим через Ку внутренность конуса Ку п продолжим / на все про
странство, полагая

/W <Ку), (x^-ky)-j(x) >t(y), (x&X\{Q\]Ky)).

Ясно, что при таком продолженпн —/Сц = КуК Функционал К опреде
ленный по формуле (1), достигает минимума на Q в точке у.

Замечание. Приведем пример, показывающий, что телесность Q суще-
ствшна. Пусть X сепарабельное нормированное пространство с базисом
(в А существует система элементов 2i, za, . . . , .  . . , такая, что каждый
элемент ж б X единственным образом представляется  в виде ряда х. =

СО

2  ● Пусть далее £2 — гильбертов кирпич в Х\
h=l

СО

1
к =1,2, .

/i-2fe-=-l

Легко видеть, что Q — замкнутое выпуклое множество, пе имеющее
внутренних точек. Ясно, что для любого функционала h в X* h Ф 0.

и-гсюда следует, что если функционал /, определенный па X, достигает
минимума на Q в нуле, то но найдется линейного функционала h ф 0»
стптющего минимума па Q также в пуле,

и пшЕпГтГ® ^ да^^^гает там мипимума ^ точке
иХу’^Д ^ причем grad/(//) = Ку ^ ̂

min Fy{u) = 0.иек

Доказательство. Пусть
= aFy{u) ф о{а).

Используя

Ну + о“) —и G Ку. Тогда

ппкя^атг. г. ® точке у функционал / достигает минимума
доказат^ ^ ^ 0, с другой стороны, Fij{0) = 0, что  п требовалось

Замечание. Отметим, что если / задан на X и дифференцируем
^  (поскольку Ку^ включает полупростра

образом, в данном случае роль Фу^кдионала /г, опре
HTiKaKiTv ггт^^ формуле (1), играет функционал Fy. При этом ие ^ ^ ф
ф {0} Р^ДДоложенпи относительно конуса Ку, кроме того, чт у

легко

в точке
У, то

Предложение 5. Пусть Q - выпукло, / задан на Q и достигает
мума в точке у. Тогда, если / дифференцируем по Гато в точке у-

min Fy {х — у) — 0-
:се п

тельство. Его можно провести при помощи
дении, что и доказательство предложений 1 и 4.

т

же рДоказа тех

ам ми-

(2)

ассуж-
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Замечания. 1. Если Q линейно, то из (2) следует, что для любого
д: 6 Q

(2')Fy{x) =0.

В частности, если Q — линейное, плотное в X множество, то из (2')
следует, что Fy = 0.

2. Предположим, что Q ограничено, через у ооозиачпм один из элемен-
min Fy(x). Из (2) следует, что в данномтов, на которых реализуется

случае у должно удовлетворять условию (см. [б])

(2")Fy{y-y) =0.
может быть

Условие (2") особенно удобно в случае, если элемент у
ЯВНО выражен через у.

2°: Недостатком рассмотренных „„„тгл.п^.«тзггст-ч- «п_
ма является то, что для некоторых множеств, важных в р ,
нус Ку = {0}.

В связп с этим имеет смысл ввести следующее напнавле-
Определение. Пусть Q с= X Элемент н тгазовем допустимым направле

е П, если существуют последо-
as такие, что

необходимых условий мпниму-выше

нием в широком смысле слова в точке х
вательность Us в X н числовая последовательность

1) а; + a.siis 6 Q,
2) и

3) tts > о, as 0. шпионом смысле, обозначим через
Конус ыаправленшг, допустимых в ш 1 ,, -э X.

Л4. Отметим, что — замкнутое частных случаях.
Опишем конус в и дпфференцпруем
1) Пусть функционал ф непрерывен Д Ф

точке х^Х, ^/ааф(а:).= Фа:, Q - {а: б X / Ф(:г) V}.

-- ^{и\Фх{и)^0}.

и

М:

по Фреше Б

бХпоследовательности Us
0. Из определенияasДействительно, пусть и б Мх-

и tts > о такие, что ф(а^ + ^ ’ ®

фаз (Wi),+ ° ’градиента следует, что / \ „
ф(a:^-asнД = TW +

о{Х, Us, Us)
где ^0.

as
прп любом Sследует, что

{х, Us, Us)о
Из написанного выше равенства

(t>x{Us) = "" Os

Переходя к пределу, имеем Фх (») „ g Если и (f то пап-
Пусть теперь Фх(«) = 0, х + У,щеУ= {аь-| Ь -

дутся 8 > о и б > о такие, что на обращается в нуль. Из непре-
гг 1К е, о < а < 6}, знак на а: + V. (Предположим

рывности ф легко следует, что Ф , л ^рогда по теореме Коши функц
что ф(а: + aii?ij <0; ф(а: + U2U2)

^(f) =Ф((х + «.^’*)
{„б [0, ]],т, е.

tQ{azV2 — Hi^i))) —

— UiVi))

ii точке
обращается в нуль в некоторой

ф(а:+ (ai^^i +
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Но в то же время [aiz;i + ta{a2V2 — ctiz;i)] 6 V, так как У выпукло.)
Для определенности предполоншм, что ф(л; + аг^) 0, (у б У). Тогда
Фд;(у) ^ о для всех v из шара II у — к || ^ е, но это противоречит тому,
что Oa:(u) =0, ибо, если линейный функционал в центре шара равняет
ся нулю, то в этом шаре он должен принимать и отрицательные, п поло
жительные значения.

2) Пусть ф — дифференцируемый по Фреше в точке х функционал
п Q = {ж б Х|ф(а:) ^0}. Т^да, как легко показать, Мх = {гг(Фа:(п) ^
^ 0}. (В этом случае Мх = Кх-)

3) Пусть Q — выпуклое множество. Тогда Мх есть замкнутая коипче-
тогдаская оболочка множества Q — х. Действительно, ивМпусть

х + aus6 Q(as > 0, о, гг, S = 1, 2, . . .), т. е. Озггз б О —-г, Ug
есть элемент конической оболочки Q — х, откуда п следует наше утвер
ждение (отметим, что и в этом случае Мх = Кх).

В дальнейшем будем предполагать, что / — заданный па X функционал
конус имеет внутренние точки. Внутренность этого конуса обозна

чим через Кх^. Пусть и''^Кх^, ||гг'[| = 1. Тогда существует аг/, завися
щее от и', такое, что 5г(и') а Кх^, п для всех и  б *5'е(н') существует одно
что конус Кх^ равномерно открыт, еслп для любого п' б Кх^, I

8 < 1 — число, завися-

X,

И

найдется окрестность S^(u') радпуса £, где 0
щее от и' такое, что ‘5’е(гг^) а п для всех и б Se(u') существует одно
Go, обладающее тем свойством, что hjdii 0 <С а ^ gq + агг б Q.r^.

Пусть / дифференцируем по Фреше в точке х. Тогда конус Кх^ равно
мерно открыт. Действительно, 1Сх^ _
Fx{u) < 0.(здесь^д: = giadfix)). Тогда

состопт из элементов и таких, что

f(x -{- агг) = f{x) -f aFx(u) -j- o(x, гг, a), I\
o{x, u, a)

0 равномерно no гг. Пусть гг' б Кх^, Цгг'Ц = 1. Легко видеть,где
а а-*-о

что в силу равномерного стремления о {х, и, а) j  а к нулю существует
окрестность 5е(п) точки гг'такая, что для всех элементов а из этой
окрестности найдется Go, обладающее тем свойством

о{х, щ а)

что при о <С ct ^ его

Fx(u) а
Очевидно,

^ + агг б ц « б KJ.
Теорема 2. Пусть функционал /, заданный на X, достигает минимума

на множестве Q в точке у и конус Ку^ равномерно открыт. Тогда Му П
~ Ф. Если Му и Ку1 - .

для и б^е(гг') )  т.что и о <С а Go j{x -f- е.агг

не пусты и выпуклы, то существует h б X* такой, что«=7^ о гг
(3)

ra in h{x)= sup /г(ж) = 0.

Доказательство. Допустим, что теорема певергш
нормированный элемент и' б М„ П KJ. Так как и' б IQ.
окрестность 5е(гг'), обладающая том свойством, что для
судщетвует Go такое, гхто /(р + агг) < jiy) при 0  < а < ао-

Так как гг б М.у^ то и' = ]im гг^, где у + а^гг^  б ^2, гу < о
Пользуясь этим, найдем помер s такой, что гг^б5е(/‘^)>

при этом можно считать as настолько малым, что /(У + ^sUs) ^ J\J)-

п существует
то пайдется

и б Se{u')всех

0.
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Полученное противоречие п доказывает первую часть теоремы. Вторая
часть теоремы следует пз теоремы отделпмостп Эидельгаыта ([1], стр. 42).

Замечание. Приведем пример, показывающий, что равномерная откры-
цд[| = 1 п /г—линейный пепре-тость Ку^ существенна. Пусть ио б X,

рывныи функционал такой, что II Д II = 1, h{uo) = 1. Определим в про
странстве X функционал / следующим образом.

1. Еслп и удовлетворяет условию h{u) ^ О, то положим f{u) = 0.
2. Рассмотрим открытое полупространство h{u) > 0. Пусть и таково,

8. Определим функционал f на лучечто 1г{и) =1 н II гг — гго
{аи| а ^ 0}, полошив

б [0, е],
а е [б, 4е],
а б [4е, оо).

аа(а — е),
(а —е) (4е —а),
4е — а.

f(au) =

Отметим, что построендьш таким образом функционал  / непрерывш
И конус /Qf, построенный в точке 0 по мнон^еству ●—
= 0}, совпадает с открытым полупространством /г (гг) >0. Таким обра
зом, открыт (/V = /СоО, неравномерно
открыт.

Пусть и таково, что /ifи) = 1 II Цп- — ^о11 — Положим
{aL|«ei2B, Зр]}, « =

О в случае, еслп пространство X — Л^). Лег-
"  прпчем функционал /ое множество,

QU —

(на рис. 1 указано множество
ко видеть, что Q — замкнутое
достигает мпппмума па Q в нуле. -По
кажем. что Wo б Л/о, 1'де Л/о — конус
направлеиий, допустимых в широком
смысле, построенный в точке 0 по
множеству Q. Пусть последователь
ность III, uz, . . . , Us, . . . такова, что
;г(п5) = 1 и гг^^гго. Из определения
Q следует, что найдется последова-

.  . . та-
б Q

телесн

тельиость чисел oi, аг, . ● ● , ctfi
кая что Q

(s = 1, 2, . . . )'. Папрпмер,
Cts Vsll^O — tl.sll.

о,as > о, 0s

положить

.s^^s
можно
Отсю-

да II следует, что uo б Л/о. С Другой
гго б Ко^. следовательно.стороны

Л/о П Ко^ ¥= Ф. о
Предложение 6. Пусть вьшолнепы

все предполон^ения теоремы 2 п, кро
ме того, / — выпуклый функцп^ал.

Тогда гиперплоскость опорна к множеству
(гд

Ри

е /г определен но формуле ^ 1, имеем
Ёсли/(д:) = lla'II, то в случае, если ИМ ^

1^^^^1Тпомощыо тех же рассуждений, что
Доказательство проводится с по

н доказательство предложеяпя 2. достигает мпппмума в точке у
П

с. 1

0,у^ в точке у-

редложение 7. Пусть / ^ 0, Му ¥= {0},
и дифференцируем по Фреше и oroi
тогда (4)min

бм
у
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Доказательство. Предположим, что существует такое uq^M
|[ Ко I! = 1, что Fy{u) = —р <; 0. Найдем е > 0 так, что для к, удовлетво
ряющих условию II к — Ко II <; 8, выполняется соотношение Fy{u) d

у»

< -р/2.
Для этих к имеем прп а > 0

1
/([/ + ак) = /(у)+а^у(к)4-о(^, к, а)</(?/)+а — — р — о(у, к, а).

Так ка1< Ко = lim к

но больших S, учитывая, что

1’Де у5»  + CsKs б Q, as > 0, as
о (у, к, а)

о, то при достаточ-

-^0 равномерно по к, имеема а->0

1  \
— р +о(у, Us as)</(^).^  /

/(^ + a,Ks)</(y)+as

С другой стороны, так как у agUs б fi
По^^гчеппое противоречие п доказывает предложение.

Замечание. Предположим, что / задан на X. Тогда в предположениях
линейный фупк-

по формуле (3).

/ (у ttsKs) ^ ●имеем

предложения 7 конус Kyf равномерно открыт. Ясно, что
цпонал Fy играет роль функционала h, определепиого ^  . .
Однако при доказательстве теоремы не использовалась выпуклость ко
нуса М

Рассмотрим связь между приведенными в настоящей заметке необхо
димыми условиями минимума и принципом ДубоЕпцкого II Милютина [7],

Пусть Q Qt П ^2 П- - -П ^п.
Пусть далее / задан иа X п у б Q — точка, в которой достигается

п—1

V'

мини¬

мум / на Q . Обозначим через Ку^, . . . ,Ку ^ конусы допустимых
направлений, построенные в точке у по мпожествам Qi, Q2, ● ● -» через

— конус направлений, допустимых в широком смысле слова, построен
ный в точке у по множеству Й„.

Принцип Дубовицкого и Милютина может быть сформулирован в виде
предложений 8 п 9.

Предложение 8. Пусть вес конусы Ку\ . . . , К1~\Ку^ непусты, рав
номерно открыты. Тогда из того, что в точке у функционал / достигает
минимума, следует, что Ку^ П П ● ■ ● П Му^ П Kyf  = Ф.

^^амечапие. Если конус Л/у^ телесен, то равномерная от1фЫтость кону
са Ку^ не нужна.

Предложение 9, Пусть вьгаолнепы все условия предложения 8 и, кроме
тог^ конусы /iTyi, ^ 7Су"-1, Kyi выпуклы,

хогда найдутся функционалы (i = 1, 2, . . ., ?г) п  ^ такие, что
2 f ̂ = 1- 2, . . ., гг - 1; е (Л/у-)*; Р (AV) ;
04 ● ● ● » Sn одновременно не равны нулю;

+ g-2 + . . . -f- ^ = 0.
В  8 И 9 могут рассматриваться как
в том случае , когда Q = . п

доказательство предложения 8 может быть проведеио рн
рДссуждешгй, что я доказательство первой ч

нескольких различных по форме необходимых
У а представляется нам полезным, так как из этих условии

но выбрать такое, которое в применении к дагшо11 задаче оказывается
наиболее просто проверяемым.

. Остановимся
которым конкретным

обобщения теоремы 2

к пе-
результатовна применешш полученных выше

задачам.
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а) Рассмотрим линеаризованный принцип максимума. Пусть движе
ние управляемого объекта описывается системой обьшновепных диффе¬
ренциальных уравнении

X(t) = j{X{t),u{t),t),X{0)
(5)

(0); u{t) =X{t) = nX● >
Здесь f{X, u, t) — и-мерная вектор-функция, непрерывная по ^парамет

РУ t на [о, Г] и непрерывно-дифференцируемая по х^ и  (г =
/ = 1, . .., г) в области допустимых значенш! х^, и^, определяемой спсте-
мой уравнений (5) и классом управлений U. Управляющая г-мерная век
тор-функция n(i) = .●● ●» “'(О) подлежит выбору из выпуклого
слабо замкнутого класса С/, t/ б Lt.^/[0, Г]), 1  < 4^^^' '' простран

’  [О, Т\ со степенью р.на
ство г-мерных вектор-функций, суммируемых

Пусть задай функционал

/(ц) = и), u{t), t)dt,
(6)

о
где g(Z,u,i)-непрерывная по i п непрерыв^о-дпфференцщуемая по

в области допустимых значений х\ и
функция. Требуется выбрать управление (удравл щу
и б J7 так, чтобы

/(ц) =^  veu
т. ^ « vrnnnne минимума легко получить,
в  данном случае необходимое ус управление и 6 U достав-

(2 ) .для значение на U, необхо-используя соотношение
ляло функционалу 1{и) минимальное
дпмо, чтобы

Г  "V Гmm \ >,
Lv^U *’о

'фи('С) +
ди^\ ?=1

^^(Х(т,ц), м(т),т),(т),т),

,  дХ

игде/и(т) = /(Х(т, и)
dgu (т^)

il^W "IF*
dx

дГdf^
● ● i дх^f ●

dx^df
IdX drdf■n

'' ’ dx"^1 ●dx^

dgdg __ ( dg
dx^ '"dXdll' )

dpdf ● 1 /
,  . ● ● >dit^da^

пеобхояпмого условия могут быть разработаны
'■ (СМ.

л. А. Люстериика является сле-
иНа основе полученного

последовательных
б) Частным случаем одной из

результат (см. [9], теореме

методы

дующий
нробхотпмое условие — «прпшщп максиму\!а»
неооход Дубовщкого и Мплютпна* Как показано

Л. С. Понтрягипа — может
(предложение 9).

в
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Теорема 3 (теорема Люстерпика). Пусть в банаховом пространстве X
заданы функционалы f{x) и ф(^), которые в точке у^Х дифференцируем
мы по фрейме, причем, grad(p(^) 0. Тогда, если функционал f достигает
минимума {локального) на мноохестве ф(а:) = ф(?/)  в точке у, то найдет
ся |л такое, что grad f{y) = р grad ф(^).

Доказательство. Положим grad/(5r) = Ту, gradф(^)  = Фу.
Пусть Q = {л: б А"‘|ф(а:) =ф(у)}.
Тогда Му = {и\Фу{и) =0}. Из предложения 7 следует, что

mmFy{u) =0, иными словами, Ту (и) =0, («б Л/,,). Такрш образом,чем,.
Му = == (Ф^/)~Ч0), откуда п следует, что Ту = рФу.

Отметим, что теорема Люстернпка легко выводится такн^е пз принципа
Дубовпцкого п Милютина (предложение 9).

в) Пусть ф — некоторый функционал, заданны!! на X. Ыа1!дем усло
вия, которым должен удовлетворять элемент с папмеиьшен нормой на мно
жестве {х в Х\ц){х) =С}. При этом будем предполагать, что эле¬
мент у 6 Q с папмеиьшен нормой на Q существует п  ф дифференцируем
по Фреше в точке у. Из теоремы 2 следует, что существует h ^ X* такой,
что

min Ji(u) = sup /г(у) = 0.
чем uekyf

Так как Му = {и\Фу{а) =0}, то, как легко видеть
= (Фу)-ЧО) и, следовательно, патщется ц такое, что h = цФу. Вудом
считать, что || й || = || цфу ||. Тогда пз предложеипя 6 следует, что
1^(|/) I — |^1Фу (у) I = II у II, а это означает, что |Фу(у) |=11Фу

Таким образом, справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Для того чтобы у был элементом с наи^ьеньшей нормой на

многообразии ф(у) = С, необходимо, чтобы

д-ЧО) =

●  III/II.

|Ф[/(г/)|= II Фу II ● II у II.

Замечание. Легко показать п достаточность условия теоремы,
г) Теорема 5 (о мпнимаксе). Пусть Q — выпуклое подмнооюество X,

шьеющее элемент с наименьшей нормой. Пусть Г — единичная сфера Х\Тогда

min max /г (а:) | = max min h{x) \.
жбо /i6r h€r xep.

c T в 0. Из предложений 1 ii 2 и замечаипя к предложе-
1ь f ^ существует функционал /го б Z* такой, что 1|/го11 = 1,
1^о(у) I = II у II и rnin hoix — и) =0

Используя свойства h

Доказатель
нпю 2

о, пмеем
I ~ = i^o(y) I =xbQ лег

— min|Ao(a;) ^ max min h(x) .
нет xQQ

p THoe неравенство, как известно, справедливо всегда.
ф(а ^“-банахово пространство, xi, . . . , .ГпбАГ.

1, 02, . . ., ttn) — выпуклая дифференцируемая функция

среди всех «многочленов» вида

Пусть далее
п перемен¬

ных. Требуется

«2, . .

Р,=

. J Отх

2  н

S ан^к, где
Й = 1

многочлен
ф(аь . . . , On) ^ найтитаковы, что

аилучшим образом приближающий данный элемент у.
4=1
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Положим
п

— у|ф(аь апХ l|.—  dk^kQ =
h~l

Очевидно, что наша задача сводится к нахождению
71

2 aii^^xit — ус наименьшей нормой на О. Из предложений 1, 2 и
к=х

замечания к предложению 2 следует, что
такой, что = 1, \h{zd) \ = lizoll, |/i(zo) | — min|/j(z) |.

элемента

Zo =

найдется функционал X*

26 о

Из последнего равенства следует, что

2 dh°h{Xk)
' А=1 '

Предположим, что ?г-мсрпы11 вектор

hn = (h{xi), h{x2), - - . , h{xn)) Ф О-

Тогда, как легко следует из теоремы Люстернпка ([9], теорема 12.1)
найдется такое ц, что

п
V akh{Xk) .min ZJ

/1=171

grad fp(ai°, 02°, an°) ~ [i{h{xi),h{x2),
T. e.

dq)
)= pLh{Xi)0(ci°, .. an● J

dai

d(p
(ai°, ... , Cn°) = iih{x2),дао

5ф
) =; [lh{Xn)-(ai°, ... . a 0

71
dan

Таким образом, справедлива следующая теорема.
71

Теорема 6. Если полином = 2 осуществляет паилучшее

Р, коэффициенты
найдется функцио-

А=1

приближение к данному элементу у среди полиномов
которых удовлетворяют условию ф(а1, . .. ,On) ^
нал h G X* такой, что

1) [| /г 11 = 1
min I/г (у — ^) I?^о11 =|/г(у — Ро) 1 =2) II У

либо коэффициенты удов-
р

3) либо h{xk) =0 {к = i, 2, . . ., п)
летворяют следующей системе уравнений’.

(ai, ... , On)
5ф 5ф

(oi, ttn)d д

5ф
- (аь. . ., Пп)даdi аг 71

h{xn)h{Xi) h{xo)
(Здесь предполагается, что если h{xk) = О для некоторого к, то соответ

(ai, ап) =0.) От-9ф
ствующее уравнение заменяется уравпеппем

метим, что из выпуклости фупкцпопала ф
прпведепиых выпте условий. Отмстим такнт, что для
быть применен метод, оппсаппын в [10].

легко вытекает достаточность
отыскания Ро может
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е) Пусть Z = Z-P([0, 1]), 1 <С р <С оо, Q = {.т б |л: ^ О, Ул:|| ^
^ 1}, / — дифференцируемый функционал, заданный на Q и достигаго-
зции минимума в точке у. Требуется указать условия, которым должен
удовлетворять элемент у.

В данном случае принцип Л. В. Канторовича не может быть применен,
поскольку Й не имеет внутренних точек; принцип Дубовпцкого и Милю
тина также неприменим, ибо конус Мх, построенный по ограничению
л: ^ О, не является подпространством.

Так как Q вьшукло, то для нахождения необходимых услови11 в дан-
случае можно применить предложение 5, из которого следует, что у

должен удовлетворять условию
ном

Fy{y — у) = О,
где г/— какой-либо из элементов, на котором peajniayeTCH minFy(a:).

a:GQ1
I
I

/ 1
Ясно, что Fy есть элемент пространства + -=1 .

ЧV Р

Положим = max 0}; = min 0). Непосредствен¬
ным вычислением легко проверить, что функционал {Fy)"^ достигает ми
нимума на Q, в частности, в точке нуль, а функционал {Fy~) достигает

минимума на й, в частности, в точке
9-1\ {Fij)-

f{Fy)-\\ ● При этом

(  (Ру)-
У  II (^’г/)-

Пусть а: б Й. Учитывая, что а: ^ 0, \\

min (Fy)~{x) = {Fy)-

X
имеем

^f/(a^) = (^’y) + (a:) + (Fy)-(a:)^ —I (Fy)-(a:) _|| (//y)-|Mla:|! ^

= Fy{^^
9-1\ {Fy)-

^ -!l (^y)-ll = {Fy) + {0)-{Fy)-( {Fy)-\\
где у определяется следующим соотношением:

если t таково, что Fy{t)^0,о
y{i) =

^ таково, что Fy{t)<C0.

Как показано выше, на элементе у достигается min-^y(^)-

Вычислим Fy(y — у), учитывая, что

= о, (i^y)-(y) =-!1(/^у)-|1.Имеем

Ру{у~у) = (F,j)+(y-,j) + (F,j)-{y-y) = -
- II (Fy)-li ~ (Ру)-(у) =- (Fy) (;/) - II (^'г/)-II■

миппму^^ функцпопа-В ему (2 '') эледгеит у, па котородх достигается
ла / на й, удовлетворяет условию

^1/Ы + 11(^!/)-1! =0.
MOJKGT быть прпме-

Отметим, что для пепосредстветтиого отыскания у
нен метод, описанный в [6]. „ / — чи(Ь(Ър

ж) Пусть X Щ[0, 1]), Q = {хвЬ^ \Ы\
ренцируомый функционал, заданный на й и достнгаюпщи т
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В T04KG 7/; Q — певыпуклое мыонхество, ие имеющее внутренних точек; ко
нус Ку = {0}. Необходимое условпе минимума в дапыойг случае можно
установить с помощью предложения 7.

Оппшем конус Му. Пусть и = Ит где у + asih б а® > 0, as
Пусть, далее, Ei = {i б [0,1] | jy(i) >0), £’2 = б [0,1] \ y{t) = 0}.
Так как у -f- а^-гг-з б Q, то:
1) I/ + ОзНз ^ 0. откуда Us(t) ^ 0(^ б Е2) п, значит, u{t) ^ 0{t В Ez)',
2) (|у + asWsll = 1, откуда {у + asUs, У + ctsi^.O = 1* Пз этого условия

следует, что (у, Us) = —

Учитывая, что as
Таким образом, конус Му состопт из элементов и таких,

= 0; ii{t) ^0; tBEz. (Отметим, что

0.

2
0. II переходя к пределз% пмеем {у, а) = 0.

  что {у, и) =
1

5 y{t)u{i)dt
если р^2 > о, то

о
данном случае неприменим, так какпринцип Дубовицкого II Мплютппа

конус Му пе является подпространством.)
Из предложения 7 следует, что должно

в

выполняться соотношение

(7)min Fy{u)^0.
It бм

Положим t в El,
t б Ez-

о,t В El,
t б Ez,

Ey, rr
(Ey){EyY = Ey,0

Ясно, что Ey = (Ey)' -j- (Ey)''-
Так как п(0 ^ 0{i б Ez), то из (7) следует
Анализируя условпе (7), легко показат ,

{Fy)'{t) = ~^y{t), ii.>>0{tBEi). достигается
Т

что (Еу

аким образом, элемент у, на которол д
удовлетворять одпому из двух соотпошенпп

= 0.//
)

'  либо {FijY(t) = о, либо

минимум, должен

fjj == —ру.

лазавшего иа ряд
Еу = 0,

петочиостей п по-
Благодарим В. Ф. Гапошкпна, ук

грошпостеы в рукописи. ч и т Е Р А Т У Р -А-
1. М. М. Дей. Линейные нормированные пространств .
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7  Экономика п матем. методы, 3
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е) Пусть X = 1]), 1 < <
^ 1}, / — дифференцируемый функционал, заданный на S3 и достигаю
щий минимума в точке у. Требуется указать условия, которым должен

Q = {х ^ L^\x О, i|:c|| ^оо,

удовлетворять элемент у.
В данном случае принцип Л. В. Канторовича не может быть применен,

поскольку Q не имеет внутренних точек; принцип Дубовицкого и Милю
тина также неприменим, ибо конус Мх, построеипып по ограничению
а: ^ О, не является подпространством.

Так как Й выпукло, то для нахождения необходимых условий в дан
ном случае можно применить предложение 5, из которого следует, что у .
должен удовлетворять условию

Fy{y — у) — О,
где у — какой-либо из элементов, на котором реализуется min Fу (а;).хбО

(  Ясно, что Fy есть элемент пространства
1

. Р ?

Положим (i^y)+= max 0}; = min 0}. Непосредствен¬
ным вычисленргем легко проверить, что функционал {Fy)’’^ достигает
нимума на й, в частности, в точке нуль, а функционал {Fy~) достигает

● При этом

МП-

5-1{Fy)~
минпмума на Й, в частности, в точке

{Fy)-

min (Fy)-(x) = (Fy)- (\  ll(Fy)-||/

Пусть л: 6 Й, Учитывая, что X
имеем

Fy{x)^{Fy) + {x)-\-{Fy)-{x)^—\ {Fy)~{x)

=^Fij{y),\{Fy)-\
II^  -II (f i/)-|| = (Fy) + (0) - (Fy)-( {Fy)-\\

где у определяется следующим соотношением:
если t таково, что Fy{t)>0,о

У(0 = {Fy)-\
, если t таково, что Fy(t)<0.

{Fy)-\\

Как показано выше, на элементе у достигается min Fy (^) ●

Вычислим Fy{y — у), ухщтывая, что

iFy) + {y) =0, (Fy)-{y) = -|l(Fy)-|[.Имеем

Fy(y~y) = (Fy)+(y-y) + (Fy)-(y-y) = -{Fy)^(v) -
-  - {Fy)-(y) = -(Fy) (y) - ll(/’i/)-|l-

миппмуА! фуикщюпа-
В c^y (2") элемент у, па котором достигается

ла / на Й, удовлетворяет условию

Fy(y) -^\\{Fy)y\ :=0.
может быть прпме-

Отметим, что для непосредстветгаого отыскания У
пей метод, описаипый в [6]. „ л\ / _ TmcbifiP

ж) Пусть X ~ L^nO ih Q = ix в X ^ О, \Ы\ = ■'
ренцируе^ый функционал, заданный на Q’п д^стигаюпщй там минимума
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в точке у; Q — певыпуклое мнонхество, не пмегощее внутренних точек; ко-
цус Ку = {0}. 1-1еобходнмое условие минимума в данном случае можно
установить с помощью предложения 7.

Опишем конус J)Iy. Пусть и = Ит Us, где у -f CsiZs б Q, as > О, as
Пусть, далее, Ei = G [0,1] |i/{i) >0}, Е2= б [0,1] |г/(0 = 0}.
Так как у + HsHs 6 Q, то: /ч/
1) I/+ ^ 0. откуда Hs(if) ’^ 0{teEo) п, значит, н (О '^ OituEz)',

\\У + ctsWsll = 1, откуда Ху + «зЩ, У + ^ Из этого условия

следует, что (у, iZs) =

0.

— \ а..|[щ||“,
О, и переходя к пределу, имеем {у, ii)

Такпм образом, конус Му состоит из элементов и таких, что {у, и)

=‘\y{t)u{l)dt = 0-, ii(t) >0; t%Ei. (Отметим, что если
данном случае неприменим, так как

Учитывая, что Cs

\кЕг > о, то

принцип Дубовпцкого и Мплютниа
конус Му пе является подпространством.)

Из предложения 7 следует, что должно

в

выполняться соотношение
(7)

min Fy{u) — 0-
■ибЛГ

Полошим t^Eu
t б Ez‘

о,t 6 Ei,
t б Ег,

Fy, rt
{FV){FvY =

Яспо, что Fy = [Fy)' + {FyY'‘ ^ ^ (Fii\" = 0.

Fy,О

Так как м (i) > 0 (г 6 й), то из W либо (Т’г/)' (i) = 0. либо
Анализируя условие (/), легко показа ,

{FyY{t) = —цг/(0, Ц > 0(i 6£^i). постигается
Таким образом, элемент у, на котороа[ Д

удовлетворять одиому из двух соотношении

мпнп.мул!, должен

Ру = — цу.

лазавшего на ряд
Fy = 0,

неточностей п по-
Благодарым В. Ф. Гапошкппа, уг

грешностей в рукописи.
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