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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ НЕОДНОРОДНЫХ
МОДЕЛЕЙ РАЗМЕЩЕНИЯ

А. А. КОРБУТ, В. В. МАЛИННИКОВ

(Ленинград)

Проблема размещения производительных спл является комплексной
математнко-экоиомнческо!! проблемой. При ее рассмотрении необходимо
учитывать большое число не только экономпческпх, но и внеэкономиче
ских (географпческпх, социальных, политических п пр.) факторов. Слож
ность п четко проявляющи1гся количественный характер основных зако-
HOMGpHocTeii OToii проблемы требуют прпвлеченпя для ее решения
современных математпческпх методов, т. е. в первую очередь создания
адекватных математпческпх моделей. Все эти модели  в Toii илп иной форме
являются моделями оптимизации (наиболее типично — мпнпмизацпп сум
марных затрат). При этом для многих моделей размещения в настоящее
время точные решения либо не найдены, лиоо не могут быть реально полу
чены из-за ограниченных возможностей имеющихся вычислительных ма
шин. Тем не менее задачи размещения представляют весьма благодарный
объект для применения математпческпх методов, так как ввиду огромного
объема капиталовложений, стоящего за любой практической задачей раз
мещения, выдача даже приближенного решения, хотя бы незначительно
улучшающего первоначальные плановые наметки, на деле приводит к боль
шому народнохозяйственному выигрышу (см. [1]). Поэтому для отдель
ных типов задач размещения представляется желательной разработка спе
циализированных приближенных методов. Ценность таких приближен
ных методов заключается еще и в том, что точные решения даже для
тех задач для которых методы их нахождения известны,— вполне могут

’  ̂ неизбежной неточности исходных данных,
доводку приближенного решения до

оказаться иллюзорными пз-за
II большие усилия, затрачиваемые
оптимума, часто не оправдываются.

Ввиду первостепенной роли, которую играет пространственный фак
тор в задачах размещения, подавляющее большинство моделей размеще
ния представляют собой модификации классической транспортной задачи,
хотя, разумеется выбор оптимального варианта размещения вовсе не сво
дится к установлению одних лишь рациональных схем грузопотоков. В на
стоящей статье мы также ограничимся в основном одноотраслевыми моде
лями размещения, представляющими собой обобщения транспортной зада
чи на случай неоднородной разрывной целевоп функции.

Статья является расширенным вариантом заметки одного из
ров [2].

Постановка задачи. Будем рассматривать следующую модель разме
щения. Даны пункты потенциального п^изводства Ai {i — 1, . . ., ту
с возможными объемами производства «j > U и пункты потребления Bj
(/ = 1 п) с объемом потребления Oj > U (речь идет  о производстве

о-

и потреблении некоторого однородного продукта). Предполагается, что

на

авт

7V■т

^ S ^}- (1)
j=lг=1

Оипмомнио и мп’ГсмнтичогнпР МбТПДЫ| ^
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Заданы "беотрицательные матрицы С = \\ Cij il П D  = 11 dij II.
Искомый план перевозок и размещения обозначим через Х= llajjj !!;

здесь под Xij понимается, как обычно, грузопоток пз Ai в В{. Предпола
гается следующая структура затрат на установление связи между и Ву.

Xij = ОО
C (2)ij {Xij) —

Xij > О ’“h

Ищется план X, не выводящий за возможности пунктов производства,
полностью обеспечивающий потребности всех потребителей и дающпн ми
нимум затрат (2) по всем парам И,-, Bj. Иначе говоря, требуется минимн-
зпровать величину

m п

(3)
i=l j=l

при обычиых условиях транспортной задачи
(4)

п

(5)а,-
j=i
т

2 (6)
j=l

Структура затрат (2) является вполне оправдаипой экоиомпческгт, осо
бенно в тех случаях, когда поставщики Ai являются не действующими,
а проектируемыми. Число dij можно интерпретировать, например
плату за пользование транспортпыми средствами, не зависящую от их
загрузки, либо как затраты на строительство магистрали от Аг к Bj, не за
висящие от будущих грузопотоков (в дальнейшем мы будем пользоваться
последней интерпретавщен).

Задачу (3) — (б) естественно называть траиспортно!! задачей с фпк-
спрованными доплатамп илп иеоднородпой транспортной задачей.

Если все dij = О, то задача (3) — (6) превращается в обычную одно
родную тралспортпую задачу.

В случае, когда

как

т п

> S bj, (!')
г=1 j=l

модель (3) — (6) является моделью размещения, так как ее решение, по
мимо информации о грузопотоках, дает также перечепь реально вводи
мых в действие поставщиков Ai (множество строк г, для которых есть
хоть одно Xij > 0), уточненные плановые мощности поставщиков

п

числа Xij

те тшры Ai, Bj, для которых Xij > 0).
К модели (3) (6) свод1[тся также ряд других реальных задач,

связанных с размещеиием.
Каковы же возможные подходы к задаче? Найти для (3) — (6) точные

специализированные методы, являющиеся обобщеппем известных методов
решения траиспортпой задачи, по-впдимому, приицппиалыто невозможно
из-за разрывности целевой функции (3). Ничего пе дает также сглажи
вание (2) посредством кусочио-липепиой илп гладкой функции (рис. 1),

II схему строительства магистралей (соединять нужпо

не
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так как соответствующпе функции оказываются вогнутыми. В связи с этим
сглаженная целевая функция (3) бз^дет иметь в области (4) — (б) несколь
ко локальных экстремумов, что сильно затруднит поиск глобального минп-
М3'’ма.

Один из подходов к точному решению задачи (3)
можиостн се сведепия к общей частично целочисленной задаче линейного
1трограл1Мироваг1пя. Способ такого сведепия был указан, например, М. Ба-
линским [3], см. также обзорную статью [4]. Он состоит в следующем.

(6) основан на воз-

♦dij

✓
f

t  /
I !I
1 1

СЛ1r f
I /
i

,/
t

0 m.-i//

Pnc. 2Pnc. 1
Требз'^ется наитп числа Xij п i/ij, минимизирующие линейную форму

m n

j=l

u подчиненные ограничениям (4) — (6), a также дополнительному огра-
ниченшо

(7)

(8)О

где
= min {a,-, bj)

(Определенные в (9) числа nnj служат оценками сверху для грузопото
ков, т. с. в любом допустимом плане транспортной задачи будет Xij ^ij*)

Сформулированная целочисленная задача эквивалентна задаче (3)
(6). Решение задачи (3) —(6), естественно, порождает решение цело-
численио!! задачи. Чтобы показать, что решение целочисленной задачи

|!г/?-|| является решением задачи (3) —(6), достаточно убедиться,

что г/й = 0, если 4 = О, ^ = еслп 4 > 0. Покажем справедли¬
вость, папрнмер, первого утверждения. Пусть Xi^j^  = О, а j/iojo > 0; тогда,
очевидно, векторы л 11уп, ● ● ● > jo-i- 0) Уго+и io+b ■ ● ■ ) удовлет-

доставляют линейной форме (7) меньшее зна-

чем векторы п Иг/?;!!- которые являются решением задачи.

Следовательно, = 0. Аналогично проверяется, что, если > 0. то

TTlij

воряя всем ограппчеппям

чепие.

Уг5   !●
К полученной целочисленной задаче применпмът общпе методы цело-

программпроваппя [4, б]; при этом их реализация,численного линеиного
несомненно, окажется для данпшг постановкп существенно проще, чем для
общего случая в сплу простой структуры матрицы огранпчеппй. Однако
большие размеры целочпеленной задачи (матрица ограппчепий при све
дении данной задачп к общей задаче лпиепиого программирования имеет

8*
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размеры 2тп X 2тп), а также «неустойчивость» методов целочисленного
программирования делают этот подход, по-видимому, малореальным.

Метод Балинского. В силу сказанного естественно пытаться построить
для задачи (3) — (6) специализированные приближенные методы. Про
стой приближенный метод был предложен в 1961 г. Балпнским [3] (см.
также [4]). Его идея заключается в следующем. Рассмотрим задачу (7),
(4) — (6), (8) без требования целочнслешюстп ji ij. Легко устанавливается,

что для любого оптимального решения \\х-\\ ||i//ll задачи имеетместо соотношение

(10)Xij = m-iji/ij.

В самом деле, если yjj = 0, то

няется."Пусть уц>0, но вместо (10)
и выше,

силу (8) и Xij = о, т. е. (10) выпол-
Чз < niijyij. Тогда, как

мы можем уменьшить yij, не нарушая ограничений задачи п

в

мы имеем х

уменьшая значение линейной формы (7). Поэтому такая пара Xij^ ji ij це
может войти в оптимальное решение.

Отсюда следует, что при поиске оптимального решения задачи (7),
(4) — (6), (8) без учета целочисленности можно выразить из (10)
через Xij-y

„  Уг} — / ^ij
И приитп К задаче минимизации линейной формы

m m
dij2 2 =2 2 ( (11)Xij
iriij

при ограничениях (4) — (6). Точное решение II однородной транспорт
ной задачи (11), (4) — (6) естественным образом порождает приближен
ное решение ||ztjl|, интересующей

Xij = ~ Oj

пас задачи:

если Xij =10,
(12)

y*j = 1, о  л
если Xij > 0.

Имеющиеся оценки отклонения приближенного решения (12) от опти
мума являются весьма грубыми и практически мало полезны. Однако бла
годаря своей простоте метод Балинского может широко применяться для

ол^ения приемлемых приближенных решений в реальных задачах,
также простое геометрическое истолкование метода Балии-

1таемся заменить па каждой магистрали (г, j) неоднородную
функцию затрат Cij(xij) (рис. 2)
которой не превышали бы однородной функцией значения

значений Cij(xij) для Xij ^ niij. Если потребо¬
вать, чтобы прямые CijXij
получим п CijXij dij пересекались при Xij = rriij^ то мы

CijTriij = CijTriij -1- dij,откуда
1

нейиойТонмьГт\?Д°^°”^^” транспортная задача с коэффициентами'ли-
неиио1ш{)ормы (13) есть попросту задача (И), (4)  - (6).
тельном м^нтпр^АтГгггр^я™^® Балинского. В Ленинградском вычисли-
гп т^йтттоттТсГ СССР был разработан метод улучшения приближенно-

рассматриваемой задачи, полученного по методу Балинского.
Идея этого метода заключается в следующем. В любом базисном плане

(13)
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1 1
Xij = Xij тхэаиспортыоц задачи с матрицей llCijH всегда существует по
крайней мере два таких x'j, что Xij = ?7iij. По тем парам {i, J), для кото-

= niij, затраты в задач1ах (3) — (6) и (4) — (6), (11) совпадаютXiрых

и равны CijXij + dij. Для остальных пар (г, ;) мы имеем Cijx'j + da

гз

X-ij

ITlij

Xij
<C Cij{x*j), так как для них <С 1. Из-за несоответствия затрат на этпх

iiiij

парах оптимальные планы обеих задач совпадать не будут. Поэтому при

мем, что в клетках {i, /), для которых xij = niij, структура затрат исход

ной задачи отражена верно п улучшения этого плана слеДует искать при
помощи перемещешш только на тех парах (г, /), для которых xij <Z niij.
Поскольку на этпх парах затраты в аппроксимирующей задаче занижены
против реальных, их следует пересчитать.

Это осуществляется следующим образом. В качестве первого прибли
жения к решению задачи (3) — (6) составляется и решается транспорт
ная задача с целевой функцией (И) (т. е. осуществляется методом Балын-

ского). В ее решении отмечаются те Xjj, для которых a:ij = т. е.

или xij = bj. Такие строки i п столбцы / назовем висячими
рядам и. После этого производится поочередное вычеркивание висячих
рядов II пересчет чисел й,- п bj (аналогичные действия выполняются в из
вестном методе минимального элемента). Именно, если Xij = а,-
киваем строку i и полагаем bj = bj
столбец / п полагаем ai = ai — Х{
bj = bj. После этого находим

вычер-
еслп Xij = bj, вычеркиваем

ij. Для остальных i, ; берем а\ = а,-,

1>

^ijy

niij = min {al, b]},
i

(9')
вычисляем

2  , ^i3
mi:

ij

задачу (меньшего размера!) с исходными дан-

(130

и решаем транспортную
пымп а),

2  1 ^
Мы имеем, очевидно, сц ^ Cij, так как rriij (вспомним, что на

чальное приближение c,j давало занижение затрат против реальных на
тех парах (г,/), где XijdTriij). Для оптимального решения новой задачи

повторяем процесс вычеркивания висячих рядов, пересчитываелс

Яг^ bj Cij и т. д. Таким образом, предлагаемый приближенный метод про
водится «циклами», на каждом из которых к вспомогательной задаче
(имеющей меиыпле размеры по сравнению с предыдущим циклом) при
меняется метод Балинского с пересчетом данных по методу минимально
го элемента. Этот процесс, разумеется, конечен, поскольку размеры вспо
могательной задачи па каждом шаге сокращаются хотя бы на единицу.

При этом на каждом цикле в окончательный план переносят те xij, кото-
торые оказались в висячих рядах.

снова
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Численные эксперименты показали, что предлагаемый метод моясет
дать снижение суммарных затрат против значения, получаемого по мето
ду Балппского, порядка 3% и более.

Остановимся на некоторых деталях, связанпых с реализацией этого
метода. При переходе к каждому следующему циклу может оказаться
целесообразным вычеркивать не все висячие ряды, а, скажем, один плн
несколько из них. Такая более тонкая «доводка» существенно увеличи
вает объем вычислений, но, как правило, приводит  к лучшим окончатель
ным результатам. Один пз возможных способов выбора вычеркиваемого
ряда указан в следующем разделе.

Однако при вычеркпвапш! одного висячего ряда процесс может ока
заться не монотонным, т. е. на шаге к i усеченной задачи (по сравне
нию с задачей на шаге к) мы можем получить план, который хуже, чем
часть плана, получепного на шаге к, соответствующая усеченной задаче
шага к i.

Алгоритм модифицированного метода Балинского. Рассмотрим более
подробно процесс улучшения плана, получаемого по методу Балинского.
Для этого, как ун«е указывалось в (3) — (6), по данной задаче строится
последовательность транспортных задач, причем задача 0 совпадает с за
дачей (4) — (6), (11).

Задача 0. Дано множество пунктов производства 1q  = , т) с

объемами производства

тов потребления /о = {1, 2, . . . ?г) с объемами потребления

(6j,/6/o). Требуется минимизировать

S S
i6Jo

о
i б/о(Яг^= йг, г 6/о) . Дано множество пупк-

] б /о

а,-I 5

о
(11-0)CijXi-j,

где
dijо

(13-01Cij — Cij -{- — оТП'^
г;

= min {я?, ь]}
о

(9-0)ТПии
при ограничениях

(4-0)

tGlo

(5-0).0 г б/о,= а г )

(6-0)7 б/о.

Пусть II Xij [|

чисел Ui, i 6 /о, Vj^ j б 7q, таких, что cS*,- >- —

оптимальное решение зада

^ 7 о П п ч ^ )
X 7 о и сц — ^3

чи О, т. е. существует система

и\ для любой пары (г, /) 6 /о Xо
— Щ для

(‘■Л= {(г,/) |(;,7)е/„х/о . ж
Обозначим

/о= {i|f67o,4i = a?}, = ь?}.о
h = (Л; б7о,

Очевидно, что хотя бы одно пз этих множеств и© пусто. Рассмотрим

индекс ]{Ц б 7о, что Xij{i) = д ®i б /о. По определению /о найдется такой
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Найдем
●  / О 0 , 0. .0

min (Cjj — yj -г Wi) = Oi

Аналогично для любого / 6 Jo найдется такой индекс i{j) 6 Iq, что XiV)j =

(14-0)
о

о
= bj. Найдем

min (Сг/ — + =
гфг(.з)

Величина 6г^ (А/), характеризует i-io строку (У-п столбец^. Она показы
вает, насколько увеличится стоимость перевозки единицы продукта, выво
зимого (привозимого) из i-ro пункта производства (в /-ц пункт потребле
ния) , если план перевозок пзменптся в i-й строке (/-м столбце).

Рассмотрим

(15-0)

(16-0)max
гб1о, j6Jo

Обозначим
о

Го = {i 1 г б Го, б? = Jo = а 1 / о Jo, А] =
Плану \\х%\\ в задаче (3) — (6) соответствует значение формы (3),

-S S =
?б1о

равное

Вычислим

S_c,.(xW) = ®.2
Задача 1.Дапо множество пунктов производства /i = 1о\Хо с объема¬

ми производства <ii, i 6 Ii, где
аГ = а г ф {j I хц° = bf, ; б Jо'},

-S xUe{i\xb = bliefo}-
ieJo

.0
1 )

о
а\ = at

Дано множество пунктов потребления Ji — \ Jo с объемами потреб¬

ления bj,; б /i, где

i^To},
о

/Ф V\^%

=  ie{j\^b = ^b

= а,-11

ie 1о

Требуется минимизировать

Ь/ =' bj^

(11-1)2
гб/i гбТе

где
dij I ^ij,

= min {a}, б5}

(13-1)1
Cij — Cij

(9-1)nii

при ограничениях
Xij — dit

i€/i

— ^5. /e

(5-1)teii,

(6-1)/i.
i€/i
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Пусть II II — оптимальное решеине задачи 1. Вычлслпм

S 2 (^ij) “ Ф
  гб/i j6/i

Если Ф1 ^ Фо, переходим к задаче 2 по правилам, описанным при пе

реходе от задачи О к задаче 1, используя план lia^Jjll, / 6 Л. Если
переходим к задаче 2 по тем же правилам, используя план

||а:о11, г e/i, 7 G и т. д.
Опишем переход от задачи А: к задаче k-j- 1.

Пусть IbJ'jll, г G Д, 7 G Д —
Вычислим

1-

Ф1 > Фо,

оптимальное решение задачи /с.

2 2 ctj (^ii) = Фл-

Если Фа ^ Фа-1, то находим множества

Гб= {фб4,4 = 4}, л= {;|;6 7,„4j='bi}.
Для каждого г 6 /а находим

min (dj — Vj -j- Ui ) — бг . (14-Л-)

Для каждого 7 G /д находим

min (с<* — -j-u?) = Aj. (l5-/c)
Рассмотрим

max^ {6*,
j e/fe

A?} {i6~k)
Обозначим

= {i I i e 6? = . 7^ = {;● I / 6 7s, д,"Вычислим

2 „  2 _ С..ду :=ф^
г6 Т*\/а';6 Jk\^k'

И переходим к задаче А: 4- 1,

Задача 7с + .1. Дано
с объемами производствамножество пунктов производства Д+i = Д \

А+1 h

’  ‘■e0■ |4 = ^^ /еЛ}.

«г = а,-

пунктов потребления Д.4.1 = /а \ 7а' с объемами

г I

а;*/ о

Дано множество
требления по-

А+1

Ь^^^ = ь^~~ S

Требуется минимизировать

j 7$ {7|a:fj = af, i^Tk},

Д  1G {/ I Xij ik
■г t el'k}.
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k+iS 3 dj
гб1 jGjh + i k + i

где
h+l k+l

—  “h ^ij/

. bi }
k+l

= min {ai

(13-(^+l))Cij

k+i
(9-(/. + l))iriij

при ограничениях

(4-(A: D)I

k+lS i 6 Ik+i, (5-(/^ + l))Xxj — 0,1 »
ft +i

3 Xij = . / 6 Jk+u
iGl Л + 1

Если Фй ^ Фа-1, to переходим к задаче ^ + 1 по известным уже пра

вилам, используя план \\ Xij ||, / б In, j б Jk. Если Фа > Фа-ь то переходим
к задаче /с + 1, используя план

и4"' ii. i^h,

За приближенное решение задачп (3) — (6), (И) возьмем X = \\ Xij

^ б А
если i (: пли

.0 еслиXi ̂ ИЛИ о?»л

xhXij 1»гл

если i^Ik или i^Jk-

;6 7fe.

/б Л
/ б А

k
^ijf

Рассмотрим реализацию изложенного алгоритма па примере.
Пример

40 60 30 80 70

11 70 10 30 6 400 7 340120 10 110

12 1203 500 9 240 8  90 12 170«г 9^ \
t

70 7 140 И  60 7  130 10 2409  100

В левом верхнем углу каждой клетки стоит cij, в правом — dij.
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Задача О
3040 60 80 70

12.75 10.50 19.33 11.25 11.57 о

50 70120

15.50 11.00 13.50 14.43 ●2.5013.00 оiq
оЧ 10 30 50 90

10.50 10.67 13.00 8.86 13.43 2.14

3070 40

12.64 10.50 8.50 11.00 11.57
о
3

■п / ● О о II о I,
в левом углу клетки {i, ]) стоит cij, в центре — lla^ijll — оптималь

ный план задачи 0. План || получен по методу Балийского, п ему соот

ветствует значение формы (3), равное 3480. Имеем

и = Л, и = {3}, = 6,64, Фо = 3150.

Задача 1

40 60 80 70

12.75 10.50 11.25 11.57 О

120 40 10 70

—2.5015.50 13.00 14.00 14.83

а\ 60 60

2.3913.4310.50 10.67 8.86

70 70

12.75 10.50 11.25 11.57

●^11— оптимальный
1

В левом углу клетки (?', /) стоит Cij, в центре —
задачи 1. Получаем Ф, = 3130 < Фо, Г/ = К 7i = (5}, = 0,76,

Xij,

Ф, = 2340.
план
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Задача 2

д
40 60 80

12.75 10.60 13.80 о

50 40 10

—2.4015.50 13.00 14.00
«I

afeo 50 10

3.7410.50 10.67 8.86

7070

12.75 10.60 11.60

2
Vi

Здесь Ф? = 2190 < Oi, Тг' = {3}, 7г' = А, = 1Д9, Фа =' 1570.

Задача 3

40 1060

12.75 10.60 41.00 О

40 1050
3

Ч 15.50 13.00 24.00 —2.40

50 1060

12.75 10.00 21.60

Фз = 1570 ^ Ф2, 1з = Л, 7з = {4}, Я.З = 19,40, Фз  = 1330.

Задача 4
Ь*
}

40 60

12.75 10.60 О

50 50
4 4«_●

—3.20 '15.50 13.80

4050 10

12.40 10.60
4V;3

/4= Л
1

Л = {1} = 0,35.Ф4 = 1480 > Фз,
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За приближенное решение исходной задачи примем плап хгг — 30^
●2^15 = 70, xzk = 70, а:24 = 10, хц = 40, Xi2 = 10, 2:22 = 50.

Значение формы (3), соответствующее этому плану, равпо 3330 (метод
Балийского дает значение 3480).

Условия рассмотренного примера взяты из работы Р. А. Поляка [6].
Предлагаемая им методика приводит в данном примере к тому же зна

чению суммарных затрат.
Как уже отмечалось, при реалпзацип этого процесса для задач боль

ших размеров можно при переходе от шага к к шагу  к -\- i {к = 0,1 . . .)
вычеркивать в оптимальном решении задачи к все висячие ряды. Это су
щественно уменьшает объем вычислений, но может привести к плану,
которому отвечает большее значение формы (3).

Дополнительные замечания. Как основной вариант метода Балппско-
го, так и описанная здесь его модификация первоначально предназнача-

т  п

лись для решения невырожденных п сбаланспрованпых задач: 2 ~
i'=i j=i

Между тем для задач размещения характерна значительная несбалаиси-
т  п

рованность («открытость»): 2 Бсно, что при наличшт фшксп-
г=1

рованных доплат вырожденность задачи оказывается только выгодной: чем
более вырожденной является задача, тем меньшее число ненулевых хц
будет фигурировать в окончательном плане, и, следовательно, в целевую
функцию (3) войдет меньшее число слагаемых d^. То же справедливо для

j=i

пm

несбалансированных задач, так как с ростом разпостп 2
3=1г=1

ко-

лпчество ненулевых Xij в оптимальном плане убывает.
Опыт показывает, что при значительной несбалансировапности обычной

транспортной задачи (без фиксированных доплат) ее целесообразно ре
шать не стандартными методами, а методом минимального элемента: как
правило, сразу получается либо оптимальный, либо весьма близкий к нему
план. При осуществлении этого процесса легко построить попутно и соот
ветствующую систему потенциалов, что упрощает проверку оптимальности
полученного плана.

Если данная однородная транспортная задача является аппроксими
рующей для неоднородной задачи размещения (на одном из
санного процесса), то ее целесообразно решать методом
элемента в сочетании с предложенным Куном [7] приемом, искусствен
но усиливающим вырожденность задачи. Этот алгоритм
в следующем.

этапов опи-
минимального

заключается

1. Найти mincij.

2. Задавшись некоторым Д > 0, сравнить | I ^ Если
—  >Д, положить Xi^ = max {аи, Ь^Л и вычеркнуть строку k

и столбец 7о.
3. Если \ аи ~ bj,\ > Д, найти хии = min bjo}. Если этот минимум

есть вычеркнуть из матрицы строку io и положить bj/ = bj# — ^tojf
Если ^НИМуМ есть bj„ вычеркнуть столбец /о и положить П,, —

4. Повторять процесс над суженной матрицей до тех пор, пока не будут
вычеркнуты все столбцы (напомним, что на последнем шаге этого процесса

<2гго
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В невычеркиутых строках i будут стоять недоиспользуемые мощности
п

j=l

«Шаг вырождения» Л здесь представляет собой максимальную величи
ну, на которую допустимо изменять величины ai п Ьу, для создания допол
нительной вырожденностп. Можно дать лишь самые примитивные реко
мендации по ее выбору (прямая пропорциональность запасам и потребно

обратная пропорциональность ценностп единицы груза n т. п.).
В ходе вычисленп11 А целесообразно варьировать.

Из сказанного выше не совсем ясно, что следует понимать под «значп-
тельпо11» песбаланспроваиностыо задачи. Затрудняясь пока дать точный

m  71

ответ на этот вопрос (степень влияния разности j  ^ — 3 колпче-
У  7=1

ство ненулевых хц в оптимальном плане связана также и со структурой
матрицы II Cij II), мы предоставляем его практическое решенпе опыту п ин
туиции читателя.

Использование описанного приема решения вспомогательных задач
каждой итерации позволяет довольно быстро решать вручную задачи
чптельных размеров.

Обобщение метода Балинского на общую задач>^ линейного программи
рования с разрывной целевой функцией. Идея метода Балинского может
быть пспользовапа также для приближенного решения общей задачи лп-
иейного программирования с неоднородной разрывной целевой функцией.

Эта задача заключается в лгинимпзации

стям

на
зна-

п

2 ̂3 (^з) (17)

при ограничениях

(18)
j=i

где
( CjXj -f- dj Xj ':> о

Xj — 0.i^i) = { (19)Cj 0

Предположим, что для переменных Xj заданы (или найдены) их верхние
границы к). Числа kj могут быть определены пли из существа задачи, пли
из вида ограничений (18). Например, если все aij  ^ 0, то

.  bi
k 7 = 1,..j — mm

7|Oij>0

п.● ,

Рассмотрим вспомогательную задачу линейного программирования,
стоящую в минимизации линейной формы

со-

diS ( + (20)Xj
kjj=i

при ограничениях (18).
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Пусть вектор х* = , Хп*) является оптимальным решением за¬
дачи (17) — (19), т. 6.

п п

min 2 + dilkj)xj = 2 (^i + djfk^)x* = Фо.
j=i

Вектор X* примем за приближенное решение задачи (17) — (18). Зпа-
п

чение формы (17) при этом будет равно Ф1 = 2 ПУ^'^ь вектор

X® = (a;i°, . . ., агп*^) доставляет глобальный минимум форме (17), т. е.

3=1

п п

min 2
3=1

Очевидно, что Ф ^ Ф1, т. е. число Ф1 является оценкой сверху для
минимума формы (17). Покажем, что число Фо является оцсыко11 спизу
для минимума формы (17).

Очевидно, что при любом допустимом векторе х = {xi, . . . , Хп)

2
з'=1

п

2  + ̂ 3-Ai)a^j < 2 ‘^з(^з)
3=1 3=1

справедливы следующие неравенства:

Фо = min 2' (cj + dj/kj) ^ ‘2 i^3 + dj/kj)Xj ^ 2 *^3(^3°) —Ф-2!j
3=1 3=13=1

Нахождение локального минимума. Трудность решения задач линейно
го программирования с разрывной целевой фупкцие!! заключается в том,
что целевая фзункцня па многограннике допустимых pcineiniit может иметь
несколько локальных миипмумов. Нетрудно видеть, что все локальные
минимумы достигаются на вершинах многогранника в случае как транс
портной задачи, так и общей задачи линейного программироваппя. Это
позволяет находить локальны!! мшшмум целево1г функцпп методами лп-
HeiiHoro программирования.

Рассмотрпм алгоритм нахождения локального мпппмума в транспорт
ной задаче, предложепны!! в иной терминологии Р. А. По.ляком [6]. Для
простоты изложения будем предполагать, что в (1) стоит знак равенства
и что задача невырожденная.

Сформулируем задачу (3) — (6) в терминах теории графов [8]. Дан
полный простой граф Го = (Z, У, Г), т. е. У = {гД

= Ьл), r(Zi) = Y,V(y,) = Л, г = 1 =

Вершина Zi соответствует г-му пункту производства, она соединена со все
ми вершииамп ji j, / = !, . .
леиия. п, которые соответствуют пунктам потреб-● ?

 , а вершинах графа задана функция /, такая, что f(zi) = «г, fiUj) =
— Oj. Каждой дуге (i, ;) сопоставлены числа dj и dij. Затраты при ис
пользовании дуги (i,/) равны CijXij dij. Требуется иайтп план перево
зок l|a:i,; lli удовлетворяющий (4) — (6) и миппмпзинующий общпе рас
ходы.

Рассмотрим некоторый базпсиый план llxtj ll. С этим планом связан
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частпчиьп! граф Fi = (Z, У, Г'), который является деревом. Здесь

ГЧ^г) = 0}, Т'(у^) = А, j = 1, .. . , п.
Возьмем дугу (io, /о) б Го, (io, jo) Ф Ti. Эта дуга образует цикл с неко

торыми дугами из Fi. Число дуг в цикле четное. Обходя цикл в надравле-
Ш1Н ориентации дуги (io, 7о), пометим знаком плюс дугу {io,jo), знаком
минус — следуюш;у10 и т. д. Обозначим через бг, j  = min Xjj, где U~ — мно-

жество дуг, помеченных знаком минус (аналогично определяется t/+).
Вычислим величину

^iojo ^iiji S  S "1~ ^iojo
+a. j)6n

Если 6iojo < 0, TO строим новый план: a^iojo = Sfijp ^г/ =

если (ij)ei7+, x-i/— Xij — если (i,j)eU~ и Xi/— Xij, если

Очевидно, что значение целевой функции (3) при плане II хц'\\ меньше,
чем прп плане llxijll- Если нрп некотором плане l|a:tj°ll Для всех дуг
(*о, 7о) ^ Fi мы будем иметь 6iojo ^ 0> то план II II доставляет локаль
ный минимум функции (3).

Подчеркнем, что этот процесс, являющийся аналогом метода потен
циалов, дает лишь локальный, а не глобальпый мппимум.

Для общей задачи (17), (18) с неоднородной целевой функцией (19)
также можпо указать метод нахождения локального минимума, являю-
щп11ся непосредственным обобщением симплекс-метода. Оппшем его.
Пусть X = \xi, . . . ,Хп) — некоторый базисный план рассматриваемой
дачи, Ай — вектор-столбец с компонентами (&i, 62,  ● ● ● , Ьт), Aj — вектор-
столбец с компонентами a2j, . .., amj) - G планом {хи. . - tXn) свя
зана система т лпиейпо независимых векторов

за-

Аи А2, ..., Ат

п

II значение целевой функции, равное zo = 2 (^i) ● небазис
j=i

ный вектор Aj, ;■ = Hi 4" 1, ● ● ● ? является линейной комбинацией базпс-
т

ных: Aj = 2 y-dAu вектор равен Ло = 2

Найдем
1=1г=1

Xi Хи
0j z= min

^ioi

Обозначим Zj = 0j 2
t—1 .

Если Zj > QjCj -|- dj, TO вместо вектора Ai„ вводим в базис вектор Aj п
строим план: Xj' = 0j, х/ = Xi — QjXij. С новым планом связано зпаченпе
делево11 фуикцпи, равное

= 2 СзЫз) = 2 — 0j?.ij)-|-сДеЧ =2'
г=1г=1

т т

= 2 “ 2 At'i + A- dj~ dia =
1=1 1=1

— {zj — (Cj-Gj -f- dj)) < Zo.ZiI Q
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Если все Zj ^ QjCj dj, то план х = {хи ● ● ● i ^п) доставляет целевой
функции локальный минимум, т. е. ып на одной соседней вершине много
гранника значение функции (17) не меньше.

Другие постановки задач размещения. Укажем прежде всего одно не
посредственное обобщение описанной выше неоднородной транспортной
задачи. Пусть в условиях этой задачи с данными аи bj, lldjjll,
i б / = m}, / б / = {1, . . . n) определены, кроме того, разбие¬
ния множеств индексов / = 7i U U ● ● ● U 7 = Л U  U ● ● ● U 7^9 ы задана
матрица || !1, а = 1, . . . , р, р = 1,. . . , д.

Введем величины

(21)

где функции Cij(xij) определены согласно (2).
Пусть

Сар Ч“ бар СаЭ О
ЕМХ)= { (22)О Сар — 0.

В качестве целевой функции задачи рассмотрим

р  я

S 3^«э(х). (23)
а=1 Э=1

Требуется найти X = Ц rcjj ||, удовлетворяющпе условиям (4) — (6) и
минимизирующие функцию (23). В подобных задачах величины бар есте
ственно назвать ф1[КСпровапиыми доп.чатамп второго ранга. Можно, ра
зумеется, дать сходные формулировки и для задач с доплатами трех и бо
лее рангов. При р — /л, q = п поставленная задача сводится к задаче
(3) (6) с dij' = dij -|- Сар.

Доплаты второго ранга легко интерпретировать, например, следующим
образом. Пусть разбиение множеств I и 7 отвечает естественным разбие
ниям пунктов производства п пунктов потребления по географическим
районам. Тогда под вар естественно понимать затраты на сооружение ма
гистрали от районов производства а к районам потребления Р, а под da —
сумму затрат на строительство въездов из пунктов  i на магистраль (а, р)
и иа строительство выездов с нее к пунктам / (т. е. dij = dia + rfpj). При
этом магистраль (а, Р) строится или нет в зависимости от того, предусмот
рено ли в плане установление связи хотя бы одного пункта i из района а
хотя бы с одним из пунктов J из района Р; еслп такая связь имеется, то
затраты бар производятся один раз независимо от числа связей между
аир.

К ОТОЙ модели легко сводится, например, модель размещения, в кото
рой требуется минимизировать

т

2 2^ij(2^ij),
i~l i=!l

где

2 > о,“Ь di при
Cij (^tj) —

n

2  == 00 при
3=1
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при условиях (4) — (6). Здесь фиксированные доплаты di отвечают едп-
новременпым затратам на организацию производства  в пункте Ai, не за-

п

V.висящим от объема его выпуска Xij.
j=i

Указаппое сведение выполняем, полагая в модели (23), (4) — (6)

dij = О, бар — di, р — т, (] = 1.

Обобщение изложенного подхода на модель с фиксированными доплата
ми двух рангов, несомненно, представило бы большой интерес.

Отмстим, что фикспрованные доплаты могут быть естественно учтены
15 рамках многоэтапных моделей размещения,
В. А. Машем [9].

Аналогичная модель, учитывающая также зависимость затрат на про
объема, рассматривалась И. В. Гирсановым п Б. Т, Поля-

рассматрпвавшихся

пзводство от его
ком [10].

По поводу некоторых других математических моделей размещения
обзорным статьям Л. Е. Минца и Ю. Ю. Фпнкель-отсылаем чптателя к

штейна [11] и А. Г. Аганбегяна [12].
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