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В статье рассматривается простой алгоритм выделения
тельной машине критических путей в ориентированном графе без конту
ров *. Алгоритм описывается так, что переход от этого описания к програм
ме на конкретную вычислительную машину весьма прост. Количество
тактов машины, необходимых для выделения критических путей по этому
алгоритму, равно р-с, где р ~ число дуг в графе,  а с — константа, завися
щая от системы команд машины. Автор составил вариант
в котором с ^ 26 (см. раздел 4).

Алгоритм, излагаемый в настоящей статье, представляет вариант из
вестного алгоритма Форда [1]; поэтому автор подробно останавливается
лишь на специфических вопросах реализации его на ЭВМ. Данный алго
ритм отличается от известных вариантов алгоритма тем, что в процессе
выполнения каждого этапа вычислений просматриваются не все дуги под
ряд, а после рассмотрения каждой дуги определяются очередные
подлежащие рассмотрению. Указанное обстоятельство

на вьгчисли-

программы,

дуги,
позволяет сущест

венно сократить программу всей задачи и соответствевгно уменьшить
чество необходимых машинных операций.

В отличие от алгоритмов, описанных в работах [2]  и [3], программа,
реализующая предлагаемый алгоритм, может эффективно использовать
внешнюю память вычислительной машины.

1. Постановка задачи. Пусть задан произвольный ориентированный
граф без контуров, имеющий п вершин и р дуг, и каждой дуге поставлено

соответствие некоторое неотрицательное чпсло, которое будем называть
длиной дуги. Обозначим через х<^ множество вершин, в каждую из которых
не заходит ни одна дуга. Для каждо11 из оставшихся вершин среди всех
путей, ведущих к ней от элементов множества xq, нужно выделить такой
путь, чтобы сумма длин дуг, составляющих его, была максимальной. Тре
буется вычислить также соответствующую сумму длин дуг, которую мы
будем называть максимальной длиной путп до данной вершины **

2. Величины, используемые в алгоритме. Введем в рассмотрение сле-

коли-

в

дующие велпчпны.
1) Вектор А пз р компонент.
Каждая компонента Ai вектора А соответствует некоторой дуге i и, в

состоит из трех величин: аи С{.свою очередь.
Величины di и bi задают соответственно номер вершины, из которой

исходит дуга г, и номер вершины, в которую заходит дута i.
Величина Ci — длина дуги L

* Автор придерживается в дальнейшем термппологип, принятой в работе [I].
** Из дальнейшего будет видно, что предлагаемый алгоритм можно, слегка из

менив, применять II для определения мпнпмальноп длины пути.
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В дальнейшем предполагается, что компоненты вектора А перенумеро
ваны так, что они образуют группы; сначала идут все дуги, исходящие из
какой-либо одной вершины, затем все дуги, исходящие из nio6oii другой
вершины, II т. д. Нумерация внутри группы произвольная.

2) Вектор В из п компонент.
Каждая компонента Bj вектора В состоит, в свою очередь, из шести

величин: Ц, gj, hj, Sj, rtij.
Величина Ij — число дуг, заходящих в вершину с номером /.
Велпчш1а fj — помер ij, с которого начинаются компоненты вектора А,

соответствующие дугам, походящим из вершины j (т. е. Ац — первая ком

понента, для которой aij — j).
Переменная величина gj в конце вычислений станет равной максималь-
длине пути до вершины с номером /. Вначале gj = р, j = 1,2, . . . , ?г.

Перемеш1ая величина hj к концу работы станет равной номеру той вер
шины, из которой исходит дуга максимального пути до вершины /, заходя
щая в вершину /.

Величина а = {si, S2, . . . , s„) — переменная. В процессе вычисления в
последовательные компоненты этой величины попадают номера вершин,
подлежащих обработке (см. ниже описание алгоритма). Вначале запол
няются лишь /с первых компонент si, S2, . . ., Sh этой величины {к — число
вершин, принадлежащих множеству хо, а si, 5г, . .  . , 5^ — номера этих
вершин).

НОИ

Величина nij
Рассмотрим ’

— это число дуг, исходящих из вершины с номером J.
также две скалярные величины а и ql, положив вначале

= О и (/1 = /с + 1.
Следует отметить,

вектора А. Остальные
что задача полностью описывается заданием лишь
величины носят вспомогательный характер и либо

нужны, по существу, для организации алгоритма, либо введены для упро
щения понимания алгоритма. В дальнейшем будет рассмотрен вопрос
том, как лучше организовать
величины можно

3. Описание

о
программу по данному алгоритму и какие

исключить,
алгоритма. Алгоритм может быть записан в следующемвиде.

^ ^ единицу. Если величина q стала равной п 1, то
тсгг,,; закончен. В противном случае полагаем вспомогательную ска
лярную величину г равной /

2. Пользуясь -
личину г1 равной Ь

3. Уменьшаем
4. Если

*5-

полученным значением г, полагаем вспомогательную
г, а вспомогательную величину г2 равной <2г.

на единицу значение величины Iri.
ЧВТ1ЛГ о значение величины In стало

У 91 равной г1 п увеличиваем ql на единицу.

П. 6,'в протиотом™""'*
+ Сг, hri = г2.

7. Есад ве^^^^ единицу к г и вычитаем единицу
то переходим равной нулю, то переходим к п. 1, если нет,

значения^длин^^ выполнения данного алгоритма величины gj принимают
ваются максимальных путей, а сами пути оппсы-
ны из которо"^'^” Д^и^^'^’в^тельпо, значение hj есть номер той верши-
ную вершину с ®^7°^^^твл^тся переход по критическому пути в очеред-
ттпйттт.тттлтгргг nor.. к ^^^им образом, значеиие hj представляет номер

на критическом пути. Аналогичным обра-
ут волучены номера других вершин. Процесс продолжается

ве-

равным нулю, то полагаем вели-

то сразу переходим к
случае выполняем следующие вычисления: gn = grz +

из т^.
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ДО тех пор, пока не будет совершен переход к вершине, номер которой при
надлежит множеству хо.

Заметим, что величпны at (i = 1, 2, . . . , р) н nij (у = 1, 2, . . . , п) пс-
пользовалпсь в алгоритме лишь для определения конца обработки группы
дуг, псходягцих из данно11 вершины. Вместо этого для той же цели доста
точно ввести двоичную величину Яг, которая равна единице, если данная
дуга — последняя в группе, и равна пулю в противном случае.

Прнведепны!! выше алгоритм можно теперь записать  в следующем
виде.

1. Прибавляем к q ед1шицу. Если величина q стала равной 1, то
алгоритм закончен, в противном случае полагаем вспомогательную вели
чину г2 paBHoii Sg, а вспомогательную величину г равной /г2.

2. Полагаем вспомогательную величину г1 paBiroii Ъг.
3. Уменьшаем величину /,i на единицу.
4. Если величина In стала pannoii нулю, то полагаем Sqi — г1 и прибав

ляем к qi единицу. В противном случае переходим к п. 5.
5. Если выполнено неравенство gri ^ ё'гз + Сг, то переходим к п. 6,

в противном случае выполняем вычисления; gn = gr2  + Сг, h,-i = г2.
6. Если а,- = 1, то переходим к п. 1, в противном случае прибавляем

к г единицу и переходим к п. 2.
4. Оцеика используемой памяти и количества машинных тактов. Под-

сначала число двоичных разрядов, необходимых для размещения
в памяти машины введенных выше векторных величин.

Число разрядов, необходимых для записи всех величин Ьг и d{ {i = 1,
2, . . . , р), примерно равно (lg2 ^ + 1) -Р-

Пусть для записи максимальной возможной длины дуги требуется
двоичных разрядов; тогда для размещения всего вектора А потребуется
примерно [(1§2?г-|-1) двоичных разрядов.

Далее, пусть для записи длины максимально возможного пути требует-
N-Z двоичных разрядов. Тогда для размещенпя вектора В в памяти

потребуется примерно (lg2 Р + + 3 lg2 п) ■ п двоичных

считаем

ся
машины
разрядов.

Общее число двоичных разрядов, нужных для размещения всех вели
чин, /Vn, может быть определено по формуле

/V. р (iVi -h lg2 + 1) + (Л^2 + 3 lg2 п + lg2 р) .

Практически (на наиболее распространенных машинах п для типовых
задач) обычно требуется р ячеек памяти для размещения вектора Л п 2/г
ячеек для вектора В.

Оценим теперь число машинных тактов, необходимых для реализации
предлагаемого алгоритма на вычислительно!! машине. Очевидно, что пско-

число тактов пропорционально первой степени р. В зависимости
вычпс^штелыш!! машины п кодировки исходно!! информации коэффициент
про.порцпопальности может быть различным. Автором составлена програм
ма из 32 команд, реализующая данный алгоритм на машине М-20 при

предположениях: п ^ 500, р ^ 3000, Лд 12 Л’г ^ 24.

отмое

следующих
Впутреший! цикл обсчета последовательных дуг содержит 26 команд,

каждая из которых выполняется не более одного раза при обработке оче-
редпо!! дуги. Остальные б команд выполняются по одному разу при каж
дом переходе к обработке новой группы дуг, исходящих
вершины (п. 1 алгоритма). Векторы Л к В занимают
р  п ячеек. (Всего имеется два массива ячеек: в каждой ячейке одного из
них содержатся компоненты векторных величин: 6, с, а, 1^ h, а в калщой
ячейке другого — компоненты векторных велпчнц s, g, и, f).

из очередной
в памяти машины
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При реализации алгоритма на машине, имеющей четыре индекс-реги
стра и команды сборки разрядов ячейки по заданной шкале [4], число
команд уменьшается более чем на одну треть.

Отметим также, что при реализации алгоритма можно (до известных
пределов) эффективно использовать внешнюю память машины. При этом
во внутренней памяти машины нужно иметь лишь 2п ячеек под величины
вектора В и массив ячеек для одной группы дуг (величины а, Ъ, с), исхо
дящих из какой-либо вершины. Вызов 1шформацпи для любой другой груп
пы дуг MOHtHo осуществлять по номеру вершины (подобно тому
производится вызов стандартной программы по ее номеру в интерпрети
рующей системе ИС-2, широко используемой при эксплуатации машины
М-20 [5]). В соответствии с рассмотренным алгорптмод! каждая группа
вызывается во внутреннюю память машины только один раз и сразу ис
пользуется.

5. О задании исходной информации. Удобно
чальных данных те величины, которые использовались в оппсании алго
ритма. Однако в работах такого рода обычно принято
ную информацию задают в виде случайной перестановки

. тора А {а, Ь, с). В этом случае легко построить дополпптельпую  программу,
преобразующую исходную информацию к виду, удобному для работы пред
лагаемого алгоритма (дополнительная программа может быть реализована
за ci*p машинных тактов). После этого
ренный в настоящей статье.

как

задавать в качестве на¬

считать, что исход-
компонент век-

применяется алгоритм, рассмот-
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