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Используя не слишком строгую термппологию, можно сказать, что так
как дпсперспя есть мера неопределенностп, то из математической модели
коллективной оценки вытекает следующее. Неопределенность коллектив
ного мнения в общем случае выше, чем средняя неопределенность мнения
отдельного эксперта.

Наибольшее распространение йштод экспертных оценок в настоящее
время находит в сетевом планнроваппп, где таким способом определяется
длительность выполнения каждой операции, входящей  в сетевой план.
Практика расчета ипдетермпнпровапиых сетей по оценкам одного экспер
та показывает, что получающаяся при таком расчете дпсперспя продолжи
тельности критического пути получается слишком заниженной (даже при
применении формулы/)= (& — а)2/25, не говоря уже  о формуле Z? =
= {Ь — а) ̂ /36). Использование моделей коллективной оценки устраняет
этот недостаток и, кроме того, уменьшает влияние субъективных ошибок.

Итак, метод экспертных оценок позволяет выразпть печеткую, пптуи-
тиввсую информацию специалистов-экспертов в теоретико-вероятностных
терминах. При этом понятие «вероятность» в данном аспекте имеет смысл
меры ожидаемости.
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ЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ С НЕСКОЛЬКИМИ ЦЕЛЕВЫМИ ФУНКЦИЯМИ

X. ЮТТЛЕР

(ГДР)

Постановка задачи. Существуют некоторые методы математического
програшгарования, позволяющие выбирать из многочпсленных допусти
мых годовых производственных программ такой вектор проговодства, ко
торый приводит к мнпмуму или к максимуму определенной в
замсимости от заданпон цели. До сих пор па практике прпходплось до-
вмктвоваться методом линейного программирования так как, несмотря
нГпГиблютапный его характер, он представляет собоп значптельнып шаг
вперед по сравненшо с применяющимися ненаучными методами решения
подобных задач.

Модель лпиепного
чп будет использована
производственную программу,

погпаммированпя для рассматриваемой здесь зада-
следующей форме. Пусть требуется определить

оптимальную относительно заданной цели

п
в

(1)С^Х

АХ = Ь,

ext

(2)при условиях:

(3)

тт .. TX.UTTT RPKTOD производства обозначавтся через X, век-
Искомып оптимальны!! вектор F _ ̂  ^ Условия, которые следу-

тор коэффициептов .^Д^енпоп программе, даны системой уравне-
ет учесть в годовой производств которые встречаются обычно в
НИЛ (2). Как известно >юлов11я форме равенств. Итак,
форме неравенств, приведши (группы машин, виды
(строкам матрицы А соответству ^ задаче,
материалов и т.д.),интересующ ^содержаться огранпчения объема

В этой системе могут естественио
производства. На размер

Другой стороны,
часто приводят

влияют, с одной стороны, пропзводст-
технические возможности действую-

необходимостп значительно сокра-венные условия и, с
щей ЭВМ

к
. Последние

щать размер системы строкам матрицы
Соответствующие отдельп ! объемов производства, которые

А компоненты вектора Ь

указывают ограничения -Д-у годовой производственной програм-
установлеиы для подлежащей Р собой обыкновенные условия iieoipii*
мы. Неравенства (3) представ
цательности. тесненная в рамках практического приме-

Одна из проблем, еще не вьш ^ установлен единый кри-
неиия названной модели, ^°^’^Г„„ртпческого промьштлсппого предпрпя-
терий оитималыюсти для социалистпх
тия. оптимальности, предложенными до сих пор н

Некоторыми «Р^^^Рд^еских расчетах, занимались Хепде п Мартенс [1].
используемыми в ^Р^^ найден общепризнанный н теоретпче-
Опи констатировали,
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ски убедительно обоснованный критерий. Эти авторы обстоятельно описы
вают критерий «максимальной прибыли», «максимальной рентабельно
сти», «максимального колпнества продукции», «максимального коэффи
циента использования производства», «максимального объема выпуска» п
«максимальной производительности труда» и исследуют преимущества п
недостатки использования отдельных критериев.

В общем, рекомендуется в настоящий момент проводить различные вы
числения оптимальных вариантов и комбинировать из получающихся реше
ний пропзводствеппую программу, которая в определенной мере удовлет
ворит различным критериям. Естественно, прп этом нельзя ожидать, что

оптимальные векторы производства (оптимальные относительно раз
личных критериев) полошатся пдснтпчными. Метод программирования
также пе может привести к оптимуму, одиовремеиио удовлетворяющему
различным критериям оптимальности.

Названные авторы писали в этой статье, что можно построить различ
ные программы, соответствующпе различным критериям оптимальности.
Затем выбрать едииственио оптимальную программу производства. При
этом, конечно, возможны субъективные ошибочные оценки.

Бознпкает вопрос о том, в каком отношении выбранная программа про
изводства является оптимальной. Попятив оптимальности следовало бы

все

применять только в связи с точно определенной постаповкоп цели и прп
указаппи дополиптельыых условий, которые нужно учесть.

Габр и Борак [2] высказали предложения, позволяющие одповреыеныо
учесть различные критерии. Согласно этим предложениям выбирается ве
дущая целевая фзчшцпя, на основе которой проводится оптимизация.
Другие представляющие интерес целевые функции рассматриваются
дополнптельные условия и при отдельных шагах вычислений по симплекс
ному методу преобразовываются как все остальные условпя. Симплексный
метод позволяет определять при каждом едштпчиом шаге, какие значения
принимают эти другпе велпчппы. В этом случае выбор окончательной про
изводственной программы .может проводиться путем определения одного
из субоптимальпых допустимых векторов решений, при котором другие
принятые во внпмаппе критерии имеют приемлемые значения. Практиче
ски метод сводится к получению для отдельных критериев
векторов производства, а также, по мере надобности, субоптимальных ре
шений, причем во всех случаях используются все принадлежащие целе
вым функциям величины. Результаты могут заноситься в таблицу, кото
рая используется прп выборе окопчательной производственной программы.

Рассматрпвае.мой проблемой занимались также в ПНР. Радзпковский
[3] описал два метода, позволяющие учитывать разлшшые критерии оп
тимальности для построения оптимальной производственной программы.

Первый метод предусматривает оптимизацию на первом шаге в соот-
разлпчными крптерямп. К примеру, благодаря этому получи-

как

оптимальных

ветств1ш с
лось три максимальных значения:

max max С2^Х,
X

(Пусть дапы три задачи максимизации в форме (1) —(3)). Затем сравм-
ваются полученные максимальные значения с контрольными цифрами
Dz и Z>3, установленными государственными органами для этих оптпмаль
Еых величин, и вьг^шсляются;

max Съ^Х.
X

C^tX-Ds.ai = max Ci'^X — Di,
X

Ha практике можно предполагать в задачах максимизации,

й2 = max Сг^Х — D аз — шах2,
XX

ЧТО все
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а {i = 1, 2, 3) больше нуля. После выбора пз числа рассмотренных кри-
терысв оптимальности «главного» Сн'^Х в качестве последнего шага прово
дится оптимизация oxt прп условиях (2) и (3) и дополнительных
условиях

Di^Ci'^X^maxCi^X, Da ^ < max Оз^Сз'^Х^тахСз^Х,XXX

Утверждается, что полученное решение дает в итоге оптимум относи
тельно главного крптерпя и наилучшпм образом ^шптывает остальные кри-
терип. Однако следз^ет отметить, что благодаря дополнительным условиям
проводимая в заключение задача оптимизации, возможно, пе имеет до
пустимых решений. Даяхе если все дополнительные условия являются со-
вместньпш, при предложеииом методе разлшшые критерпи
учитываются должным образом. Оптимизация по «дополнительным кри
Сиям» практически приводит только к тому, что проверяется допусти
мость контрольных цифр А, А-и А, установленных государственным ор-

Ятооои метод предусматрпвает «целевую супорфзшкцию», которая об-
т^азуетс^я нутеГкомб:ш козффпциеитов отдельных целевых- функ-
?ш/ соответствующих различным критериям оптимальности. В резулъта
^ яолуяаеТсяц'^.я^ваяф которая не поддается эконом^ескому
истолковапшо. Некоторые формальные недостаткп по позволяют рекомен
тгглглтт, этот метод для практического примоненпя.
^ В настоящей статье предлагается нахождеппе оптимальной производ-

.^пряиой программы {оптимальной в определенном отиошенпи) путем
ГсГаГя пГу?внных для отдельных критериев -«“-“ых векторов що-
изводства. Такое предложеипе * основывается па одной пз теорет Р

"" Ф^провка задачи. Пусть дана задача в форме (1)  - (3) - Пугаем

все-таки обусловливается сдашями.^^ различающиеся
учитывать противоположные или по ™ньшен ™р правильно, тогда
мнения. Бели бы одно пз этих мнении было
едва ли имела бы смысл описанная здесь зад „ритерпп, тогда устаре-
назвать теоретически убедительно обоспова.шы.^^
ли бы II стали ненужными все преДоташеин удовлетворптель-

Сформулировашгая здесь аресте о тем она дает возмож-
решена при совремопном УР°®“®

воеть попользовать теоретико-игровоп подход целевых функций:
Итак, S критериев имеются в форме а лппенпь

C.rX = CiiXi + Ci2X2 + .■■ + CirXn,
~ Г TY имеется г < а, которые .макетш-

Пусть среди целевььх ^ Отдельные оптимизации про-
зируютси, и 3 - г, которые этих условий не ограничивает
ВОДЯТСЯ прц условиях
общности последующих решений получается s оптимальных

После нахождения . соответствует одному из з
векторов производства,

ганом.

те

со¬

ли
п

по

(4)5.' 1

автором на конферсн-предложение было у)ке кз.чожено
экономике», Берлин, 1964 [4].* В общих чертах это

кибернетикацип «Математика и
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Критериев, т. е. все задачи оптимизации полагаются разрешимыми. Векто
ры производства обозначим Xi {i — 1, 2, . . ., s). Все оптимальные значе
ния целевых функции являются положительными. Эта предпосылка осу
ществляется для всех известных в практике критериев, обусловливающих
определение оптимальных годовых хгропзводственпых программ.

Наша задача состоит теперь в том, чтобы прежде всего найти выпук
лую линейную комбинацию Хо указанных s оптимальных производствеп-
пых программ, которая наплучшпм образом учитывала бы заданные кри
терии:

S = 1Хо — ^' iXi + Я.2Х2 XsXs при
i=I

(5>;
^=1,2,. .,5.

Намечается комбпппроваиная иропзводствепная программа как «опти
мальная колшромиссная программа относительно заданных критериев оп
тимальности», которая удовлетворяет этому требованию.

Построение теоретико-игровой модели и ее решение.  В качестве одной
из первых задач следует установить «меру», которая укажет отклонения
единичного оптимального вектора производства от оптимальных значений
остальных целевых функцпй. Скалярная характеристика выбирается по
формуле:

Shi = ^k\)/ Xi, (6):/Сд I — 1,2,..., s.

Значение gki характеризует «качество» вектора производства Хд отно
сительно критерия С{^Х ext л представляет собой модуль отклонения
относительно целевой функции Ci^X ext, если осуществляется произ
водственная программа Х^ вместо X/. Такое отклонение, естественно, яв
ляется наименьшим, т. е. равным нулю, когда выбирается соответствеппо
критерию Ci^X оптимальный вектор производства X/. Формула (6) для
оценки скалярной характеристики gki рекомендуется по следующим при
чинам:

1) ghi является безразмерпой величиной. Поэтому устраняются трудно
сти, которые могут возникнуть при паличшг различных единиц измерения,
зависящих от критериев. Эту трудность, разумеется, можно обойти, про
водя перед отдельпымп оптимизациями пормирование для коэффициентов
всех целевых фупкций:

сц
7 = 1,2, . . .,/г.Cij

iCii^ Cin^

Отношения коэффициентов между собой сохраняются, поэтому в обоих
случаях получается одна и та же оптимальная производственная програм
ма. Невыгодным в случае пормироваппя является, однако, то, что опти
мальные значения целевых функций также становятся безразмерными п
утрачивается их наглядность;

2) так как в числителе дроби g^i берется абсолютное значеппе разпо-
ности между оптимальным значением Ci^Xi и субоптпмальным зиачепием
Ci^Xh относительно постановки цели (критерия) Ci'^X
одновременно учесть требования мипимума
терпев оптимальпости;

3) представление частного для меры отклонения единичного
ного вектора производства от оптимальных значений остальных целевы.х
функций в виде (6) с самого начала устраняет расхождения, которые
гут появиться в связи с разлшшем в порядках величин всевозможных
мальных значений.

ext!, то МОЖИН
II макспму.ма различных кри-

оптималь-

: мо-
опти-
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в завпсимостп от обстоятельств можно использовать также и другие
«меры» для оценки отклоненпп. Если, к примеру, в основе леншт только
критерии максимизации, то можно при соответствуюпщх предпосьыках
предположить:

gki = С^ XhlCi"^ Xi,

и (6') являются совершенно эквивалентными относительно решений
игровой модели, так как в них ghi отлинаются только константой.

Если применяются gki, построенные принципиально иначе, чем в
плп (6'), то нужно будет исследовать, относительно какого требования
данная колшромпсспая программа будет оптимальной.

С помощью введенных в (6) обозначений можно построить следующую
квадратную матрицу G* = (—

(60
(6)

(б)

cfx т
С2^1

т
Cl XI

Т
Сг XI

т  т
Cr+lXl . . . CjA'l

""О-

~Sir ^1,г+1
~^2,r+l

-ёи
^2s

Xi —^12—^11
—g21 —g22^2

—g—gXr 'ёг2ёг1

—^r+1,1
rsГГ

^rl,sX ^r+l,r~'gr+i,2Г+1

—g^s,r+I.Y —g— a -gs2 ssо si sr

Строкам матрицы G* соответствуют s оптимальных векторов производ
ства Хл (/с = 1, 2, . . . , s), столбцам —S целевых функций ^г^Х-^е:^
(^ = 1 2, . . ., s). Для Ci^X —>■ ext! принято сокращенное написание Ci Л1
^  В матрице’ везде на главной диагонали лежат элементы, равные
нулю. Остальные элементы матрицы вообще являются меньшими нуля,
в отдельных случаях матрица может содержать больше нулей,
тогда, когда для различных целевых функций получаются одни
оптимальные векторы производства.

Эта матрица G* рассматривается теперь как стра-
ричной игры № Z G-), схратог'ий

Ь% ’ ■ ■ Й-i'} 2-го игрока и названной матрицей платежей
|●ДIfp;oнadь™’нёвa';™tU
игроком. Партию этой игры Примеру Хр, в то время как
игрок решается на игроком устанавливает,
2-й игрок независимо все элементы матрицы G" не по-

л=ь=ы:Т^1^оТв”о^ёяед;твни должен вв.няачнвать 2-му игроку

платежей мат-

на-

мысленный эксперп-
качества принятого

величину rw?VMfiPTCH только как
Эта выплата ^^„жают лишь оценки

мент; ведь элементы из G в р г,тх\ Однако мы сохраняем понятие
решения Хк относительно ттгпьг в этом случае совершенно ясно,
вьшлаты в рамках такой „ыбоое фактической лроизводствешюй
что 1~й игрок будет ттотешо (все gki не положительны), ко-
программы сделать ко всем возможным критериям,
торую следует ожидать требованием для оптимальной компро-
Но Р даая должна получаться благодаря выпуклой ли-
™1™ГкогацГДяанн-производственных программ.
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Следовательно, под «оптимальной компромиссной программой» следует
понимать ту годовую производственную программу, при которой макси
мальное отклонение по отношеншо ко всем критериям, принятым во вни
мание, является минимальным. Благодаря этому получается оптимальная
производственная программа, найденная с помощью оптимальной страте
гии 1-го игрока в игровой ситуации, определенной (X, Z, G*).

Из структуры матрицы G' следует, что она не обладает седловой точкой,
потому что

maxmin(—< minmax(—gfw) = О
h i I k

(случай, когда все Xk (/с = 1, 2, , s) одинаковы, долн^ен, разумеется,
исключаться. В этом случае G* была бы идентична нулевой матрице; за
дача была бы тривиальной).

Отсутствие седловой точки означает, что оптимальные стратегии
игроков должны быть даны в форме смешанных оптимальных стратегий.
Теорема о минимаксе для матричных игр означает, что такие смешанные
оптимальные стратегии существуют для обоих игроков.

С помощью известного алгоритма можно найти решение игры (X, Z,
G“); пусть оно задано Uo, Wo и v. Пусть Uq
стратегия 1-го игрока, Wq — смешанная оптимальная стратегия 2-го игро
ка, V — цена игры. Uo и Т'^о являются двумя векторами, имеющими по s
колшоиент, для которых справедливо:

(7)

смешанная оптимальная

2 «Ой = 1 Щк ^ О ДЛЯ 1,. . (8)5,● >
k=i

2 ^01 = 1,
i=i

в теории матричных игр смешанная стратегия интерпретируется как
случайный выбор среди чистых стратегий; частота использования чистых
стратегий обусловлена соответствующими колгаонентами смешанной стра
тегии. Однако в представлепиом случае оптимальная смешанная страте
гия 1-го игрока мон<ет быть получена еще другим методом.

Коьшоненты Щк {к = 1, 2,,. . , s) могут рассматриваться как значе
ния для вьшуклой линейной комбинации (5), которую следует образо
вать из S оптимальных векторов производства

Хо = iioi Xi -f- Uoz X2 Hos X,

так как данное лгаожество всех допустимых производственных программ
является выпуклым благодаря условиям (2)
также допустимую производственную программу. Хо есть искомая опти
мальная компромиссная программа.

Возможность получения смешанных стратегий 1-го игрока при этом
методе обусловлена тем, что стратегии этого игрока, т. е. допустимые, не
посредственно вьшолнимые лроизводственные программы, пе ограничи
ваются S оптимальными производственными программами, а даны благо
даря всем вьшуклым линейным комбинациям

X' = JAlXi -f- (12X2 -f-. . . -j- psXs

(9)Woi ^ 0 для ^ = 1, . . , 5.

(10)s,

(3), Xo представляет собойи

(И)

^ Цг ^ о ДЛЯ i= 1 , . . . ,3.при
г=а!

Однако для описания ситуации игры достачно ввести только
мальных векторО'В производства Х^ в качестве чистых стратегий

S опти-
1-го иг-
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рока и определить выпуклые линейные комбпнацпп из (11), при которых
Цг не равно единице, как смешанные стратегии этого игрока.

Цепа V игры (X, Z, G*) приводит тогда к выражению, в котором вели
чина максимального отклонения по отношешпо ко всем s критериям оп
тимальности может уменьшаться благодаря использованию оптимальной
компромиссной программы Хо.

К интерпретации теоретико-игровой модели. G 1-м игроком
отождествить одно лицо пли коллектив, который на промышленном пред
приятии является ответственным за установление производственной про
граммы. Под 2-м игроком следует понимать стоящую над 1-м игроком ор
ганизацию, задача которой контролировать, учтены ли в разработанных
годовых производственных программах контрольные цифры, утвержден
ные для этого перпода. Контрольные цифры учитываются через разлггчные
критерии оптимальности. Ответственный за разраоотку производственной
программы учитывает эти критерии наплучшим образом, если он из ком-
diianmi S оптимальных векторов производства выопрает те, для которых
максимальное отклонение по отношению ко всем значениям контрольных
писЬр будет минимальным. Такая комбинация непосредственно получает
ся в том случае, когда за основу берут модель игры с пулевой суммой.

Матипчиая игра (игра с нулевой суммой) служит вообще в качестве
молелп для антагонистических конфликтных сптуацт между двумя участ-
ппкамп интересы которых прямо противоположны. В этом случае решение

,  -^форме оптимальных страте] пп рациональные методы пове-

можно

пгры дает в .
пения противников, участвующих в такой ситуации.
^ Ясно, что в описанном случае имеется т^оятттяг.
Однако п здесь имеет смысл полояшть в
чтобы провести целепаправлеш€ое

неаытагонпстическая ситуация,
основу модель матричной игры,

комбпнпрованне заданных оптимальных

pimeTi^npuKoTopoM в качество результата максимальное отклонение по
ш’ношению ко всем максимальным п минимальным значениям цел

чески решением матричной игры. гоставленной пгровои
Более широкая как «игры против природы»,

мо-

ясли заключается а зуется своими стратегиями, которые
Предполагаемый трок р «ситуацию окружающей сре-
выражают в Ра^лтных 4®”“ ^ однозначпого, обоснованного крпте-со-ды», существующую из-за l e поведение 1-го игрока
рия оптимальности. Б этом у ^ в смысле теории мат-
стоит в том, чтобы птшоды»^ существуют в противодолож-
ричной игры, при «игре против Р^ другие возможности решения,
ность к антагонистической
которые здесь, однако, не

Наконец, следует "еорнп игр.
то

лучить, не прибегая к програм^рования
На основе связи

т

оптимизацпн;

же

п

быть сформулирована задача оптнmaxi

. .. — HosS^sl ^

мои может
и

цри условиях

результат моншо по-

 игры с нулевой сум-

(12)

— Uoig’ll'" ^02^21

— Н02^22 — ' ● ● WOs^'52 ^ t'.—Uof^iB

(13)

— Uolgis — ^^02^2s —■ . . . ^OsS'ss ^
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(14)Wol + ̂ ^02 Н“ ● ● ● “Ь Ща = 1,

i = 1,2,... , S (15)

где gki {к = 1, . .., s; I = i, . .., s) являются элементами матрицы G Пе
ременными величинами являются у и Uoi (i = 1,..., s)
поненты искоашп оптимальной стратегии приведенной  в соответствие иг-*

Для (12), (13) и (14) теперь не обязательно использовать понятия
«оптимальная стратегия», «цена игры». Искомыми являются здесь просто
такие значения «ог для вьшуклой лппенной комбинации Xk, которые по
зволяют получить макспмальпое значение правой стороны в  (13). Это-
идентично требованию для «оптимальной компромиссной программе» мп-
нихмизпровать максимальное отклонение по отпошешпо ко всем отдельным
критериям (контрольным цифрам). Следует все же предпочесть примене
ние понятия, основанного на теории пгр, так как в этом случае получает
ся наглядная интерпретация критерия оптимальной компромиссной про
граммы. Одновременно этот подход может быть использован для разреше
ния подобных ситуации (например, в случае параметрической линейпоя
оптиьшзации).

Числовой пример. Б основе числового примера лежат исследования, ко
торые проводились в порядке эксперимента в Инженерно-экономическом
институте машиностроения в Дрездепе. Для машиностроительного пред
приятия ГДР были полу^хены оптимальные годовые производственные itpo-
граммы отноептельпо нескольких критериев. Числовой материал (опти
мальные значения целевых функций, оптимальные векторы производства),,
полученный прп этом, был использован для отыскания «оптимальной ком-
проАшссной программы». Это вьгчисленпе было проведено независимо от
назваипого эксперимента в Институте обработки дашхых (г. Дрезден).

Чтобы сократить объем вычислительных операций на решение полу
чающейся игры, из семи критериев оптимальности экспериментально было-
выбрано пять:

С\'^Х\ — максимальное использование фонда времени;
— макспмальпое использование фонда времепи с учетом исполь

зования высокопроизводительных машин;
Сз^Х! — максимальная производственная прпбььчь;
С4^Х! — максимальное пакоплеиие;
Сб^Х! — максимальная выручка в валюте.

Пять соответствующих пм векторов производства обозначены Xh(k =
= 1, 2, 3, 4, 5). С помощью (5) вычислена следующая матрица G* =
— {—Shi):

значение и ком-

ры

т
cf X]

-Т.. .
С2

Т
Х\ cjxi Cjxi!

—0,08
—0,01
—0,01о
—0,12

0,48—0,03о
—0,01
—0,01
—0,14

—0,10
—0,01о
—0,01
—0,17

Xi о
—0,36
—0,26
—0,32

0,02Ха
—0,05Xj

Х4 0,01 оХа —0,16

задачу линейного программирования^* Эта задача может быть преобразована
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На основапип анализа матрицы G* легко видеть сравнительно хорошее
■совпадение оптимальных значений целевых функций, соответствующих
первым четырем критериям оптимальности.

При допущении, что все критерии равным образом ваяшы, все-таки
нельзя рекомендовать осуществлеппе одного пз четырех оптпмальньк век
торов производства ж., хз пли х,, потому что при этих прошзводствен-
пьш программ^ получаются отклонения отноептелыю максимальной вы-

'’^'См^мп'бмгопрт'^г™ являются соотношения прп производствен-
самыми илс отклоненпя отпоелтелыю других критериев оп-

ной программе ,

Очевидно "'чтоэтГз^шни^^ следует улучшить с помощью оптимальнойичевидпо, liv глптнпться с отклонением против максп-
компромисснои выручкп в ^чюте. Притом это отклопеипе явля-
мального значения для выруш^^ поручились бы для этого кря-

прп оптпмайных производственных программах X.,терпя
Х2, -^3 н X/i.

В качестве решения
следующпе оптимальные

= ( 0; 0;

VF/ = (0,53; 0;

соответствующей матричной игры были получены
смешанные стратегии:

0,12; 0,25;

0,15; 0;

0,63),
0,32).

компонептамп оптпмальпо!! смешапной стратегии вычисляет-
компоне конпромпсспои программы:

Ха = 0,12Хз + 0,25X4 + О.6ЗХ5.

Вместе с
вектор производства●с я

,,  0 11 Это означает, что макспмальиое отклонение по
Цепа И1РЬ1 ^ кшгтешгям оптимальности может уменьшиться

отношению ко в тшоизводственную программу Хо. Хотя оптимальная
11%, если применить р конкретного значения, можно заим-
.стратегпя 2-го игрока о для оптимальной компромисс-
ствовать компопенть! этой р ^..^o^chhio ко второму н четвертому
ной прохтаммь! Ха от^ меньшимп, чем 11%. Они составляют 9
критериям пезначительпые изменения, если окрут
или 7%. Могут еще или с избытком,
лить компоненты вектора Ас Д ^ рассуждением не решается перво-

Заключеппе. Представлен зд Р убедительно обоснован-
пачальпая проблема опр ^ Полученную «оптимальную ком-

единого критерпя оптитл ать только как приближенное
промпссную программу» следуе р^ основой при дальпохгшей разраоотке
решение, которое может дотвенной программы. Всякое примено
подлежащей выполпеишо ^ создапшо ианлучшего базиса для
пие математических решение будет всегда диктоваться
принимаемых решении, одн ‘ ^
людьми, а не математической моделы^-^ компромиссная программа может

То, что предлоншипая связано с тем, что в этом случае
быть только приближенным р оценки, пбо установка  s крп-
такнш возможны субт-ектпвн с мере произвольной. ДРУ^ая
терпев оптимальности решения состоит в том что оптпмалъ-
причина приближенного ^ Р образует оптимальную комбинацию толь о
пая компромиссная „Сипаний s оптимальных векторов производ-
относительпо возможных выпуклые лпнейные комбппацпп образуют
ства. Эти полученные ^ '^ctbo допустимых программ, построенных
в общем собствеппое над возможно существование других допустимых
на основе (2) и v-э;-

на

ного
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производственных программ, при которых максимальное ота<лоиенпе по
отношению ко всем критериям оптимальности является меньшим, чем в
случае «оптимальной компромиссной программы».

В дальнейшем нужно предусдмотреть расширенно модели в смысле по-
строеппя многогранной модели игры, которой было бы охвачено в конце
концов все множество допустимых (2) п (3) решенпй. Такое расширение,
естественно, имеет смысл только в том случае, если одиовременпо найдены
возмончности, которые позволяют вновь сократить это множество таким
образом, чтобы принимались во виимапне лишь те точки решения, кото
рые, по всей вероятности, будут влиять на оптимальную смешанную стра
тегию. Эта постановка задачи должна быть предметом дальнейших иссле
довании.

Если только принимается во внимание небольшое число критериев,
расширение может пронзойтп па основе взаимосвязи субоптпмальиых ре
шений, соответствующих различным критериям. Эти субоптимальные ре
шения будут все равно получены при вычислениях симплекс-методом.
Матрица в это:лг случае не является квадратной, однако она по-прежне
му не обладает седловой точкой. Может случиться, что в качестве опти
мальной стратегии 1-го игрока получится чистая стратегия, т. е. одно из
этих субоптимальиых решенпй. Дальнейшая возможность расширения
опирается на взаимосвязь имеющихся многократных решений, соответ
ствующих единичным оптимизациям. Здесь матрица G* таюке пе являет
ся квадратной.

При практическом проведении вычислений следует оценивать, нужно
ли сокращать объем вычислительных операции. На практике при оптими
зации производственных программ имеется едва ли более четырех или пя
ти критериев, которые одновременно нужно учесть, поэтому названные
возмояшости расширения (учет субоптпыальпых векторов решений пли
многократных рошеппй) не могут прпвестп к знaчvIтeльнoмy увелпченшо
объема вычислптельиых операций.

Этот вывод, безусловно, может использоваться, тогда численное реше
ние матричной игры может проводиться, например, симплекс-методом.
При четырех или пяти критериях могут использоваться, таким образом,

многие субоптимальные решения.
Использовать

еше

возможности расширения следует только в том случае,
если для других критериев также имеются различные субоптпмальпые  ре
шения подходящих численных значений.
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том III, вып. ^
эконом и к А
II МАТЕМАТИЧЕСКИЕ .МЕТОД Ы

ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ ОБМЕНА

Б. Г. ПИТТЕ ЛЬ

(Леттград)

Рассмотрпм следующую модель обмена. Пусть имеется кредприни--
мателей Ли Аг, ●.., Лт, владеющих продуктами Bt, Вп. Будем счи¬
тать что предприниматель Ai владеет этими продуктами в количествах
6-1 6-2 Pin. Вступая в обменные соглашения, предприниматель Ai в
итоге будет иметь продуктов в некоторых количествах у» = {уи, У»2, ● ● ●

у in). Предположим, что количество ассортиментного набора у{ пред
приипматель Ai оценивает значением функционала:

п
(1)fi(yi) — S

ДЛЯ предпринимателя А{ ассортиментные на-
Яспо, что все возможные

боры Уг должны удовлетворять бюджетному ограничению
(2)УаРз ^ PijPi’V
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● 1 Рп.Г.ТТ ттотттт ТТЛ пполукты равны соответственно pi, р2, . ●
Ояредело^ио. Вектор р= {PuPz Рп)

ныч вектором цен, если существуют наборы yt, которые, во-первых, мак
tiiyi) ограничениях (2) и, во-вторых, такие, чтомизируют

(3)
,2 — 2 P^J’

па все про-н предлоя^еппя
Равенство (3) - условие равенства спроса
дукты. тгтп пип некоторых

в настоящей работе доказывается, Р исследуются,
естествен

условиях равновесные цены сущест 5 сводится к частному случаю

ных

Предложенная модель, вообще гоад^ результаты упомянутой работы
модели, рассмотренной в [^iS 'J- ^1^дьстве существования равновесия
могут быть использованы при ^рдддтся существенно другой способ

в

предлагаемой модели. В „ может иметь самостоятельный пн-
доказательства, который, мы н Д
терес. Г01 r^rr-nTJufiJiacb экономическая модель, содержа-

В [2], а также [3], рассма^р деньгами в качичествах
щая т покупателей Лк ’ покупателям продукты Bi, Вг, . . . , Вп
Си Сп,, и рынок, предл. что покупатель Ai качество

количествах Рь Рз, ●●- I оцеипвает значением функционала (1). ьво-

™“''°'“п;одел1нпе'рав™"весных цеп р - цен, при которых существуют

В

дилось


