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при всех Uij ^ 0. Отсюда

Сг(р)1п/г(г/г)— S < Ci (р) 1п/г (г/i (?) ) —
i 3

(21)
при Bcex i6/(p). Положим в этом неравенстве ])ij= (1 +  где
X > —1. Используя одпороддость фуН1ЩШ1/^(рг), получим

1п(1Н-Х)сг(р) —X
j

Поскольку это неравенство справедливо для всех Х>> —1, то отсюда
легко следует требуемое соотношение

Ci(p)= (22)
i

Укажем также, что после того как доказано в этом случае существо-
ваппе вектора цен рб(?(р), утворждеипс, что набор iji макепмизирует

при бюджетном ограшшсипп, легко выводптся из неравенств (21),
(22) при р = л = р.

Нам кажется, что было бы интересно попытаться дать математиче
скую модель, сколько-нибудь реально описывающую динамику выработ-
1И1 равновесных обменных цен, в предположенпп, что предприниматели,
многократно встречаясь друг с другом (случайным образом или используя
какую-либо информацию о своих партнерах), вступают в парные согла
шения о ценах, по которым они согласны обменпваться продуктами. Та
кая модель была бы по существу моделью коллективного поведения. Отме
тим по этому поводу, что в настоящее время на языке теории автоматов
уже ставятся ir исследуются некоторые простейшие модели коллективного
поведения (см., например, [4—9]).
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ
ПРИ НАЛИЧИИ ПЕРЕНАЛАДОК

Б. А. ВЛАСЮК

(Москва)

В работах [1—3] при рассмотреншг задачи об оптимальном расписа
нии пшется такая последовательность обработки деталей, при которой за-

^  возможпое значение.данная целевая функция принимает
В частпостп, в работах [1, 2] исследуется задача оо оптимальном расписа-

обработкп произвольного чпсла деталей на одной маняше. При рас-
гмотпенш! этой задачи считается, что заданы длительности обраооткп
кяжпой детали; отсутствует переналадка машины прп переходе с одной
тгртяли на другую; с каждой деталью связана функция потерь, зависящая
^  лшмента окончаы]1Я ее обработки; минпмпзируемая целевая функцпя

. Такая постановка за-

ьшнпмально

НИИ

от
сумме этих функции потерь по всем деталям

пелесообразна, если длительностью и стоимостью переналадок можно
стоимость переналадок постоян-

часто возникают случаи,

равна
даип ц
ттпенебречь или если длительность и
т^т ттля всех переходов. На практике, однако,

погла переналадки существенны и различны для различных переходов,
и^т^ягтояшей работе рассматривается одна из задач такого рода,

''“постановка задачи. Пус^ь f /“а
PC. -—-р-

наладки с следующих условиях; 1) в каждый
БудС

момент

х! Р обпабатываться только одна деталь (условие ыеодновре-
временп обработка какой-либо детали начата, то пока

не может перейти к обработке другой

детали на другую равна пулю.
3) длительность “^Р5^^^''^^аледовггельиость обработки деталей, чтобы

сумГ= = Ле^Гям П^ стоимостей всех переналадок

=ов=Гь
значенпя: Ыа мпожество всех возможных таких после

эле-

доватольностей; ^;““™“{“л™цолевая фунвдия будет иметь
При заданной последовательности {х,)х ц

|РС1 Й
впд;

3 а (он, <(Xi))+ 2j Р(*<-
(1)з:{),ii

г=1i=i
где

(2)

h=i
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Требуется найти такую последовательность чтобы велнчииа L
из (1) приняла минимально возможное значение.

Решение задачи. Для решения поставленной задачи воспользуемся ме
тодом динамического программирования. Для произвольного лшожества
AczX ж произвольного элемента у — А введем в рассмотрение функ
цию:

Г
г(х;))Н-а(у, т(Л) + г{г/))-1-f{A, у) = min

JAI

+ 2p{a:i-i,a:i) + P{a:|A], у) (3)
f=i

где

^(А)~ (4)
хбЛ

Величина f{A,y), как легко видеть, представляет собой минимально
возможное значение L из (1) в случае, когда множество деталей равно
А\}у ж~в последнюю очередь обрабатывается деталь у.

Пусть ..., х*\А\,у) —соответствующая оптимальная последо¬
вательность обработки. Тогда из (3) получаем соотношение:

f{A, y) = f{A~~X]\\, хи\)-\-а(у, т(Л)-1-тг(г/))+ P(^Ui, У)-

Если в правую часть этого равенства вместо х*\а\ подставить произ
вольное z^A, то величина правой части может только увеличиться, так
как выбранная последовательность, по предположению, является опти
мальной. Отсюда получаем основное рекуррентное соотношение:

/(Л, y) = mm[f{A~z, z)-\-a{y, т(Л)4-т(г/))+ ^)3- (5)
zEa

Величина в левой части (5) представляет собой минимальное значе
ние целевой функции при условии, что сначала обрабатывается множество
А деталей, а затем деталь у. Величина в квадратных скобках в правой
части (5) представляет собой минимальное значение целевой функции
при условии, что сначала обрабатывается множество  А — z деталей, за
тем деталь z и, наконец, деталь у. Уравнение (5) выражает тот факт, что
если выбрать z оптимальным образом, то эти величины будут равны междусобой.

Начальное условие для решения этого уравнения получаем путем
определения величины /(и, у) (и,увХ; иФ у) непосредственно из фор
мулы (3). Производя простые вычисления, получаем:

/(w,y)=a(u,T(n))-fa(y,T(w)-f т(у))-1-р(0,м)+ J/), (6)
где ф — пустое множество, а р(0, w) соответствует стоимости иерепалад-
ки на деталь и в начале планируемого периода.

Процедура решения уравнения (5) при начальном условии (6) заклю
чается в следующем.

При |Л|= 1 по формуле (6) вычисляем величины f{A,y) для
пар {А; у), у которых А = и^Хжу ^Х — и.

Зная величины /(Л, I/) при,|Л|=:1 и применяя соотношения (5)^
определяем величпны f{A,y) для всевозможных пар (Л; у), у которых

все¬
возможных

|Л| = 2.
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Аналогичным образом последовательно определяем величины f{A,y)
при |Л| = 3,4,..., |А|-1.

Все величины f{A,y) запоминаем и, кроме того, для каждой нары
(Л; у) при 2^|Л|^|Х| — 1 запоминаем значение z~z(A,y), при ко
тором выражение в квадратной скобке в правой части (5) достигает лпт-
нимума. Таким образом, получаем таблицу, содержащую графы; (Л; у),
f{A,y),z{A,y).

(А; V) /(А. V) z(A, у) (А; у) НА . и) z(A, V) (А; у) НА. V) z(A, у)

(4; 2)
(4: 3)

(1,2; 3)
(1,2; 4)
(1,3; 2)
(1,3; 4)
(1,4; 2)
(1,4; 3)
(2,3; 1)
(2,3; 4)

4 (2,4; 1)
(2,4; 3)
(3,4; 1)
(3,4; 2)

(1,2,3; 4)
(1,2,4; 3)
(1,3,4; 2)
(2,3,4; 1)

17(1: 2) 8 16 21
19 4 33 41; 3) 4,5 1

2213,5 311; 4) 19 1
21,5 4276 2 1(2; 1)

(2; 3)
(2; 4)
(3; 1)
(3; 2)
(3; 4)
(4; 1)

33,59,5 1314 2
36,6 123 319 2

34 126 15 3
22332,5 17 3

8 214,5 3
25,5 2417

В ЭТОЙ таблице в первой графе помещается условное обозначение пары
(А’ у)) в® второй — значение целевой функции при оптимальной после
довательности обрабо1КИ деталей из Л; в третьей — условное обозначение
элемента из Л, который является последним в оптимальной последователь
ности обработки.

Сравнивая величины /(Л, у) при |Л1 = 1Х| —1, находим
HVIO величину критерия и элемент у(|Х|), который должен выполняться

^ последнем месте. Кроме того, соответствующий элемент 2 (Л, у) опреде-
7/МУ 1—1) который должен выполняться на предпоследнем месте.

Далее 'рассматриваем пару (Д-г/(|Х|); у(|АД-1)), находим
7/ М УI — 2) и т. д., пока не назначим все элементы пз X.

Вьтчпслительные аспекты. Несложные вычисления показывают, что чпс-

минималь¬

на
ляет

п—1
п—1 -1).

ло различных пар {Л, у) при |А| = н равно

Что число существенно меньше числа вариантов, которые надо сравнить
пни нешениПаДачи путем полного перебора (число ^такпх вариатов

^  ппчможпых последовательностей деталей, т. е. н!). При
равно числу может быть решена предложенным методом
не больших п^адача^кот быть^^ б,1^одепствпя ЭВМ не
с помощью ЭВМ. Ьсли ттпчвпляет получить приближенное ре-
хватает, то предложенпьш ме Д е.^утем объедпненпя не

задачи y“Py°“,^oLeT уместить их общее количество),
скольких деталей в одну, ™ задачам. Предложенный метод

Применимость ог^ГзадачП которых необходимо учитывать
позволяет решать дмте’льностыо переналадок можно пре-
только стоимость переналадо!, ^ обработки деталей; пли же когда
небречь в сравнении с но постоянна для различных пере-
длительпость ^„,онона в длительность обработкп деталей
ходов, т. е. она подобного рода можно привести задачу об

В качестве "‘‘"рХты прокатаого стана, изготавливающего
оптимальном Р®™®®,™ ы/профилей. В этом случае дсталямп являются
партии металла Р“”“™нотерь определяются штрафом, который метал-
партхш металла; фунВД в заказов в срок; стой-
лургическии завод выилах

шенпе
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мость переналадки определяется потерями пз-за простоя стада при пере
ходе с одного профиля на другой. Для того, чтобы  в этом случае можно
было применить предложенный метод, необходимо, чтобы длнтельпость
переналадки была мала в сравпепии с длительностью прокатки партий ме
талла. На практике это условие, как правило, выполняется.

Другим примером рассматриваемой задачи является задача об опти
мальном расписании запуска партий изделии в мелкосерийном производ
стве. В этом слзпзае функции потерь определяются дефицитностью изделий
в зависимости от времени выпуска.

Еще одним примером задачи расписания с переналадками является
задача об оптимальном расппсаипп для комлгавояжера, которому необ
ходимо побывать в каждом из заданных городов. В этом примере деталя
ми являются указанные города. Длительностями обработки — длительно
сти пребыванпя коммивояжера в каждом городе. Функция потерь опреде
ляется ожпдаедшм эффектом от посещения города, зависящим от време
ни посещеппя. Переналадкой является переезд из одного города в другой,
а стоимостью переналадки — стоимость такого переезда. Как и в пре
дыдущих примерах, описанный метод может быть применен к этой задаче,
если длительности переездов из одного города в другой малы по сравне
нию с длительностями преоывания коммивояжера в городах. Аналогич
ная задача, но без учета длптельности пребыванпя  в городах и потерь,
связанных со срокамп пребыванпя, рассмотрена в [1, 4].

Один частный случай. Рассмотрим случай, когда в задаче (1) — (2)
длительности обработки деталей равны между собой.  В этом случае функ
ция потерь для канщоп детали зависит только от места этой детали в по
следовательности обработки всех деталей из X. Следовательно,
функций a{x,t) в рассматриваемом случае мояшо ввести фупкции:

Ъ{х,к) = а{х^кх)^ k=i,2,... \Х\,

вместо

(7)
где т — длительность обработки одной детали.

Введем в рассмотрение переменные:
1, если деталь х в последовательности
обработки стоит иа /с-м месте,
О, в остальных случаях;

1, если в последовательности обработки
за деталью х следует деталь х',
О, в остальных случаях.

Vxk =

Wxx' —

Тогда целевая функция из (1) может быть записана  в виде:
\х\

^  S S ^xhO.{x^ ^)Н“ S х') .
хех h=i xGx х'бХ

(8)
Переменные Wxx' могут быть выражены через Vxh с помощью очевпд-

ных соотношений:
\x\~i

2 (9)Wxx' = Vxk ^x'k+l’
h~l

Подставляя (9) в (8), получаем:
\x\~i

2 E' ^xha{x, к)-\- 2 2 2 ^')-
1^1

xGx х'бХ li=i
(10)

хЕХ h=i
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Кроме ТОГО, пз определеняя величин Vxk следует;
|А'[

2 Vxh = 1А-= 1, \Х (И)хвХ.п
fe=iа:бА

частном случае задача может быть

сформулирована следующим образом: найтп переменные Vxk, удовлетво
ряющие соотношениям (11) я прпипыающпе значеипя О плп 1, такпе,
чтобы квадратичная форма (10) приняла минимальное значение.

Таким образом, предложенным методом может быть решена задача
целочпслеипого квадратичного программирования спецпальиого вида.

Пример. Прокатный стаи должен нропзвестп четыре партии металла
различных профилен. Длптельпостн т(х) прокатки партий равны:

х(1) = 2; т(2)=-1; т(3)=1,5; т(4) = 3.

Следовательно, в рассматриваемом

(12)

Функции потерь а {х, t) равны:

а(1, ^) = Xii, °°)(^ — “(2.,^) = 2x1:5, 5),

а(3, t) = *4х[з, оо)(^ — 3), а (4, t) = 3x[i, oo)’(f 1)л.

— характеристическая фушщпя интервала [to ),со

(13)

т. е.
где Х[и. со)

1

{7[io,co) = о, t < ̂ 0●

Иными словами, потери равны пулю до пекоторого момента времени,
затем возрастают пропорцпоналыю времегш. Стопйюсти переналадок

Р(а;, х') выра?каются в виде матрицы:
о  7 1 ,5 6
1  П 9 5
3 5 0 2

4  о8 7

(14)
Ц[3(:г, .г')1 =

переналадок j3{0, ^') равны.Стоимости начальных

1з{0.1) = 1; Р(0.2) = 5; Р(0.з) = 2; Р(0,4) = 3.
/А\ п -птрм ^5), составляем таблицу.

Прпмеияя сначала (ЬД с с v ^ ^ дJJд х^тырех последних пар,

(15)

Сравнивая i = 23 деш пары {А; у) = (2, 3. 4; 1).
находим мшшмальпое (.^^ддозательио в 4-ю очередь надо пзготов-
Для этой пары 2(л; у) Чтчит теперь надо рассмотреть пару
лять партию 1, а в 3-ю “
(Л; у) = (3,4; 2) Из таблицы видно ^ в 1-ю-иар-
Следователы-ю, во 2-ю ‘ последовательность равна {3,4, 2, 1},

3 . Таким образом, оптимальная по
зиачепие L = 2о.

тию
а минимальное
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