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ОБ ОЦЕНКЕ МЕТОДА МАКСИМАЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА

С. м. мовшович
(МОСКВА)

В линейном и выпуклом программироваппп для приближенного реше
ния задач транспортпого тппа часто используется метод максимального
элемента. Суть его заключается в следующем.

План задачи строится последовательно. Сначала все пб|ремеиыые 'при
нимаются равными нулю. На каждом шаге построения
вается переменная, значение которой можно увеличить, п при этом ско
рость возрастания целевой функции наибольшая. Затем значение этой
переменной увеличивается прп линейной целевой функции насколько воз-
Мон\но, при нелинейной, например, на единицу. Процесс заканчивается,
когда все ограничения задачи удовлетворяются и дальнейшее увеличение
переменных невозможно. Распрострапение метода максимального элемен
та объясняется его Ч|резвычайнон простотой п возможностью получонпя
приближенного целочисленного решенпя даже для пелинениой целево11
функции.

В настоящей работе получена оценка гарантированной точности при
ближения, которая обеспечивается при использовашш метода максималь
ного элемента.

Рассматривается нелине11ная задача транспортного типа: максимизи
ровать функцию

плана отыски-

тпm

+ S /j (S
j=l i=]

ii/(X) = 2 3 (1)CijXij
t=l 7=1

при условиях

г = 1, . . ., m, (2)= a,-г»
j=l
m

^2 (3)
i=l

(4)Xij — целые числа.

Предполагается, что Cij ^ О ^ О, все fi{x) — моиотонио возрас
тающие вогнутые функцгга, и bj — целые положительные числа.

Приведем формальное описание метода максимального элемента. По
вее переменные равными нулю. На первом шаге определяетсялагаем

Сы. +/i.(au.) —/;.(0) = + /j — fi (0)} (5)max
Ki<m, Ki<n

И полагается a:!/], = 1,
и ограничения не изменяются. Пусть после {к — 1)-го шага иостроена

(1)
— 1, = bj^ — 1, остальные переменныеа



ОБ ОЦЕНКЕ МЕТОДА МАКСИМАЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА 567

II вектор ограничений
,  ■■ ■, Обозначим I (fc-i) (Я--1)= {i/al
^ 0} и определим

матрица переменных
= КОс-1)

(k-i)
= {ЦЬ\

тт

+ А'/Г (^Ч-JJc + 3
i

(К--1)\ _(^-1)

=l i=l
m m

+ /j (<^11 + 3 /j (3 ■max

Положим

1Ja-+1'А-^А-
(fo ^ д^-1)% Ц — 1— гг - »

остальные переменные и ограничения не изменяются.
т

Ровно за 3 шагов будет построенплан задачи (1) — (4) (предпо-
г=1
т п

3  3 ^j) ● Построенное такпм образом целочисленное
■  г=1

решение рассматривается как приемлемое приближение к оптимально
му целочисленному решению X*.

Теорема. Если Cij ^ О и все fj{x) = О (транспортная задача, обозна
чим ее задача Л.), либо Cij ^ О, Лг; ^ О и все bj  = оо (ограничения (3)
отсутствуют, задача Б), а fj{x) — монотонно возрастающие вогнутые
функции, то справедливо неравенство

лагается, что
1=1

(6)М{Х^) ^0,ЪМ{Х').

Доказательство. Заметим, что но уменьшая общности, можно
считать Яг = 1, i = 1, . . . , т. Доказательство теоремы проведем индук-
nneii по числу т. При т' = 1 утверждение (6) очевидно. Пусть оно спра
ведливо прп т' = т — 1, докажем его для ш' = т.

Задача Л. Для упрощения выкладок будем считать, что bj = 1, / = 1, . . .
равенстве (5) ii = /i = 1. Рассмотрим план X® п пропзволь-. . ., п,

I

iiLiir no.noHiicnenubTii план X задачи А. Построим вспомогательны!! план
Х'\ если .Тц = Xix^ = 1, то X' = X, если хц — О, Xij = Хц = 1, положим
хц' = Х{/ = 1, Xh/ = Xks для всех к $ {1, Д и s (| {1, /}.

Рассмотрим также редуцированную задачу Л', полученную из А вы
черкиванием переменных xij, ; = 1, п и хц, i = 1,  . . ., m п соответ
ствующих ограничений. Матрицы = {х^р i = 2, . . . , т, j = 2, . . .
. ● -1 ^7} II X' = {х{/, г = 2, . . ., ??1, / = 2, . . ., п) являются целочислен
ными планами задачи А'. Метод максплшлыгого элемента, примененный
к задаче А', П|рпведет, очевпдио, к плану А'°. По предположению индукции

а в

^ 0,5МДГ)>

где il/'(yY) — линейная форма задачи А'.
Поскольку сц ^ max {cij, сц], Cij ^ О, то

Сц Cjj 0,5 (Cij -)- Cji) .

Из равенства Л/(Х') = сц + М'(Х'), ЛЦХ^) = сц + М'{Х'^), М{Х) =
= М{Х') —сц — Cij 4-cij 4-Си II неравенств (7), (8) следует (6) для
т' = т. Первая часть теоремы доказана.

(7)

(8)
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Задача Б, Пусть X — пропзвольпыГ! целочисленный план задачи Б, а
X® — план, nocTpoeHHbiii методам максимального элемента, причем в ра
венстве (5)' = /1 =1, ^ = 1- Построим задачу Б':  в задаче Б вычер¬
киваем переменные Xij, / = 1, . . п ц соответствующие ограипчоиня;
полагаем

fj{x) для } = п,
А («11 («и) для / ^ 1.{/з =

в остальнолг задачи Б и Б' совпадают.
Матрицы X® = {хЧр i = 2, . . . , т, J = 1, . . . , п} н X = {xij, i = 2, . . .

. . т, ) = 1, . . п) являются целочпслеппымн планами задачи В',
причем, очевидно, план X® совпадает с планом, которьл’г строится дгетодом
максимального элемента. По предположенпю индукции для т' = т — 1

7Пm п пт

+ Л («11 + 2'
т

“h А («11 + 2

I

г=2

«

) — А («и) + 2 А (2
'  j=2 i=2

n  m

) —/1 («11) + 2 A (2
'  j=2 i=2

0^ = 2 2 0
СцХц «il^il

i=2 3=l
m n

))● (9)>0.5 (S S
'i=2 3=1

Ci^Xii il^il
1=2

113 (9).Пусть xih = 1. Если к = 1, то (6) непосредствешю следует
Пусть к ^ 1. Запишем не|равеиство (6) в развернутой форме:

т п

Сц + /1 («и) S 0,5 {Схк -\~fu («1^) “Ь 2 2
г=2 3=1

mп m

)—А-(«1К-)) ●) + А («1к + 2+ 2а(2
3=1 i=2

(10)«ifc^ift

Добавим к обеим частям неравенства величину
тпт

) —/l(«ll) + /к (2'  4=2/1 («11 + 2
^  i=2

«ife^ifc 1 ●«il^il

(9) ДЛЯ доказательства (10) достаточно пока-С учетом неравенства
зать, что m m

Сц + /l («11) > (Ci,; + fk («Ife) + /1 (2^
тп

i(«ii) + (^i^f + 2 — A-(2
'  i

ai

m

+ /
=2 i=;

l^^ilj — /1 («11 + 2 «il3^il
i=2

) — A («ifc)).dikXik (11)

Ho Cii4*/i(«ii) -r вогнутости fk{x) слбдует, что сул1-
ма иосзлсдпих трех членов правой части (И) неположительна. Из моно-
тоннасти fd^) и условия c,i 5г 0 следует, что

т т

>/x(Sг=2 i^ii) А («11 ~ь 2«iСц «ib-l^il .
г=2

Таким образом, неравенство (11) справедливо, т. е. справедливо (6)
т' = т. Теорема полностью доказана.при
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Замочаиие 1. Для задач Л ц 5 легко построить примеры, когда
= 0,5Л/(Х*), хотя, цапрпмер, из практики решения транспортной

задачи известно, что значенпе М{Х°) обычно значительно ближе к М(Х*).
Зал1еча]1не 2. Для общей задачи (1—4) утверждение теорелгы не

справедливо.
Приме р. Положим a-i = . . . = ai = i\ bi = b2 = 2; си = сзг =

= C42 = О, С21 = С31 = С/а = С22 = 5, Ci2 = 10; ЙЦ = 1, «31 = «41 = 0,5,

Й21 = о, /г(«:) = о, fi{x) =■
10,

Методом максимального элемента можно построить план =

=х”2=х^=1, остальные х5^-=0. Для этого плана М{Х°) = 15, в то же
время для плана X: Xi2 = Х22 = ^31 ='^4i = 1, остальные Xjj == 0, зна
ченпе М {X) = 35.

Поступила в редакцию
10 III 1965


