
19 6 5

том 1. вып. 5
ЭКОНОМИКА
и Л1 А Т Е Д1 А Т П Ч Е с к и Е МЕТОДЫ

ИЗМЕРЕНИЕ ПРЯМЫХ И ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ
В М0^(:ЕЛИ МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА

И. 3. КАГАНОВПЧ

{ТЛЛЛЛЛ)

ДВУХОТРАСЛЕВАЯ МОДЕЛЬ

Даыа система, описываемая яинейными уравнениями (1) с переменны
ми xi, ^2 и свободными членами уи уг (те п другие будем считать элемен
тами системы)

Xi = ai2X2 -j- yi,

X2 = (l2iXi -j- У2.

Рассмотрим схему связей (зависимостей) между этими
изображенную на рис. 1.

Стрешш на схеме указывают направленне связей. В начале стрелки
(па выходе) находится источник воздействия, в конце стрелки (на вхо-

(1)

элементами.

аIZ
X.X/

а■21

Рис. 1

де) —объект воздействия. Интенспвиость связи характеризуют коэфф
циенты пропорциональности ai2, «21- Для связей уг^^и У2~^^2 коэффици

Если связь осуществляется через

Xi ко¬

сит равен единице,
элементы, соответствующие коэффициенты перемножаются.

«211/1 ('ДЛЯ связи J/11/1 Х2 количественно выражается как
эффициент 1, для Xi^X2 коэф^шциепт «21)-

Если к переменной направлено 'несколько стрелок, то
ими выражения зависимостей алгебраически складываются,
сумма г/2 + «21^1 характеризует совокупность связей г/2-^^2

Связи, соединяющие лишь разные, т. е. неповторяющиеся
системы, являются прямыми. К другому типу связей принадлежат
при которых цепочка связей оканчивается элементом системы, из ^

исходит. В пашем примере каждое изменение xi влечет за соо
иепие Х2, что в свою очередь оказывает обратное воздействие па xi. P
зуются циклические соединения элементов — обратные связи. Б с. >
обратной связи переменная воздействует на саму себя (здесь чер
средство другой переменной). Таковы в иашетг схеме связп xi—^X2 ●

Xi

представляемы

гXI
элемент

го

Х

е
Например,

/1-
ы

такие.

2 Xi Х2.

Пользуясь рассмотренным принципом характеристики вн^рениих свя
зей системы, опишем совокупность связен переменных Xi(i 1,^).

Величина Xi находится под воздействием yi (связь yi-^xi), уг (связь
^2^Xi) п самой себя (связь xi^xz-^x^). Связи переменпоп xz

аналогичны.
У2

I
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Следовательно,
Xi = yi ai2?/2 + Cll2(i2iXl, Х2   У2 ^21^1 + «12^21^2.

Система (2) фиксирует промежуточную стадию обратного
преобразования системы (1).

Величина Xi в уравнениях (2) разделена на две части. Одна
^i2d2iXi — результат обратных связей другая— количественное выра
жение прямых связей переменной, ее значение на входе.

В уравнениях (3) входные величины переменных

(2)

линейного

часть

Xi' выражены через

Xi (1 — ^12^21) = У1 + ацуг,

В уравнениях (4) —(5) через jJ j выражены значения переменных
выходе, учитывающие и лржиые связи и «внутренний оборот» системы
Тем самым завершено обратное линейное преобразованнс системы (1)' ’

 + У2. (3)

на

Xi = (Ui + Щ2У2) ■ 1 / (1 — ai^azi)

Х2 = (Й21У1 + У2) ■ 1 / (1 — 012021)
Xi= уi-i ! (1 — Ol202l) + f/2-Oi2 / (1 — ai2G2l)

= ̂ 1-021 / (1 — O12O21) + У2Л j (1 — 012021)-^

^2(1 — 02ifl2l) = О21У1

X2

■ (4)

(5)

Обратная связь в системе (1) является жесткой, т. е. ее воздействие
на переменные не зависит от времени пли скорости измепения выходной
величины; последняя пропорционалд.па модной величине и воспроизво
дит ос без отсгананий и искажений, В случае жесткой обратной связи от
ношение выходной величины ко входной называется передаточным коэф
фициентом, коэффициентом усплеиня или мультипликатором. В дальней
шем будем использовать термин «передаточный коэффициент» (п к )
обозначая его в формулах буквой R. ' ● -Л

В системе (4)
1

Л =
(6)^  ̂12^21

Как видно, п.к. инвариантен по отношению
ны.м ведич1шам и целиколх определяетсямы, т. е. ее внутренней организацией

к переменным и их вход-
матрицей коэффициентов систе-

,

ее <^дампожает» величину перемеииои на входе до
Гпв““темы’Ш п.к. служит и для коэффи-
(5) (элементы пбпп ’ ^°торые он преооразует в коэффициенты системы

шем это преобраз^аям ГсТдую^щом вида:“ яерез Ь,,,
запи-

bij — Пац прй i Ф /; Ъц = К (г = 1,2; ]= 1,2). (7)

Величина, обратная п.к., представляет собой --
Следовательно, определитель выражает в данном
ной II выходной величии или — что то же
Hoii матриц;

определитель системы (1).
- случае отношение вход-

элементов прямой и обрат-
G,-,-и

1 — Й12«21 = А

где А — опреде.читель системы (1).

Ь,чгз {i Ф j) (8)
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В формуле (б) п.к. представлен в виде функцпп параметра 012021. Это,
как явствует из выражения (3), доля величины Х{ на выходе, передавае
мая в силу обратной связи на вход. Такой показатель носит наименова
ние коэффициента обратной связи.

Поскольку в данном случае bij = Лo^j = Oij / (i — v) (г = 1, 2;
j = 1, 2; i Ф i), где v = 012O21 — коэффициент обратной связи, то

bij dij
(9)V —

bii

График п.к. (рис. 2) представляет co6oii равностороннюю гиперболу
/? = О и у = 1. Точка (0; 1) выражает равенство состоя-с асимптотами

иия системы на входе и на выходе,
в ней обратных свя-

свя-
т. е. отсутствие
зей

R

. Суммарная интенсивность
зей в системе принята, тазшм обра-

единицу. При у = О связизом, за

4

3

целиком осуществляются как пря
мые (i? = 1); по мере роста величи
ны V роль обратных связей увеличи
вается, по полностью заместить пря-

могут без разрыва ^
связей, т. е. без превращения снсте-
мые они по

Z
I

-3 ’2 -/ о !\ 2 J--4
у»

V
/-/

мы в несовместную или неопределен
ную (прп V — \ А = 0).

Наложим теперь на переменные
в системе (1) ограничения и дадим
ей экономическую интерпретацию:
^ О — валовой выпуск (валовой

продукт) г-й отрасли, включая ввоз
(г = 1,2); Hi ^0 — конечный про
дукт i-ii отрасли; ац ^ 0 — коэффи
циенты прямых затрат продукции i-ir отрасли на единицу продукции /-й
отрасли (/ = 1, 2). Существуют такие Xi '> 0, что уг > 0.

Таким образом, мы будем иметь дело с двухотраслевой моделью межот
раслевого баланса при аи = 0.

Входную величину переменно!! Xi
прямыми затратами (yi + ^2i?/i

вать
г/г), а величину — обрат-

ными затратами.
Определим область существования п.к. и коэффициента обратной свя

зи в данно11 модели.
Из формулы п.к. R = i ! (1 — v) следует, 'гго R Ф >0
По условию матрица А = (aij) неотрицательна, так что при Уг

прямые затраты (3) положительны. Знатат R <С 0
иарушало бы требование неотрпцателыюстп вектора X, как это хор
видно в выражении (4).

В силу тех же условий v = «12^21 ^ 0. Обобщая результаты
^ ^ о, получим

/
/

-2 /
/
/

-3 I
4

-4

Рис. 2

в уравнениях (3) будем имено

Л >

(

о и

10)

затрат па единицуВ таких границах п.к. слуншт мерой увеличения „а«арт-
конечыо!! продукции за счет обратных связей. Поскольку выпус
ся в том же направленпн, что п затраты, данная система обладает
жгггелькой обратной связью. График п.к., соответствующий условиям циь
изображен на рис. 2 сплошной линией (часть гиперболы в 1 квадранте).
3 Экономика и математические методы, 5
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В рассмотренной модели межотраслевых связей валовая продукция
отрасли совпадает с ее товарной продукцией ввиду отсутствия затрат на
собственные нужды отрасли.

Допустим теперь, что коэффициент товарности принимает значения
О  1 — ^ 1, где О ^ Ягг < 1 — коэффициенты затрат на собственные
нужды i-n отрасли.

Получим систему
(1 — ai{)Xi = a.i2X2 + jr i,

(1 — 022)^2 = ^21^1 ~h 1/2

Xi ~ (ZiiXi -{- ^12^2 “1- l/i,

X2 = (^21^1 “Г (^22^2 ~h Уг-

системе (12) показана на рис. 3.

(11)
пли

(12)

Схема связей в

^/2аи
X,7к <221

Рис. 3

На пути знакомых нам по рис. 1 связей

Vi Xi Х2 Уг Х2 ^1,

X2-^Xi-^ Х2, Xi-^X2-^ Xi

появились внутриотраслевые обратные связи xi—^Xi  и Х2
Например, лппия связи от yi к хг делает теперь петлю

Х2.

XiУ1 Х2.

Внутриотраслевые обратные связи будем считать обратными связями
первого порядка, а межотраслевые в системе (12) — второго порядка со-
отв^ственно порядку матрицы А.

Коэффициент обратной связи первого порядка для Xj
ответственно п.к. первого порядка —

есть Ujj, со-

1 1
(/ = 1,2). (13)1 — у<1) 1 —3

На
рт аритт” умножаются все коэффициенты прямых
т ясныи экономический смысл. Валовой продукт первой

мер, расходуется на единицу
единиц. Р1о часть

п.к.
затрат, что име-
отраслн, напри-

валового продукта второй в количестве aj2

единиц на еди„„цу"ГаГо™”°^дук™‘’“Гч™
дид 1 - и., Одсюда затраты иредукц^Г^^й'отрТ^^ а°
парного продукта второй составляют ai2 / (1-i «22). ^  единицу

Роль Ш.К., учитывающего обратные связи второго порядка в общем та
же. Он домножает коэффициенты прямых затрат соответстветао исклю-
Ч6НИЮ из счета конечной продукции отрасли-потребителя
продукции пocлeднei^, которое используется для
треблепия внутри системы или ее части.

Теперь на основании схемы (рис. 3) опишем внутренппе связи
мы (12). Это описание будет отличаться от выражения (2)

то-

того количества
производственного по-

систе-
тем, что в чпс-
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лс затцшт, на которые разлагается валовой продукт xi, появляется аиХг
(связь Xi^Xi) II что коэффициенты прямых затрат ац и коэффициент
обратно!! связи должны быть умножены на п.к. первого порядка (13).

,  1=
1

Уг "Ь Оц-^1 + ̂ 12^21Xi
1 — Й22Й22

(14)1 1
JI i + й22Х2 + «12^21^2 = ^2 Ч* ^21 Х-2.

1 — Яц

Преобразовав выражения (14), будем иметь

1 — «и

Я12Я21Я{2
Xi = Vi Ч- 1/2Ч- «11Ч Х[

1 — Й22 '

«12«21

1 — Й22
(15)

^/1 Ч“ («22ч

a2i
Х2= У2-\- Х2

1 —«И ^1 — «И

1«12
XI = г/1 Ч У2

1 — «22 N«12«21
1 — «И

1 — «22-'
(16)Г1«21

1/1 i" 1/2Х2 =
1 — «И «12«21

1 — «22 Ч
1 — ацУ

В выражении (16) получили п. к. второго порядка (й/^0-
111(2)Л 1 — 1

1
1 — («и Ч- г*2«12«21)f «12«21

1 — «И
V 1 — «22 (17)

11 1
Л2<2) = 1 -1 — («22Ч'П«12«21)

1 — «22
«12«21

1 — «ц7
ВТО-

Здесь л г«2^^^ — приведенные коэффициенты обратной связи
рого порядка. пгтавляют

П.к. второго порядка (17) в двухотраслево!! модели на
собой, как это видно, коэффициенты полных затрат, распо
главпо11 диагонали матрицы В = {Е —

(18)Л.Ц1
(г ==1,2),(2)   7,.. с/ггВ'г

Д21 — г

; Аи — алгебрап-

п.к. и рас-

Е ^ А второго порядка
1 — ац этой матрицы,

символы соответствуюнщх

где Дг — определитель матрицы
ческое дополнение элемента

В уравпепиях (16) используем
кроем скобки:

(2)(2)
-{-7?1 Г2«121/2,

аГ2 = ^ ri«2ll/l Ч- Т?2 ^ 1/2.

= лXi 1 (19)

3*
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Перемножим п.к. при fliji
1 — ^22 1 1

Hi Гг
Аз’1 — «22Дг

(20)1 — «и 1 1(2)

ДгДг 1 —

П.к. второго порядка, равный определителю матрицы {Е — Л)“‘, будем
обозначать т, е. без нижнего индекса.

Итак,

Xi — л1 -|- Л(%12Уг,
(21)

Х2 = да«21?/1 + Е?У2,

bij = при i Ф ].

Область существования п.к. для системы (12)
системы (1):

(22)

такова же, как п для

лГ> = —
1  — zz;(2)

(23)
1

Дг

Л = =1 (i = 1,2), если матрица Е — А единичная
угольная с элементами главной диагонали, равными единице.

Чтобы имело место достаточно равенство нулю
i-й строки (столбца) матрицы А.

Как мы видели, связи элементов двухотраслевои модели хо

или тре-

элементов

рошо обо
зримы и просты. Вместе с тем она образует ячейку более
и результаты ее анализа послужат отправным пунктом
последним.

сложных систем,
для подхода к

ТРЕХОТРАСЛЕВАЯ МОДЕЛЬ

^ представлена схема связей в трехотраслевой модели
водства и распределения продукции

произ-

3

— 2 Н" Vi (^ = 1,2, 3). (24)

Эта схема
двухотраслевой моде^ Т^ис*^ каждый из которых, подобно
п/ихом образухохГ н™вьГсвя'1: влГ" -ременных,
менной XI в системе (24). На воадейств^т- / » примера связи пере-
Хз; Уз через а:, и аг, (прямые связи); а. непосредет^епто"а так>^\епез^Г
через и аз, через аз, через аз и аз (обратные связи пёрвоТотрасли) На
пути этих связей с первой отраслью (с а,) возникают обратньш св^и втс^
рои отрас.ли и обратные связи третьей отрасли* Х2~^-Х2 х  ̂
ные связи первого порядка; а:г обратные свям
второго порядка (порядок связей соответствует порядку определяютрГг гтг
матрицы или подматрицы). ^
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На фигуре, изображающей трехотраслевзто модель, петли этих обрат
ных связей опосредуют любой путь к Xi, проходящий через другой элемент
систе.мы. Так, лпппя связп, соединяющая уг с через делает виток
У2 Хг Xi.Хз Х2Х2 Х2 Хз

Обратная связь Xi через Х2 осуществляется следующим путем: Xi
Х2 ->- Жз -

Обратные связи, присущие системе (24), порождены тем ее свойством,
что между любыми двумя переменными существует двусторонняя связь
(рис. 4). Система (25), изображенная на рис. 5, не обладает этим свойст-

Х\

Хг хг^3Хг

вом Между ее переменными нмеют место лишь односторонние связи, что
НСКЛЮ.ШСТ возпшшовеппе межотраслевых обратных связей-

=  -j- di^Xz "h ЧцХз yi,

«22^2 + «23^3 + У2,

О-ЗзХз -+■ J/З.

Но II картина прямых ^^^^ДП'^Гшимо прямых
ТОЙ, которая св011ственна системе (24) ‘ Р . -пяссматривая двухот-

связей Tifna с ГрГ^шы^ обр^зу-
раслевую модель, в системах с .^шых, такие, как
ются опосредованные прямые св ^ nnvroro который служит
(расход одного продукта ня прон родство
очередь для изготовления ‘ модели без обратных связей
Дукта на третий). Если в ^Р^^^^^Р ^^рдмая связь, то в случае с обрат-
(рис. 5) образуется одна „ ]^1)ямыми связями соединены все
иыми связями (рис-4) опосредов ^ ‘ элементов системы
переменные. Таким образом, ^ развивает и обогащает сеть
только порождает в пей обратные связи, но ра
прямых связей. ^

Совокупность всех прямых и ^ ^венно
риальиых потоков между ними - коли юствсн
циентом полных затрат Ьц.

XI

(25)
Хг =

Хз =
ототлична

в свою

не

мате-связей j-й отрасли с I и
результируется коэффи-
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Перечислим связи переменно]! д:! в системе (24), исключая пока обрат
ные связи второй и третьей отраслей:

^1 XI

Уг Хг х^

Уг Хг ^3 Xi

Уз ^3 Xi

Уз ^3 Х2 Xi

Xi Xi

Xi X2 Xi

Xi Xz ^3 Xi

Xi ^3 Xi

Xi Хз Xz Xi.

Опишем
эти связи Xi при помощи коэффициентов прямых

У1 н- «12^/2 + а1заз21/2 + «13^/3 + «12^23^/3 + ^nXi +

4- «12^21^^! + 013^32^21^^1 + ^13^31^1 + 0120230з1Д:1.

затрат:

(26)

Б выражении (26) коэффициенты при i/j представляют собой прямые
затраты на единицу конечного продукта j4i отрасли (/=123)- ппямт р
затраты первого порядка - непосредственные, «i, и а.з, и второго попяп-
ка-косвенные (оносредствоваппые, сопряжешше), «,3032 и  ПрХь7р
затраты валового продукта .-й отрасли да единицу конечного прГукта
этой отрасли равны единице; поэтому при ji i коэффициент единица КоэГ
фпциепты при д:1 в выражении (26) - обратные затраты валового поп-
дукта первой отрасли на единицу валового продукта oToii отрасли в толт
числе ап — обратпые затраты первого порядка, atzazi и «13^31 — второго
порядка, ai3«32«2i н ^12023^31 — третьего порядка. Обратные затраты лопятт
ка оолее чем первого являются сопряженными. ^ ^

Сумму прямых затрат, пепосредствеппых н сопряжеппьтх
продукта 1-11 отрасли на единицу коиечног
называть коэффициентами пря.мой

В вырагкении (26)

валового

о продукта у-й отрасли будем
связи н обозначать d^j.

dfi = 1,

dl2 —● Й12 4~ Й13Я32, (27)
^13 — П|3 -}- Л{2023-

В двухотраслевой модели при г J dn
Сумма обратных затрат всех порядков

/'II отрасли представляет co6oii
В выражении (26)

—

па едш

это

 dii — 1.

гацу валового продукта
коэффициент обратной связи.

yi(3) _ ац -(- ai2fl2i 4- Й13«31 4"

коэффнцпент обратной

«12Й23а31 4- Я13П32Я21;

СВЯЗИ третьего порядка

(28)●,(3) _здесь i'i

отрасли.

Коэффициенты обратной связи для

 ,для первой

системы (12) —
(2)

Vi   Яц 4“ «12^21,

(2)
Vz — //22 4“ П|2«21-

Чтобы учесть обратные затраты второй и третьей oTpacneir котопых
выражение (26) не содержит, иужпо в него ввести соответствующие п̂.к.
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второго порядка, подобно тому как это было сделано в уравнениях (14)
с п.к. первого порядка.

П.к. второго порядка в трехотраслевоп модели определяются по фор¬
мулам

А(2) рр, ддRрд А рр
(29)

1
Rplt =

Арр

индексах тех коэффициентовгде р, q,t — иеповторяющпеся номера в
прямых затрат п их произведений, которые умножаются на данный п.к.
(в трехотраслево!! модели может быть не более трех неповто^яющихся
номеров в любом сочетании коэффициентов Oij); Арр  — алгеораплеское
дополнение элемента 1 — cipp матрицы Е — ^ (р = 1, 2, 3); Арр, qq ~
алгебраическое дополнение элементов 1—арр п 1 a,Qq ((7 = 1,2, )
3Toii имацрицы*. Например, п.к. второго лорцдка для ai2 п для оаз соответ
ственно равны А 1 — Озз11,22(2)

i?12 А А (30)и11

(2) -^11,33 1 — ^22R 13 А■^11 11

П.к. для а\зйз2 II ^13^32^^21 1 (31) р
Ли

Умножив каждое слагаемое выражотга (26), кроме Pi ™
пл:. второго порядка, получим величину х. (у. п
че.шя по той причине, что связи и х.^х, не
пымн связями BTopoii отрасли и ооратиымп связями '^Р'^еи отрази).

После упрощений придем к следующему выражению, содершащ У
плс. третьего порядка (/?<“*● ● ●)(

(32)
_  + (Д‘?а,2 + Д(3)а,заз2)  Л> + (й.'з’жз + ««а.гЯаз)Л-Xi

Здесь Ап, 33 .  (33)^11,22А 7?S? =1 (3)и(3) i?i2 = ДзRI7?(3) = АзАз

. преобразуют коэффициенты прямых
Дз’ связей dij в

Мы видим, что п.к
коэффициенты полных затрат.

= г>11,

(1 — Азз) ^12
.^21<Zl3®32 - == Z?12,+ АзRi2ai2 + да^^13«32 = (34)АзАз
Аз1

(1 —а22)Д1з
ai2^23 = bi3-+ АзАзАз

. можно прийти, выполнив прообр^Щ
последовательно разлагая по строка

A2U до тех пор, пока не

п.к
Заметим, что к выражепшо

ванне (34) в обратном порядх^е, т. е
данное алгебраическое дополненп , ^ Р

элементов матрицы
. Алгебраическое допелпепие любого ™ диагоиальпых

пмоАт ТОТ же злак, что и соответств^ Щ
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будет получено алгебрапческое дополнение диагональных элементов мат
рицы Е — А, которое п является числителем в выраженпн п.к. Этот чис¬
литель равен единице, если разложение пржводпт к произведению недпа-
гональных элементов матрицы. Нетрудно доказать,
ВИЯХ п.к. третьего порядка, как и второго, принимают значетшя, пе мень
шие единицы.

В этом находит выражение, в частности, тот очевидный факт, что на
единицу конечного продукта р-й отрасли расходуется не менее единицы
валового продукта этой отрасли = брр ^ 1). RjP) =

1 (р , g = 1, 2, 3; Р =7^ q) ; если матрица Е — А единичная илхт
треуг(^ьная с элементами главной дпагоналп, равнымп единице. Кроме
того, р 1, если элел1бнты по крагшей мере р-й строшг (столбца) мат-

^^равыы нулю. Лр<у(3) = 1 прд |равенстве.11улю элементов по Kpaiiiieii
мере р и II g-ir строк (столбцов) матрицы А.

Разделим коэффициенты

что в данных усло-

полных затрат &12 н &13 из выражения (34)
на соответствующие им коэффициенты прямых CBHseii di2 и dia
жения (27); из выра-

^12  E^ai-2 -р

^12 + «13^32d12

А

= R 12)

(35) 1

flw ч-^13 ^12^23 А

= Rd
“Г ^^12<^23

13*13

"S'
циента прямых связей.

— 1) если матрица Е — А
угольная с элементами 1 — аи = 1 Из этого
полных .затрат по величине ке можГт быГ
коэффициентов прямых связей и прямых затрат
noTHTTv роли косвенных (сопряженных)

трат (<<во сад!^1ко^раз^ Ko°ocSnH№ полных и прямых за-
В аналити

служат
порядков — слагаемые коэффн-

единпчпая или тре-
следует, что коэффициент
меньше соответствующих

затрат в составе

ческих целях dtL ипияГ затрат больше прямых»)-
твли, один из которыГхара^ЗзхеГ1\ГТЛ?.^"^^«^ на сомножи-
а другой - обратных “пряженных

И
затрат.

з выражения (ЗбГ^л^ни'^ ^ козффнциептон Ctij В

Отсюда — Rijdij.

 bij.

(36)
гз *3

(^' Ч= j). (37)О-м 0>иО

При г — 7 сравнение коэффицие
щпм образом: -л v. итов матриц В п А

{Ъц — 1) / аи,

ОБОБЩЕНИЯ

Преобразования, подобные выполненным ■
могут быть произведены при любом порядке
любой коэффициент полных затрат можно
его показатели прямых и обратных связей
дели.

для тре

выполняется следую-

(38)

хотраслевой
матрицы Е~А

выразить черезв п-

модели,
так что

определяющие
отраслевой балансовон МО-

J
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Представим коэффициенты прямых связей в общем виде;
d = 1,рр

S+ S (39)= аP'7 ^pl^lu ● ● ■ар'Р7
7, и,..., а

1^Р. '7. U.--
ифр, (?, t,..
sj^p, q, u, t

t,u
l¥=P, <7i U
■uyfcp, <2, t

t
l¥=P,(l

При p,qj,ii, s = 1,2, n- p Ф q.
В выражении коэффициентов dpq первый член — прямые затраты

первого порядка, Biopoii — сумма прямых затрат второго порядка, со
стоящая пз ?1 — 2 слагаемых, соответственно числу размещений п — 2
номеров t по ОДЯОМ5 (Рп-^). Сумма прямых сопряженных затрат третьего

включает (?г — 2) {п — 3) слагаемых — по числу размещен1П1
д. Напвыспхпп порядок прямых затрат п — 1-й (п —  1 сомножи

тель), число слагаемых при этом (/г — 2)!, т., е. количество перестановок
рп-2

П—2-

порядка
■^л-ги т.

Число слагаемых резко возрастает по мере увеличения степенп сопря
женности прямых затрат. Прямые затраты второго порядка, важнейшие
среди сопряженных, определяются весьма просто. Матрица этих показа
телей, как видно из формулы (39), получается возведением в квадрат
матрицы А, в которой элементы главной диагонали заменены нулями,
причем в матрице /Р на главной диагонали также ставятся нули.

Пере11дем к выражениям передаточных коэффициентов тг-го порядка.
Опп имеют вид

Л{п) рр, qq, и, ии. ...Rpqtu... —
Ап

(40)
1№) = {p,q,t,ii. .. = 1,2, .. . ,п)Ап

где Ап — определитель матрицы Е — А п-то порядка; р, q, t, я, . . .
повторяющиеся номера в индексах соответствующих, коэффициентов пря-

— не¬

мых затрат.
Например, в формулах (33) — (34) для расчета i? _

вится алгебраичестсое яополненио элементов 1 — Яи  и 1 — Я22 матрпцы
Е — А, Т. о. Ли,22 = 1 — язз.

Если существуют такие Xi >> 0, что Pi > 0, то п. к. любого порядка
матрпцы

(3) числителе ста-в12

прпшшают значения, не меньшпе едштицы, а определитель
Е — Ли все алгебраические дополнения любого числа элементов ое глав
ной диагонали — положительные величины, не превосходяптие едпннцы.

Дадим экономическую интерпретацию определителей матрпцы —Л и
{Е — А)^К Определитель матрпцы Леонтьева гг-го порядка характеризует
долю прямых затрат п — 1-го порядка в соответствующем слагаемом коэф
фициента полных затрат, тогда как определитель обратно!! матрпцы, оуд>
чи по величине не меньше едпннцы, является для прямых затрат ^^^ож
гелем («мультипликатором», «коэффициентом усплеппя»), У’^итывающи-^
обратные затраты я-го порядка. Об этом можно судить, например,

п.к. = 11 A3.
п — 1-го порядка показывает, какова

слагаемом коэффициента полных

ражепшо (32), содержащему
Алгебраическое дополнение

прямых затрат того же порядка в
исключая обратные затраты последней.

А рр

доля
затрат р-й отрасли
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Ясно, что без прямых ме>котраслевых затрат единство окопомпческо!!
системы невозможно (Д = 0), но без обратных затрат оно сохраняется
(в этом случае Д = 1).

Рассмотрим условия, при которых п.к. равны единице. Такое зпачентге
принимают все п.к. ?г-отраслевой системы, если элементами главно!! диаго
нали матрицы Е — А являются едпнпцы, а сама эта матрица треугольная
Х1ЛИ единичная (т. е. матрица А нулевая
ную форму).

Это условие, необходимое

плп имеет вырожденную треуго.ль-

тогои достаточное для : . чтобы =
остальных п.к. cir-= 1 / Дп = 1, н достаточное для равенства едпшщо

стемы.

Д.чя выполнения = Лрр / Д
элементы р-п строкп (столбца) матрицы Я равнялисыгулю.

нымтг словами, продукция р-\\ отрасли либо не расходуется впутрп
системы и является конечной, либо не требует для своего производства за
трат продукции, вырабатываемой данной системой. В
мер,^при о.р} = О (/=1,2, .. . , п) определитель
алгеораическому дополнению элемента 1

= ъ рр = 1 необходимо, чтобы все

этом случае, папри-
матрпцы Е — А равен

рр этой матрицы (Дп = Арр)а
(1. л п)
pq— А.. РР- qq ! — 1, если равны пулю

ней мере р-\\ и q~\i строк (столбцов) матрицы А z.
Ес^и матрица А п-то порядка не треугольная ь

(столоцо'в) не нулевая, то имеют место соотношения:

н

н т.
п

все элементы по край-
д.
 пн одна из ее строк

А
-ii \ 1
Д„ Яп>Дп>0;

А(п-1)

-Ui
Л А >^11 п т. д.12 11,22

Следовательно,

О <С Д^1 <С Ап <С Ли,12 <С . . . <С 1 — йпп 1 *. (41)

До спх нор мы анализировали внутри- п межотраслевые обратные
совместно. Представляет интерес раздельное

Выделим
зи

^  ̂ - - измерение тех п дру
из оощеи системы связей внутриотраслевые путем умноже

свя¬
гих,

ния
эффпциептов прямых затрат «,-Дг ^/) на п.к. первого порядка г,-=

^  означающий расход валового продукта г-й отрасли па е
нпцу ее товарн ого продукта. Иными
ненпе межотраслевого баланса
тсльпо подобные члены:

ко-

еди-
словами, мы разрешаем каждое урав-

относптелыю приведя в нем предварп-
п

diiXi — ^" ^aijXj уi (г — 1, 2, .
Xi ●  ●, п). (42)

1Cl4 4t;= 2Xi + (43)г/i-1 1 — anй-п

Благодаря этому штутриотраслев
Бключепцы.ми в коэффициенты
ме (43).

Если теперь, преобразуя систему (43), получить коэффпцлеиты прялплх
и ооратных связен, то это оудут показатели межотраслевых связей в'ка
честве ооратпых эти показатели учитывают лишь обратные сопряжений
●затраты, т. е. опосредованные межотраслевым обменом.

* Одна из оценок величины получена М. Юсуповым (см. его работу «Неко
торые свойства матриц с пеотрпцательнымн элемснтамп и их приложения к матри
цам .межотраслевых оалансов». СО ЛЫ СССР. Новосибирск, 1962). ^

^=1

ые затраты каждой отрасли оказались
межотраслевых затрат при Xi в систе-
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Обратные затраты первого порядка (а,-,) при таком подходе включены
в коэффициенты прямых и внутриотраслевых связей (Cij) вследствие пере
счета всех коэффициентов прямых затрат, как это видно пз формул для
Cjj в трехотраслевой модели:

1
Си =

1 —аи’
Й12 ^13^^32

(44)Cl2 = (
(1 — Яи) (1 — ®22) (1 — йзз)(1 — «и) (1 — Я22)

^12^^23iCl3 =
(1 ff ii) (1 — ^^зз) (1 — Яц) (1 — Я22) (1 — Я33)

Межотраслевые плс отличаются тем, что в их числителе, помимо алгеб
раического дополнения, стоит произведение тех элементов главной диагона
ли матрицы Е—А, для которых образовано это алгебраическое доиолненпе:

—^н) App^qq,tt,uu,...п
-i=p, (J, I, и,..,о(«)

<1. 1, п,... — (45)Д

{p,q,t,u. . . = 1,2, 72.).

п

(1 — аи)
1=1

(46)
Д

где . . — передаточный коэффициент межотраслевой обратной
(межотраслевой плс) 7г-го порядка.

В частности,

связи

(1 йрр)А(я) рр
(47)(1 Орр)Ь рр.Д

Межотраслевые и.к. принимают значения, не меньшие единицы. Из это
го следует, что произведение р-х элементов главной диагонали прямой :
об]1атиой матриц также должно быть больше или равно единице.

Неравенство

II

(48)(1 — арр)Ь рр

удобно использовать при контроле правильности обращения
Е — А* Случай = 1 означает, что коэффициенты полных затрат
главно!!'диагонали матрицы В являются обратными величинами ^^о^ет-
ствугощпх коэффициентов матрицы Е А. Это имеет место, с
делитель равен произведению элементов главной ' ' ^твует об
рпца Е-Л диагональная или треугольная. Последнее
отсутствии межотраслевых обратных по формуле
расловые (при (ш >■ 0). Исходя из этого, ближе к единице,
(46), назовем индексом триангуляции. Его ^^^Жтшпеитьт мГт1)ицы Е-А
чем мепьгаую абсолютную величину имеют к Ы
по одну сторону главной диагонали.

= 1, если по крайней мере р-я
все элементы, равные пулю, кроме элемента Орр

обнаружены

А имеет
строка (столбец) матрицы

^ 0. Средневзвешенный

погрепдпости в ряде пуо.'шкацин
* ГГри помощи vOToro критерия

материалов межотраслевых балансов.



684 и. 3. КАГАНОВИЧ

п.к. мeжoтpacлeвoii обратной связи {Sij) образуется по уже знакомому
нам принципу — см. выражения (35). Соотношение между Rij и та
ково:

Rij — Sijdj / dij. (49)

Sij > 1, откуда следует, что bij ^ dj, т. е. что
bit — 1/(1 — di) 1

(50)
bij ^ Cij ^ Uij / (1 — Uii) (1 — ajj) при

На основе рассмотренных предложений г1роведен анализ семиотрасле-
Еои модели затраты — выпуск по Эстонской ССР за 1961 г. Установлено
что в среднем по отраслям материального производства Эстонии доля пря
мых затрат всех порядков (коэффициентов прямых связей) в полных
тратах составляет 52,4/о, колеблясь от 21,7% в затратах промышленной
продукц1[и на продукцию сельского п лесиого хозяйства до 85% в затра
тах продукции строительства и промышленности стройматериалов на собственные нужды. к * «.-UU

Прямые сопряженные затраты валового продукта невелики по сравне
нию с непосредственными затратами. В значениях коэффициентов прямых
связен на затраты 1-го порядка, т. е. на коэфсЬнппенты
ходится 87,00%, на прямые затраты 2-го порядка —  И 570/
ка - 1,34 %. 4-го - 6-го порядков _ 0,09 % "

Доля, с которой прямые затраты 6-го порядка входят в состав соответ-
стг.ующего слагаемого коэффициента полных затрат равна 3 9°/ (А 
= 0,0390). По отношению ко всему значению коэффициента это°не ппр
восходит 10 ^%. Индекс триангуляции матрицы Е — А составил 10538

Внутриотраслевые затраты, вводимые при помощи п.к первого попяп
ка, делают значения коэффициентов прямых и внутриотраслевых свяэрй
Cij в среднем в 2,33 раза оольшпми, чем коэффициенты прямых связей X
Межотраслевые п.к. Sij находятся в пределах от 1,0057 до 1 0330
рактеризует межотраслевые обратные связи как - ’ ’
Следовательно, если ими п пренебречь, можно прпйти к
близким к коэффициентам полных затрат.

На этом основании выработан недрудоемкий
рицы Е — А, сущность которого состоит

за-

что ха-
малосущественные **.

показателям.

алгоритм обращения мат-
^  ̂ ^ в следующе:кг.
Определяются коэффициенты прямых и внутриотраслевых связей пеп

вого либо первого п второго порядков _ по формулам типа (44) ПотхвеГ
пая таким путем матрица С„ рассматривается как приближкиая

если выполнено условие, что норма матрицы Е
меньше единицы. Далее, путем последовательного
гматрицы Со по (Методу Хотеллинга ***

матрица
- (Е~А)С^

исправления элементов
они доводятся до значений коэфсЬи

циентов полных затрат с заданной точностью н при быстро11 схотптчт.!
итерационного процесса. ' -'^ост.г
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Ц {i~au).* Отмечено, что Ьц
Тот же вывод был получен в резз'льтате триангуляции матоппм

вого баланса СССР. См. статью Лейбкинда 10. Р. «Применение блочнь?х мп
приближенных плановых расчетов». В сб. Экономико-математические
пуск 1. М., И.зд-во ЛИ СССР, 1963, стр. 176. методы. Вы-
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