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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ФАКТОРОВ

М. С. МИНЦ
(лгоаслА)

являетсяЦелью построения математпческпх моделей, как правило,
.установление и колпчествениое выражение связи между факторами или их
группами для познания и рационального управления развитием того пли

ИрИВДН, обусловивших тот пли И'НОИиного процесса или для выявления
.результат.

В пастояпдеи статье рассмотрены следующие методы установлешхя
висимостп результативного признака (функции) от ооуслови'вших его ве-
лпч’пыу факторов; метод последовательной детализащш первоначальной
модели; метод одноэтапной ашогофакторио!! груипцровхш; метод двухэтап-
цой мпогофакторно!! группирошш; метод цриблпжеяпого определеяия фор-

ашожественных статистических зависимостей.

за¬

мы связи парных и
При рассмотрении методов многофакторных группировок

влияние количества учтенных аргументов на количество членов функции
возможные ограничения целей исследовании, кото

результативные уравнения. Здесь же показаны
многофакторной группировки для обобще-

выявлено

многих переменных и
рые позволяют упростить
подходы использования методов
ныя статистических данных.

Метод после9рвателъной детализации первоначальной модели пм
важное методологическое значение для установления
влпянпя факторов-аргументов на результативный признак, Первона ^
ная модель основывается обычно на непосредственном описании
пли конкретном виде) экономической или Фп™пескоп модсда
характеризует предмет плп процесс в пптересующпх псследова
тах. Так, для того чтобы выявить причины, обуслов суммы
на здание; представим первоначально его ообостопмость у в вид ^ ^
произведений количества конструктивных элементов /.-{г — I,

себестоимость единицы каждого из них йгна
п

(1)
У = 2

г=1

величины /г и Ль
ИХ следует рас-

чем обусловлены
этих* величин,Однако это уравнение не раскрывает

Чтобы выяснить, от чего зависит уровен
шифровать, детализировать.

Проведем сначала детализацию
■ai (например, себестоимость наружных

7П

= 2

величин оценок а;. Для этого выразим
стен) суммой щюизведении

(2)
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ГД& (/ = 1, 2, 3, ..., т) — количество ресурсов у на едишщу конст
рукций i, у^гаоженное на себестоимость единицы каждого ресурса bj, не
зависимую от области примеиения ai.

Подставив уравнение (2) в уравнение (1), получим
п  m

У  fi S ^гфз-
г=1 j=l

Но bi можно также представить суммой произведений

(3)

I

(4)
й=1

где Wijk - количество ресурсов А: (;Ь = 1, 2, 3, на единицу продук-
тов у, умноженное на себестоимость единицы каждого

Подставив уравнение (4) в уравнение {3),полу^шм
ресурса Ck.

п Iт

г/=2 Л2 ^«2 ^ijkCk'
t=l

Продолжение подобно!! расшифровки
приводит к выражению

3=^1 h = l

до некоторого заданного этапа

тг Iт

г/ = 2л-2^«2«’.-^;... .2 ^hjii...rp Qp (15)
1=1 3=1 ft=i p=i

где Uijk... rp кол'ичество ресурса p на единицу
ного на предпоследнем исследуемом этапе, а
ресурса р, которая по условию задачи не подлежит расшифровке.

Рассмотренную выше последовательную расшифровку зиаченш'! а^, Ъ-
Cft, . . . , Qp_i назовем детализацие!! оценок. ’

Чтобы выявить влияние на себестоимость
дует |распЕифровать в уравнениях (I) —(5)
● ● ● 1 Uijti...Tp-

Такую расшифровку,
количеств.

Например, при измерении fi в потребительских единицах (в квадрат-
читм?3^^ перегородок, перекрытии, окон, дверей и т. д.) эти вели-

УДУ зависеть только от объемио-планпровочиых параметров
длины, ширины, высоты этажа, числа этажей и т. д. ^

выразить^"^^’ площадь HapyntHbix степ конкретного дома можно

продукта г,
себестоимость

учтен-
едипнцы

дома количеств ресурсов, сле-
'  значения ^ijh, . . .

в отличие от предыдущетг, назовем детализацией

дома —

/ = (2А + 2В)кЭ - Fn„,
где ^ длина дома, В — ого тттттпттл и п

шт F.P - площадь проемов в на^ушттх стеиаТ™ ^ “Аналогично, могут быть ттпггт«^ ^ степах,
ння /и Vij, Wijk _^^л«=Довательно выражены остальные значе-
.мотров, характеризующих объомтЛ^^^^ Функций от соответствующих пара-

“Плапировочные конструктивные

нс
(6)

число эта-

II тех¬нологические решения

/г — cpi (zi Z2, ... , £б);

● ● 1 ^б, . .= ̂ 0-(2l, 22, .
y,4ij

2в) ‘

● ’ 1 ■2д);

(^1, ^2, ● ● . , 2я) ,

● >
^ijk —'^pijh{Zi, 22, . .

l^ijk ... rp = (Uijk . rp
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Zfi — факторы, оиределяющие леличмы Vij, Wijh, . . .где Si, 22, ..
. . . , u-ijh ... rp. Подставив ати фунщпп в уравнение (5), получшг более пол
ное выражение влияния отдельных факторов на себестоимость жплого зда-

● )

пня, а именно:

тп

22, . .У= 2б, . ● ч %) X^2, .. ● 1■ >

3—ii=l

I
(7)(2i, 22, . . ч 2д, . ● ● 5 ^я) ●● 1 ^д).3X 2 ̂ 0^21 (^ijh ... Гр22, . . . , 2в, . ●

р=1k=i

уравнешш (5)Величины количеств ресурсов/i, - -ч ^Hh...rp
для конкретных объектов являются постоянными и могут быть пзм р
или учтены прп производстве пли рассчитаны при проектпровашш.^ ав^^
спмость этих величин от обусловивших пх факторов показана в >ра
НИН (7).

Если этим уравнением выразить влпянпе отдельных факторов
траты по определенному классу здаип11 п методов производства

оптпмпзацпп проектных планировочных
методов заводского н строитель

в

на за-
^ то с его

и
помощью можно решить задачу
конструктивных решении домов, а также
ПОГО производства. . r^т-лtIЛ^тпЧP-

Вопросы использования этой методдкп для разнообразных
скпх расчетов н исследований выходят за рамки иастоящеи стать ●

Здесь же необходимо отметить, что прп сопоставлепнп kohki
объектов обычно ограничиваются oaiioit расшифровкой оценок, а исп ‘
ванне методики для оптпмизацпп проектных решений здании
ипчпвалось одно1г плп двумя ступенями детализаций. Это о ус,' *
сложностью и трудоешюстыо последовательной детализации
iioi'i модели, а также громоздкостью результативных \ ’ .^оров.
очередь, является следствием учета внутренних взаимосвязей q  '

Во многих случаях допустимо не анализировать все виутреш
причин до результата. Например- не всегда

па количествожуточпые связи от исходных
обязательно знать

стен, пере-
, как влияет размер квартиры

количества конструкции пагородок
себестопмость

, псрекрыт1П1 н т. д., а эти
1 кв. м площади дома. основаны пв

М етоды, которым посвящено дальнейшее от исходных
чепии непосредственно!! зависимости f ^ ,,,g3oficTBnn проме¬
дли исследователя факторов, минуя расшифровку
шуточных внутренних факторов. ттпрлусматривает

Метод одноэтапной многофакторной упавненпя. Он основан на
этапное определенпе формы связи п ^ g фактора-аргумента на
изучеыпп влияния каждого отдельного ' факторах- последова
результативны.-! признак при остальных исходны. i

тельио закропляо»шх па Разных Ур0внях^^__ -бе—ати J

“о?—”|Гк™ры полпостью закропленн
благодаря этому их

ОДНО-

Для пллюстрацш! выявим
площади от средней площади
стп прп предположеиип, что все в,лня1шс па ипте

II
на некотором определенном уровне
ресующий нас результат ™ключепо^

Решим эту задачу сначала ДЛЯ р - тпехсекцпопных домов:
: домов. Для это

работаем экспериментальные ^^Р°^ квартиры в здании в 30, 32, 34,
трех

го раз-
пятп

этажных домов со средней илищ «
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36 II 38 м^, а также пяти четырехэтажных п пяти пятиэтажных домов с
такими же средними площадями квартир.

Затем по всем 15 домам рассчитаем себестоимость 1 м? жплой площади.
Результаты расчетов сведем в табл. 1. Оговорим, что данные, приведенные
в этой таблице, условны и составлены таким образом, чтобы яснее выявить
суть методики.

Таблица 1

Зависнлюсть себестопмости 1 ишло11 площади у
трехсекциояных до:мов от средне!! жилой площади квартир

и этажности здания (в руб.)

Средняя оо дому жилая площадь квартир
в м* (a:i)Количе

ство сек
ций в до

ме (Xj)

Этажность
(а:*)

30 32 34 36 38

99 913 3 107 103 95
3 97,0 88,04 106 101,5 92,5

1053 100 95 90 855

Из этой таблицы видно, что связь между факторами по строкам и столб
цам принята линейной. Проследим, как изменяется себестоимость 1 кв. м
площади y{xi, Х2, хз) в зависимости от изменения средней площади квар
тиры в 3, 4 и 5-этажных трехсекцпопиых домах:

3, 3) = 167—2,00a:i,

у(д:,,4,3) = 173,5-2,25^:1,

y(o:i, 5, 3) = 180,0—2,50a:i.

Очевидно, что изменение свободных членов и коэффициентов при неиз
вестных в этих уравнениях обусловлено только изменениями величин ^2
т. е. этажности зданий. ’

Аналогичное положение имеем при рассмотренип влияния этажности
на себестоимость 1 кв. м площади дома при неизменных секцнонности и
площади квартир в доме:

(8)

(9)

(10)

у (30, д:2, 3) = 110 —

y(32,z2,3) = 107,5-1,5 а:2,
г/(34,д:2,3) = 105-2д:2,

у(36,л;2,3) = 102,5-2,5x2,

У(38,х2, 3) = 100-3x2.

Х2..

В общем виде влияние величины спеппотт тт
се5е_ь 1 ...

Хз = Хз) описывается уравнением:

u{xiX2, Хз) == ао+ aixi. (11)
Выразим «о и ai этого уравнения в виде функций от этажпости исходя

из их значении с уравнениях (7), (8) и (9): исходя

ао = 147,5 -h 6,5x2:

«1 = -1,25 - 0,25x2.
(12)

(13)
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Подставив в уравнение (11) уравнения (12) —(13), получим вЫ|раже-
1ше, показывающее влияние на функцию у аргументов Xi и х^:

у{хиХг,Ъ) = 147,5 + 6,5x2 + (-1,25 - 0,25x2)xi =
— 147,5 — 1,25x1 + 6,5x2 — 0,25xiX2.

Чтобы ВЫЯВИТЬ зависимость себестоимости 1 кв. м жилой площади
дома не только от этажности и средней площади квартир, по и числа сек-
цш7 в доме, необходимо полностью повторить расчеты, выполненные для
треХ'Секцпоииых -зданий, также и для четырех- и пятпсщщионных.

Допустим, что В результате расчетов получены следующие уравнения:
для трехсекцпониых домов:

y{xi,X2, 3) = 147,5 — l,25xi + 6,5хг 0,25xiX2;

для четырехсекцпоиных домов:

y{xi, Х2,4) = 146,5 — 1,50X1 + 6,0X2 — 0,30xiX2;

(14)

(15)

(16)

для пятисекционных домов:

у (xi, Х2, 5) = 145,5 — 1,75x1 + 5,5x2 — 0,35xi, Х2.

В общем виде зависимость функции у от аргументов xi н хз при закреп
ленном хз описывается уравнением:

(17)

(18)
у [XiX^Xz) = йо + ^iXi + 0-2X2 + OzX\X2.

коэффициенты при
виде фушщий от числа секци11 в ддании хз:

До — 150,5 Хз,

= 1,00 — 0,25x3,

Д2 = 8,0 — 0,5хз,
—0,10 — 0,05хз.

неизвестных ура

Д1

Oz =

вненииСвободные члены п
(15) —(17) выразим в

(19)
(20)

(21)
(22)

(J9)_(22), выявим влияниеПодставяя в уравнение (18) уравнения
трех аргументов .гч, ^2 н на функцию у.

= 150,5-хз+ (-^1.0-0,25.з)х.+ (8,0-0№ +
; _о,1 — 0,05x1X2) = 150,5 - XI + 8x2 - - 0,lxiX2

— 0,25xiX3 — о,5x2X3 — 0,05x1X2X3.
(23)

Лиалогпчпым образом можно пантн
числа аргументов прн^тюбои формами таблиц, а^а-
строкам и столбцам. Д“ ^ого порядок группировкп,
логичными табл. 2 п 3. Табл. 2 и статистических исход-
табл, 3 - порядок “L„L,„i Рассмотреиньп! метод позволяет
пых данных в аиалитич сы е «У "Хпстпческп4 данных
на основе эксперпмептальпых ил
установить:

1) форму связи между функцт1си
записаииого в общем виде;

2) значения коэффициентов при
неиия функции многих персмеииых. v

Для установления ^‘'^"^^^^“ь^фу^кциональна
знак при условии, что зависимое .^0^:
щсе количество данных по изучаемые

одновременпо

виде уравнения,

свободного члена урав-

вII аргументами

неизвестных и

результативный при-
необходпмо следую-

иа

(24)
Q = с/.-?’,

4  Энономииа и математические методы. № 5
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Таблица 2

Л-,Xi

Х4 Хз хг Х4 Хз X»

а, аг Оз 0} Пз

hЪх Xd

hЪгс\
d-

&2Ъг Xсз

bzЬх X

Ьг Ьхdx Сг

&2Ьз Сх

ЬзЬх

ЬхЬзсз

Ьз rfa Ьз XСо

bi Ьз

Ьз ЬхXCl

ds ЬоЬз Сз

bi ЬзX
Сг

Ьг X XX

где р — количество учтенных аргументов, к — количество точек, необхо
димое для установления формы связи между функцией  и одним из ее
аргументов (для прямой — 2 точки, для кривой второго порядка — 6 то
чек, третьего порядка — 9 точек я т. д.); с — количество однотипных ис
пытаний, обеспечивающее в необходимых случаях повышение достовер
ности результатов. Например, при с = 3, /с = 3, р  = 4 (^ = 3-3^ = 243.

В ряде случаев для получения необходююй информации целесообраз
но вместо обычной разработки экспериментальных проектов использовать

математического моделирования производственных процессов на
ЭВМ, в частности, вместо проектирования жилых домов, технологических
производственных поточных линий, предприятий и их комплексов.

Нередко практически
обеспечивать наибольшую

В связи с этим
невозможно или экономически нецелесообразно

точность решения задач рассмотренного типа,
возникает необходимость в применении мепее точных

методов, позволяющих решить задачу при
данных. ^

Метод двухэтапной многофакторной
определение формы связи

меньшем количестве исходных

группировки предусматривает
и последующий расчет параметров уравнения.

Предварительное определение формы, связи существенно сокращает
необходимое количество точек и, следовательно, объем эксперимента. На
этом первом этапе устанавливается форма связи функции и каждого аргу
мента в отдельности, а затем на основе установленных зависимостей функ
ции от каждого из аргументов устанавливается форма связи функции и
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Таблица 3

Первый шаг Второй шаг Третий шаг Четвертый шаг

fi (a?j) == y{xi, bi, с\4х)
/г(®1) = у {х\, bi, Cl, rfi)
/з (a:j) = у (xi, Ъз, Ci, rf i)

/28 Xi) =
— y{xi, Xi, Cl, c?i)

/4 (®a) = У (a;i, bi, a, di)
= y{xi, bi, Ci, di)
= y(xi, bs, C2, dj)

/б (xij
/б(Х1)

/37 = (я:з, X2, хз) =
= y(xi, X2, агз, di)/29 = У (xi, хг, Сг, di)

/7 (a^i) = y(xi, bi, C3, di)
f8(xi) = y(xi, bi, cs, di) /so = y(a:i, Xi, cs, di)
f9 {xi) = y {xi, Ьз, сз, di)

{xi) = y{xi, bt, Cl, di)
hi (xi) = у (a-i, hi, Cl, di)
/12 (®i) = у (xi, &3, Cl, di)

ho
fai = y [xi, Xi, Cl, di)

Uo~y (a?i, Xi, xs,xt)

/13 (xi) = у [xi, bi, d, di)
/14 (a:i) = у (a:i, bi, Ci,di)
/i5(^ci) = y(a:i, Ьз, Сз, da)

fs2~y{xi, Xi, a, di)

f9i = y{xi, Xi, Хз, di)

/10 (xi) =y{xi, bi, C3, di)
/i7(xi) = y (xi, bi, Cs, di)
/18 (xi) = у (xi, Ьз, Сз, di)

/зз = у(х1, Хз, Сз, da)

/10 (xi) = y(xi, bi, Cl, ds)
/20 (xi) = y(xi, &2, Cl, da)
/2i(xi) = y(xi, bs, Cl, ds)

/34 = У{Х1, X2, Cl, da)

/зв = у(х1, X2, Хз, da)
/22 (Xi) = у (Xi, bi, C2, da)
/23 (Xi) = у (Xi, Ьз, Cs, ds)
/24 (xi) = у (Xi, Ьз, Ci, ds)

/35 = У(Х1, X2, Ca, ds)

/25 (xi) = у (xi, bi, C3, da)
= У (xi, bi, Ci, da)
= У (xi, bs, Сз, dg)

/20 (xi)
/27 (Xi)

/30 = у (xi, X2, Сз, da)

состав-
всех аргументов. Вначале на основе экспернментальных данных
ляются уравнения, выражающие зависимость функции от
аргумента в отдельности при остальных аргументах, закреплен
среднем уровнеГт, е. при у = F{x,, х,, . . . , х,, . . .  , х,) определяются урав
нения

е
на

(25)

е

Vi = F{^U Л-'2, ● ● ● ? Х(г-1), Й^г,а^(г+1), ● ●  . . - rrfvnriHblC

Выбор объектов, по которым должны з табл. 2.
данные, должен быть подч1гнен схеме ^j^ocTen уравнения (25)
в  этом случае для “Сперт “потребуется минимальное коли igctbo а к

(26)торое равно:

Оно значительно меньше, чем
мы связи и ее параметров.

При необходимости дополнительным
ком-либо другом уровне проверяется пост

(?,п.п= [рО-1
при од

) +15"-
установлении фор

закреплением аргументов
общего вида формы свя-

новременном
на ка-

4*
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зи функции с каждым ее аргументом в отдельности в любом «сечении по
верхности». Для этого потребуется почти такое же количество дополни
тельных точек. Если форма связи контрольных п основных ypaBiiennii
различна, то надо иайтп такое общее их выражепые, которое описывало
бы любое из них. Полученные конкретные значения свободных членов п
коэффициентов при неизвестных для решения поставленной задачи не
представляют интереса п могут быть заменены буквенными обозначения
ми или числами, удобными в счете, например, единицами.

Если парные зависимости функции с каждым ее аргументом могут
быть определены теоретпческп пли на основе ранее проведенных иссле
дований, то необходимость в перечисленных выше операциях отпадает.

Для того_ чтобы найти уравнение зависимости функции от всех ее ар
гументов, необходимо пронзвести ряд последовательных подстановок (как
это было показано в уравнениях (И) —(14); (18) —(23)): в уравнение,
выражающее в общем виде зависимость фупкции от первого аргумента,
подставить вместо свободного члена и коэффициентов при неизвестном
уравнения, характеризующие зависимость этих параметров от следующего
второго аргумента; в полученное уравнение функции двух переменных
вместо свободного члена л коэффициентов дрн неизвестных подставить
уравнения, выражающие зависимость этих параметров от третьего аргу
мента, и т. д.

При небольшом количестве изучаемых объектов (меньшем
Q = /сР) нельзя определить функциональную численную

чем
завпспмость па

раметров <2i уравнения, содержащего I учтенных аргументов из р, от
{I + 1)-го аргумента при I ^ р — 1.

Однако для многих функцп]! нескольких аргументов Хг (i = 1, 2, . . .
’ ● ■ , I, . . . , р) допустимо принять общий вид формы связи параметров
уравнения у = f{xi,X2, . . . ,xi) при I аргументах таким же, как самой
функции у с {I -j- 1)-м аргументом.

Исходя из этой предпосылки, можно на основе частных парных зави
симостей функции с каждым из ее аргументов установить общий вид фор-

связи функции со всеми аргументами. Для этого достаточно произ
вести последовательную подстановку вместо параметров уравиепия
выражающего в общем виде частную зависимость фушщпп от первого
аргумента, уравнение частно!! зав!!симостп фуикцпп от второго аргумента
а в полученное уравнение функции двух аргументов вместо
ров — уравнение частно!! зависимости функции от третьего
и т. д.

мы

его парамет-
аргумента

Приведенные ноложсш!я пояс!1пм следующим примером: пусть тре
буется определить общ!!й вид уравнения завпснмостп {йупкции и от nnw
переменных xi и Х2. ^ у-^

Предположим, что частная парная зависимость между фуикцие1г
первым аргументом прп закрепленном действии второго аргумента описывается уравнением: ^ ^

II

y{xi, Х2) = До -{- aixi,

а частная парная зависимость между фуикцие!!
закрепленном действии первого аргумента I

у{^и У2) ~ (iz йз IХ2.

(27)
II вторым аргументом при

описывается уравнением:

(28)
Принимаем форму связи

как между у и Хг.
Тогда

зависимости как ао, так ai с Х2 такой же,

(Iq   (I3 ! Х2',

^1 = (1“2 “Ь Оз / ^2-
(29)
(30)

А
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Подставляем уравнения (29) п (30) в уравнение (27):

у {xiXt) = (й2 + «3 / д^з) + {(1г + Аз / = Й2 + 0,2! Х2-\- azXi / Х2.
(31)

После замены индексов получим;

у ^ Ь(2 “h Ъ2 ! Х2~\~ bzXi I Хо. (32)

Это и есть искомый результат.
Аналогичным образом можно установить связь функцпп с третьим

аргументом. Для этого следует вместо параметров Ьо, ^2, уравне
ния (32) подставить уравнения, выражающие зависимость результатив
ного признака со следующим — третьим аргументом.

Определить форму связи часто л[ожпо, составляя произведения
уравпепий, каждое пз которых выражает в общем виде частную зависи
мость функции только от одного аргумента. В результате умножения уста
навливается приближенная пли точная форма связи между функцией и
всеми учтенными аргументами. Воспользуемся для иллюстрации этого
положения предыдущим примером.

Пере;м110жл!м уравнения (27) и (28):

у (2:13:2) = (йо + aiXi) (й2 Ч- «3 / ̂ з) = Й0Й2 + a-ia2Xi + йойз / й2 + й1аз2^1 / xz-

Обозначив Й0Й2 = h, ^1(^2 = bi, йойз = bz, Й1Д3 = Ьз, получим следую
щее уравнение:

пз

у {XlXz) = йо Ч~ Й1 (xi) bz ! Х2~\~ bzXi I Xz.
методом подстановки (см. уравнение (32)).

устаиовпть форму
Оно было получено ранее

частным парным зависимостям можноАналогично по
связи между функцией и любым количеством аргумеитов.

Рассчитанные по peKOMenflyeMoii лютодпке уравнения совпадут плх
дадут хорошее приближение к уравнениям, характеризующим реальное
взаимодействие факторов, если последние описывают кривые на плоско
сти пли поверхности (гпперповерхпостп) достаточно простои формы, ото
было проверено па многих примерах, часть пз которых приведена в на-
стоящехг статье. В тех же случаях, когда при изменениях уровня закреп
лясмых аргументов меняется общпй впд формы связи функции с изменяе
мым фактором, не исключена возможность расхождении между
нпем поверхности, которое получено по ограниченному количеству <<с
ПИЙ», и уравнением поверхности, .выявленным но существешю большему
количеству «сечений».

Bxopoii этап решения задачи заключается в
раметров уравнения, записанного в общем виде. количест-

Пии известной форме связи и функциональной завпспмостп
При известной 1 количеству параметров в урав_

пеня., вь!ража»ще1 за--™- фуякц..п^о.^

rxpoL"!;ZrnTo”™ - Чемя .очками л ^ Пр. иелииойннх за
висимостях минимальное „р.. неизвестной форме

определешш величины па-

во точек

большим, по,

меньшимконечн , чем этоо, гораздо
связи. (см. табл. 1), но предполо-

плоскостп.иде уравненияВернемся к рассмотренному выше npiuicpy
жим упрощенную форму связи у и Xi и Xz

= йо + Й1^1 + ^2Й-2.

В в

У
(33)

Для опраделеипя параметов ерТдноы столбце, напрп-
значенпя у пз расположенных в средней с i Р
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мв|р: ^1=106 (при = 30; л:2 = 4); ^2 = 97 (прп = 34; X2= 'i);
Уз = 95 (прп Xi = 34, 2:2 = 5) и составим систему уравнений:

106 = flfl “f~ Я1ЗО “I-

97 ^ Go “b ^i34 G24,

95 = Go + Й1З4 + Яз5.

Решив эту систему, получим следующее уравнение плоскости:

у — 181,5 — 2,25з;1 — 2xi,

основе которого можно заново рассчптать 7 значенпй у пз 15 (табл. 1),
а 'именно те из них, которые расположены в средней строке и в среднем
столбце этой таблицы. Для того чтобы определить значения всех 15 то
чек, форма связи должна быть принята в виде уравнения поверхности:

У — ^0 “h “h 022^2 С1зХ\Х2.

(34)

(35)
на

(36)

Для определения параметров Gi этого уравнения потребуется решить
систему из четырех уравнений на основе всего четырех эксперименталь
ных объектов.

Рассмотрим возможные упрощения многофакторных моделей, получен
ных методами группировки, п влияние количества учтенных аргументов
на количество членов (слагаемых правой части) многочлена, образован
ного перемножением множителей, каждый из которых выражает частную
napiijTo зависимость функции с одним из аргументов для следующих двух
простейших случаев.

1) В первом случае d

(^1 5j2:j ) (G2 Н” ) ● ● ● (^т “1“ ^тп ) ● (37)У

Количество слагаемых правой части уравнения у = f(xi, Х2, . . ., Хт)
составит:

(38)q = 2^.

Например, для функции пяти аргументов у = 2^ = 32, а само урав
нение при всех di ~ 1 будет иметь следующий вид:

У = йо + 4- «23^2 + азХз + a^Xi -f- 052:5 -f- 052:12:2 -j-

4- а-]Х\Хз 4“ dzXiX^ -f- 092:12:5 4- 0102:22:3 4- a\iX2Xi 4“

4~ o,\2X2Xb 4“ ^132:32:4 4“ 0142:32:5 4“ 0152:42:5 4“

4- 0102:12:22:3 4- 0172:12:22:4 4“ 0132:12:22:5 4-

4- 0192:12:32:4 4- 0202:12:32:5 4- 0212:12:42:5 4-

4- 0222:22:324 -f 0232:22:32:5 4- 0242:22:42:5 4-

4- 0252:32:42:5 -h 0202:12:22:32:4 4- a2iXiX2XsXb 4-

4- 0282:12:22:40:5 + 0292:12:32:42:5 4- 0302:22:32:42:5 4~
4" 0,z<JX\X2X3XkXb.

(39)

2) Bo втором случае

У — (oi 4“ 512:1*^') (02 4“ ^22:2’), . . ● » (Ощ 4“ ^mX^t) X

)XOm+l 4" ^m+22:jn+2 4~X (0„i+i 4“ 4" '^m-t-l2:‘^ m + l
m+1

4- C,„x22:fW2), . ● . , («m+n 4- K+n Xm+n 4" Cm+nX<^m + n).
m+n (40)

к
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В ЭТОМ более общем случае

(41)q =

где {т + п) = р — число учтенных аргументов.
Таким образом, с увеличением количества факторов-аргументов

чество слагаемых npaBoii части многочлена, описывающего функцию
гпх переменных, растет в геометрической прогрессии и тем интенсивнее,

форма связи функции с каждым из аргументов в отдельно-
Напрпмер, если зависимость функции только одного из пяти аргумен

тов имеет вид ?/ = «о + + ягЛ > а от каждого из остальных аргумен-

коли-
мно-

чсм сложнее
сти.

тов 1, = h + hxi^i (i = 1, 2, 3, 4), то g = 2‘-3*  = 48, что существенно
больше количества слагаемых В уравнении (39).

Возможности учета значительного количества факторов при рассмот-
репных формах связп обычно ограничиваются недостатком исходных дан
ных, которых должно быть не меньше, чем слагаемых правой части урав
нения многочлеиа, пли лимитируются объемом памяти электронных вы-
чпслительных машин. Kpmie того, результат в виде чрезмерно громозд
кого уравнения, как правило, иеприемлом для практики. Поэтозгу пеоб-

функции многих перемер
ных жожот бы^ достигнуто способом ограниченпя целен исследования и,
ПЫХ может оыть до ^ ппопзвепепи!! аргументов; полного псключе-
следовательно, факторов, а также комбинацией этих

двух"снособГ pLmo^phm первый из них, так как второй не нуждается
В пояснениях.

Уравнения (14), (23)
достоверные значения функции у при
ментов Xi от min Xi до шах Xi. ^иячртгия тяКтт 1

(39) и 1анало'Тичные им позволяют определить
'  любых допустимых значениях аргу-

н

Уравнение (14) одно слагаемое'меньше,

В  то же 7Р““^4®^снроизСсти значения функции, заии-
чсм в уравнеши (14), „ одном (среднем) столбце этой
санные только в одной ^срсдиел/

™®1то“вначает. что решает

деляет значения (в результате получаем
Х

более скромн

2 закреплен па среднем УР .. затем определяем значения функции у
цип по средней строке таол. ), ‘ закрепленном на оред-

ую задачу: опре-
niin xi до max хг, когда

значения функ-

при изменениях а:2 от величины функции по среднему столб-
нем уровне (в Результате по величин функции по форму-
цу значений у табл. 1Ь _ в качестве приближенного,
ле (35) может рассматриваться многочлена слагаемые с произве-

Можно утверждать, что, пекл количество до величины лишь
донпями аргументов и тем самым „ы ограничиваем круг йе
на единицу большей функции при последовательном измс_
следования определением значения ФУ факторов-аргумс^ов
нешш действительных значег среднем уровне остальных фактор
закрепленных на данном, обычно, 01 д

""’Ко'гда’учитываются’немногае ,Ф“™1“„|,”и;;с™тСьиыГоперации,
толь^ обедн^ся при эко— ^

значи-

С увсличепием количества Ф"™Р“„,.^ения, но в такой же мере
доения существенно “'Г^инимать наиболее простые формы
результаты. Поэтому целесообразно
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связи, преяеде всего, для орпептпровочного выявления значимости каждо
го из факторов. Это позволит отразить в модели существеиные факторы
в упрощенной форме, наиболее существенные — детально, а от учета не
существенных

Поясним это положение следующим примером.
Пусть изучаемое явление описывается уравнением (39), которое яв

ляется функцией пяти аргументов и представляет собой миогочлеп
с 32 слагаемыми, т. е. с 32 пскомыми параметрами.

Предположим, что имеющаяся в нашем распоряжении вычислительная
техника не позволяет справиться с такпм уравнением, так как допускает
решение системы только с семью непзвестиымл. Требуется найти такое
уравнение с семью неизвестными парамет2)амп, которое минимально обед
няет

отказаться вовсе.

результаты вследствие упрощения формы связп.
Примем в первол! приближении форму связп в виде многочлена, в ко

тором (7 = р -f- т. е. у ~ ац-\- aiXi -}- azX2 + a^xz + «4^:4 + Допус
тим, что в результате решения уравнения и его анализа установлено, что
факторы Xi и Х2 влияют на у существеннее, чем xz, х/^ и хь. При этом усло
вии требованию задачи лаилучпшм образом удовлетворяет следующее
уравнение:

у — «о + o-iXi + й2^2 + йз^1^2 + aijcz + a^Xi, + а%Хъ. (42)
По уравнению (42) можно точшо определить значения у при нзмепе-

шш xi от mina:i до maxj;i, когда Х2 закреплен иа любом уровне от min 0:2
до max Х2 и Хз, х^ и xs — только на одном, например, среднем уровне прц
изменении Xz от т1п.Г2 до таха:2, когда xi зак1)еплен иа любом и хз, х/^
Х5 — только иа среднем уровне, а также прп изменении хз, или хд, или х
когда остальные аргументы закреплены только на среднем уровне. За
крепление несущественных факторов именно иа среднем уровне умень
шает отклонения результативного уравнения от более точного по сравне
нию с темп отклонениями, которые получились бы при расчетах, основан
ных иа закреплении несущественных факторов па любом другом уровне

Рассмотрим отдельные особенности статистических корреляционных
зависимостей. До сих пор рассматривались функциональные зависимости
Во многих случаях прп обработке статистических данных способом мно
гофакторной цруппнровкп определенным конкретным значениям аргу
ментов -соответствует множество случашшх значений результативного
признака (зависимости этого типа называют стат1гстическшш). В .этом
случае отдельны© экспериментальные л даже групповые средние
нпя у при данных Xf, как правило, нс будут соответствовать значениям и-
выхгисленным из уравнения, предполагающего 'фушчщюиальную зависи
мость меяеду учтеш1ыми факторами. В подобной ситуации необходимо из
множества возможных уравиеипй выбрать такое, которое давало бы наи
более вероятные расчетные значения результативного признака г] щш
данных значениях факторов не,ременных: Xi, Хз, . . ., Zp. При этом стати
стическая закономерность выражает вероятную зависимость результатив
ного признака об учтенных и сопутствующих им, неучтенных ур^не^м

факторов. При большом статистическом матерпале^ыявление
зависимости результативного признака от влияющих ик него сСтпиов
осуществимо иа основе многофакторпо1г группировки исходных дашХ
их осреднения в каждой однородной лруппо и выравнивахгая этих
●неыных значений. Полученные

п
5}

зиаче-

осред-
в результате этого 'Систематизированные

по факторам-аргументам и выравненные значения результативного шш
представляют co6oii статистическую зависимость, обобщенную паи

более вероятными ее ггредставителямп и тем приведоллую к «услов1ю
функциональной», регрессивной зависимостп, ио задашго1[ пока

'Знака

еще в

Л
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таблишю!! форме. Переход от табличной формы выражения такой зависи
мости к алгебраическому ее выражению может быть произведен так же,
как и при обьигаой функциональной зависимости.

При извостиои форме связи результативного признака от учтенных
факторов и количество изучаемых объектов, существенно превышающем
количество независимых переменных, включая п их пропзведенпя, но
Q <С скР, можно определить параметры уравнения регрессии а-ппроксими-
рованпем фудкцпи. Для этого нужно отыскать такие величины парамет
ров йг теоретического уравнения регрессии, при которых вычисленные зна
чения функции минимально отличались бы от исходных значении резуль
тативного признака. К этому результату приводит, например
ция суммы квадратов отклонений фактических значений результативного
признака по каждому из объектов jj i от их значени!!, вычисленных по
уравнению регрессии уг,

минпмпза-

т. е.:

2=3 (г/* —у г) 2 = min, (43)
i=l

— f{Xi,X2, Хр).где ji i
Этот метод, известны!! под назваппем метода наименьших квадратов.

чаще всего применяют в корреляционном анализе.
Необходимо подчеркнуть, что способом наименьших квадратов могут

быть определены параметры не только лпнезгаых, но  п нелинейных урав-
множествениой регрессии, представленных в виде многочлена ие-пеыпи

скольких аргументов Xi^ каждьп! из которых может иметь произвольную,
по конкретную степень с1и если параметры этпх независимых переменных
di имеют первую степень. Большинство экономических явлении п процес-
СО.В характеризуется Heninieiinoii зависимостью результативного признака
от влияющих па него факторов. Обоснованны!! выбор формы связи являет-

условпем успешного прпмепенпя миожественпо!! корре-ся непременным
ляции.

Рассматриваемые методы приближенного определения формы связ
иножественной статистической зависимости основаны па предположенпп.
что зависимость функции многих аргументов может быть установлена ^
основе частных парных зависимостей. Прп этом формы связи частньь
парных зависимостей могут быть установлены на основе сокращенной ш ^
гофакториой группировки в соответствии со cxeMoii, показанной в та
(клетки, отмеченные крестиками). Яшпмы

Во многих случаях можно naiiTii ирпблпжопное f gijTOB
зависимостей функции от каждого из 11 Усвязи частных парных

корректировке!! эмпирических линий парных регрессии. ппавилыю
Парные эмппричешше линии регрессии более ме ^твую-

зависимости функции от данного сред-
щих ему неучтенных факторов, если при по этим
ппх средние значения других в корректн-
же группам объектов При этом

рической линии парной
НИИ парной частной регрессии ^ необходимо прежде всего,
[факторов. Однако для такой ^которую экономическую (техпп-
«подключнть» к пассматриваемых факторов, т. е. соста-
ческую) гипотезу о взаимосвязи ра ●● следующего вида:
вить и решить уравиенне миожествошши peipecciin оподующ

выражают тип

ровке возникает

-f- OiX^^i + - ■ ■ "Ь
+ aixf' + 2^ + ■ ■ ● + ̂ сХ^с"" ● ■7/ = (7о
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где Xi, Х2, ..., х-р — учтенные факторы; d^, ^2, . .., dp — конкретные сте
пени аргументов, установленные теоретическим путем или по здравому
смыслу.

Корректировка каждой пз групповых средних результативного призна
ка jJ ij при группировке объектов по величине признака Xi выполняется
по формуле:

V—1 ^
Vij + S {^с — Xcij) аУн = с>

г=1

где уа — групповая средняя результативного признака в инте|рвале /
У = 2, 3, . . . , /г) прп группировке объектов по величине признака Xi\

средняя арифметическая величина фактора Хс по всей совокупносты
объектов; Xcij групповая средняя аргумента Хс прп группировке объек
тов по величинам признака Х{ в интервале /.

Количество корректировок для

Хс

выравнивания одной парной эмпириче
ской липни регрессии равно количеству групп h, на которые разделена
совокупность объектов по признаку xi. Общее количество выравппваипй
равно количеству учтенных аргументов. Корректировка приводит к уточ
нению конфигурации эмпирических линий парных регрессий, что позво
ляет уточнить форму связи функции с каждым аргументом, а следователь
но, форму связи функции от всех учтенных аргументов. После первого
цикла корректировки может быть выполнен второй, на основе нового
утотаенного уравнения лшожественлой регрессии.

Вопрос о форме прп выборе типа уравнения мпожествеппой ре
грессии может быть снят ограничением колебания изменения значений
учтенных аргументов — разбиением совокупности рассматриваемых объ
ектов на однородные группы. Внутри каждой из этих групп допустимо
аппроксимировать нелинейные зависимости линейными.

При псследовапип статистических зависимостей, помимо вопросов, свя
занных с установлением формы связи и величин ее параметров,
кает необходимость в определении отклонений действительных значений
результативного признака от расчетных, определении корреляционного
отношения, коэффициентов частной корреляции, вероятных ошибок коэсЬ
фициептов регрессии и коэффициентов корреляции и ряда других пока
зателеи. Методы их расчета подробно изложены в литературе, посвящен-

статистике и специально корреляционному ана^зу
® настоящей статье методы были использованы авто

ром для анализа экономичности проектных решений
чения влияния отдельных факторов на
мость крупнопапельиых конструкций

Представляется

связи

возни-

жидых зданий, изу-
отчетную и плановую себестои-
пекоторых других задачах,

поотппрттттст ттлтт.:. ВОЗМОЖНЫМ использовать результаты расчетов для
функции и функций ограничения при формулировке

экстремальных задач, для установления if t j i

и в

новых дотации, расчетов плановой цебесто^^тГн^и^отраТ™ и т д '
а также для нланирования и обобщения эксперименХХ Хедо^нпй’.
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