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■кг ^ раооте [1] Гейл рассмотрел следующую модель производства М.
Модель М включает «продуктов:^ (продукты, производственные мощно
сти, виды трудовых п природных ресурсов и т. д.). Производственные про
цессы характеризуются парами ?г-мерных векторов (А, Y) с неотрица
тельными компонентами, где А= (ari, . . . , а:„), Y = (уь. . .,уп). Компо
нента Xi показывает затраты продукта с номером i; ji  i — количество про
дукта I, которое получается в результате осуществления процесса (А, У).

^  процессов Z, которыми располагает модель, наклады¬
ваются следующие ограничения: а) Z является замкнутым выпуклым ко
нусом в 27г-мериом эвклидовом пространстве; б) всякий продукт выпуска
ется хотя бы одним процессом из Z.

На первый

?г

взгляд может представиться, что описанная модель отпо-
сится только к очень узкой области экономических явлений. Однако в ра-
оте t J показано, что модель М эквивалентна в некотором смысле произ

вольной дпнам]1ческой
2. Состояние

у) б вектором цен р = {р

^1м числом а, кото1>ые находятся в следующих соотношениях: а) аА ^
мется ® > 0. Число а назы-

3 Грмтг Р^ста модели в соответствующем состоянии равновесия,

рои процессы {Гг) Гг У ’ ™
W, J ) Ч Z, 2^ j/i > о, существуют (А, У)

задаче линейного программирования,
модели М характеризуется процессом

■ ● Рп), р ^ О, 2 Pi = К н положптель-

равновесия
и ●

II р такие, что

Ур ... I/i
(1)max mm —

(X,Y)GZ i Xi
— CCiVf.Xp

Vi / Xi опроделрип oi берется no всем i, для которых отношение
Если Уг > о ж- —' л Pi ( не определено, если yi = О, a:i — 0.

Для случая ’
генштерн и Том ’тш

и а

когда конус Z
неон в [31

состоS)

м определяют состояние равновеспя
выражения (1) называется оптимальным,

является многогранным, Кемени, Мор-
показали, что в моделп М существует не более

котопые ^ различными а, где S — число базисных
яний

достаточные vcTint, ^^ конус Z. В заметке [5] приведены пеобхо-
новесия. В настояще/Л единственности ^ ^
прои

процессов, на
димьге и

числа а состояния рав-
звольного замкнутпгл результаты обобщаются на случай

числа состояний равнопргчтсг конуса Z, причем наш метод оценки
оитуацшо 3 “ “ „ Рабо’- [3] ^ [4] и лучше

>  р н возможны состояния равновесия с различ-

пз

проясияет
ными а.

5. Произвольная
Ми Mz, . . . ,M спг»лN

модель М
л.то„тт:г, гг ^'^Рождает последовательность моделе!!

следующим образом. Пуст,. {X, У) _ оптимальный про-

I
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цосс, В котором выпускается максимальное hhcjw продуктов. Множество
номеров продуктов, которые выпускаются в (А', У), обозначим через {г} i.
Модель Mi = М. Модель Мг задается конусом являющимся проек
цией конуса Z на подпространство продуктов Таким образом,
модель Mi порождает модель М2. Аналогично, модель Мг порождает мо
дель Л/з, если ал/, <С сю. Еслп ам: — оо, то оптимальный процесс в М2, т. е.
тот, KOTopHii выпускает максимальное число продуктов без затрат, опре-

{1)2. Поэтому в любом случае М2 порождает Мз и т. д.
В модели Mn существует оптимальный процесс, выпускающий все про-v=iV

дукты из Очевидно, U {Ov = {О- Обозначим a.nv через а^'' .

Лемма. Пусть модель М порождает модели Ми. . Mn- Для любого
V (v ==-- 1, .. . , П)и любого е > О найдется процесс (X, У) 6 Z, б результа-

те которого все производимые продукты ^

деляет множество

п

( min — min yi/xi) ^ e.
ц=1 " i^ii}

Доказательство. Возьмем произвольную М^. Пусть (№, У<'’>
процесс из Z, проекция которого на {i}v есть оптимальный^процесс  моде-

ее определяющий. Образуем процесс (X, У) =

все произведенные продукты — с пндекса-

ли М

Яц > 0. Очевидно, (X, У) G 2 и

V,

тш(г/гДг) = min f
(и)li=v

МИ ИЗ и {г} ц. Имеем гИ.=1 .

Поскольку ^ min^^ для любого |х —1, .. .,v
любого

каково бы ни было е > 0, мошно найти положительные Я,, . . .

п

ie {i}
. . . , 'Av такие, что

то

— е.min
(Х=1, Vmin(pi/a:t) ^

ct
Теорема 1. Число состояний равновесия модели М с различными

равно числу порожденных ею моделей М„ ЛТ?. . . .. М[ \  для которых
«(!)>«(.<''>)>. . . причем чис.ча «('>, . . ., «лк раз п являют-
ся ™пами роста в этих состояниях равповесия. U) соответ-что каждой моделиДоказательство. Покажем

равновесия модели М с темпом
= Mv Найдем для нее како1^

“  соответствующие ему F
il/v работает с продук-

а
ствует состояние

Возьмем произвольную Mv
П11будь оптимальный процесс (а^'' , У )

Из построения моделе!! Л/i, . . . , Л/n видно, что

II

7 вектора размерности п.

Полухшм вектор По гд^У'^^’^есть^проекция конуса Z
Урм - XaWpM ^ о для всех (X У) б Z , где ^ I ^ ^ ̂

иа пространство продуктов U {Ою Следовательно. Ур

Дополним вектор нулями дотамн пз

для всех (X, У) б Z.
Теперь с помощью °РОЧ®^^‘ЧгпттРсс

(X(V), УМ) е Z следующим о6разомЛ1роц^^
некоторого процесса \л , ^ /

(X, У) е 2, в результате которого все производимые продукты

методы. К» 5

/ w(v) 5?(v)) б ^(v) построи

7  Экономика II математические

м процесс
является проекцией

существует процесс
1J.—V—t

— ИЗ
а—V—t

и {0 в
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p.=iV

II min [ui I Xi) > Для i G U = Ui = 0- Образуем процесс

(да, 7(v)) ^ (x(v), y(v)) + ?,(x, 7)T" Множитель  > 0 выбирается такнлг
образом, чтобы было выполнено неравенство: min +

H-Axi) ^ dy). Такое А существует, поскольку min%ji / Xi) > d^\ Легко

впдеть, что (да), 7('’>) б Z является процессом, определяющим вместе
с вектором цен п а^'’) состояние равновесия модели М.

Для завершения доказательства необходимо показать , что никаких
других значений а, кроме а<‘), . . . , дающих состояние равновесия,
m ^ заключаем, что множество номеров продуктов

3 ивается на с непересекающпхся подмножеств {г}^ соответствую-

щ^ числам а(), . . Именно, г'о б {i}i, / = 1, . . ., А, если для любого
>0 CJ ществует {X , У) б Z, у которого > О, то — min {iji/xi) < е.

Предположим теперь, что с^^^ществует а, отличное от
также некоторые (X, У) п р, дающио состояние равновесия’модолп м’.

иусть г-номер продукта, на котором достигается minyV^i = a.

meTJ’ ‘ “Р'“'^«лежнт некоторому {(}^. Неравенство а(-<'>)<‘а не может

остодния™’ « с^нГестАваГн
состояния равновесия шах min (y,/*i). Неравенство а(»®> > а

(X, У)б *

зом!’т1%ГдокаГнГ™‘’ ^ -шолняется. Таким

а

оора-

6 . Процесс (X, Y) ег называется экстремальным если не
Г*’) . “ б Z такн.^ чтомх«>. У<«) + (1 _ X) (X®, yw), о-с Х<1.

^ mfn^n'^ равновесия в произвольной модели /1/ <

твует
(X, 7)

зультат'"^а"оть: Й] Г “ ̂ -сгремальньг. процессов (обобщение ^

J

ре-

. Определение: р, = шш -ах (Ур/Хр). где р ироизвольиьш

сущес

ц
век-

еп.
Теорема 2. =

Док

min a(i^) =
  v(*)

V , (40 “^зтельство. Неравенство

ПИЯ п  (^, Т) 6 Z
Н

<С(Зд/ невозможно,
определению

также невозможно,
процесс (X, 7)6Z, 7>0,
на этом процессе — 7^?/Х/? < е

так как
по состоя-

ибо на
(v(*)) а

еравенство рм<а('-'*))
—  леммы существует

Следовательно,
ДЛЯ любого :

Теорема 2

для всех

вектора цен р.
является обобщением

результата из [5].
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