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АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ С БУЛЕВЫМИ

ПЕРЕМЕННЫМИ
10. 10. Ф IIН К Е Л Ь Ш Т Е Й Н

(МОСКВА)

Р1дея «метода отсечения» впервые появилась в работе Данцига, Фул
керсона и Джонсона [1], посвященной задаче коммивояжера (более по
дробное изложение дано в работе тех же авторов [2]). Первьп! алгоритм,
реализующий «лгетод отсечения» для задачи целочисленного лилейного
программирования (ЦЛП) общего вида, предложен Гоморп [3] (обзор
различных модификаций метода Гомори дан в [4]; см. также [5] ).

В данной работе предлагается существенно Иной алгоритм для реше
ния смешанной задачи ЦЛП с целочисленными переменными, принимаю
щими значения О и 1 . Доказана копечпость алгоритма и даны оценки
сверху для числа итераций. Дан пример класса задач, для которых верх
няя оценка числа итерацн1х существенно меньше объема полного перебора
(теорема 5).

Предлагаемый нами алгоритм для решения задач ЦЛП  с булевыми пе
ременными (сокращенно В-алгоритм) использует идею «метода отсече
ния», однако мы даем iioBoe правило построения дополнительного линей
ного отграыи^ния (ДЛО). В-алгоритм решает не непосредственно исход-

^ некоторое число получаемых из нее «канонических»
д ч ЦЛП (задачи Et). Число решаемых «канонических» задач оцени-

оказывается небольшим. Решение за-
"Р" В-алгоритма-приблпжениое (с лю-

лГв™ заданной точностью). В важном частном случае, когда в це-
коэффициентами толыш целочис-

Мпччет «очффицчзнты рациональны), В-алгоритм по-зволяет получить точное решение. ^ ^
В методе Гомори ДЛО строилось в виде

^ = 3 — уо ^ О, (1)
3&N

где N — множество пебазпсных переменных,
'^тапу решения задачи ЦЛП, а коэффициенты
Рягот следующим неравенствам:

соответствующее данному
Уз (/ G N) и Yo удовлетво-

2 У1 о.Уз > о для / G N, (2)Yo > 0.
jejv

Предлагаемый нами способ лостпоения ттттп
задачи ЦЛП с булевыми

Известно (см. [61), что к .зачячл ттчтт «
ны.ми может быть сведепа любая и тгы целочислеппыми перемен-

" Р— Р. ч КОТОВЫ.

существенно использует
переменными **.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу ЦЛП с булевыми переменпымп:
N

J{X)= (3)max
j=i

N

2  ̂ ̂ (4a)i = 1, 2, .. . , niu
}=i

N

(4^)7?Zi + 2, . . . , 77li М2,2' ̂ ij^j — i = mi-\- 1,
j=i

(5);● = 1, 2, . . . ,

(6)д;. ^ 1 У = 1, 2, ni,

(7)у = 1, 2, , ?ii.ajj — целое,

Кроме того, иам понадобятся еще неотрицательные переменные, до
полняющие до равенств неравенства (4^):

N
(4в)= 6,- - 2 7 = 1, 2, . . тгц.ClijXj, ● J

j=l

Здесь = 7?1 -Ь Н2, > 0> '^2 ^ 0-
Пусть:
1) выбрано е > 0;
2) .т — оптимальное решение задачи {dj - Ш,
3) X — допустимое решенпе задачи {д) — Wb

Тогда X ^у™^пскать SmThho е-оптпмальное peLiLne зада
чи ""
мого отклонения от оптимума.

Замечание 1- Пусть.
1) Cj = о, 721 Н- 1 ^ 7 ^

2) Cj Iq — общее наименьшее кратное знаменателен
Тогда найдется 41 ело q ^ 1 ^ У < «0, что еслп е,  = то

дробей (3) —(7) будет оптимальным решеппемнесократимых
6q — оптимальное решенпе
задачи (3) — (7).

«КАИОНПЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ»
= (xi, . . ● i^s)i
G, а множество

Множество точек хобозначения.
oTToxf ^4) —(6), обозначим через

удовлетворяющих условиям __ /о\ _ Qn Далее:
точек X, удовлетворяющих уело

= {х\х ^ G; f{x) t)

Введем некоторые

G(i)
(8“)

т
= {x|x6G»; fix) ^t}.GHi)

ii» следующую задачу Et: указать
множество G^-it) пусто.что

неко-
Будем называть «канонической»

торое X = х(0 б G^(t), или доказать
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В дальнейшем мы будем считать, что целевая функция f{x) ограппчеиа
на множестве G.

Обозначим:

т = min/(a;) (9“)t  I

= ]т [,
где \' т[ — наименьшее целое число, не меньшое т.

М = max f{x)
xg G

= [М],

(9^)

(10^)

(1Q6)

где [М] — наибольшее целое число, не превышающее М.
Теорема 1. Для того чтобы найти &-оптимальпое решение задачи

(3) —(7), достаточно вычислить т, М и решить не более чем шах {1,

(2 4-‘ [Iog2 задач типа ЕС. Доказателъ с т в о. Если
М — /п. <С 8, то очевидно, что любое решение задачи Ет будет
ным решением задачи (3) — (7), и теорема 1 доказана.

Пусть М — г. Будем последовательно

к = i, 2, . .. Числа и векторы х
образом:

решать
-T/t

е-оптималь-

задачи

оцредел11.м (рекуррентно) следующим

и = М\
h = т*,

= x{ti).

Если не существует, т. е. задача Et^ не имеет решения,
решения и исходная задача (3) — (7). Если существует и/(^^) 71/ -

(И)
(12'*)
(12«)

то не имеет
6

то ясно, что х^ — е-оптимальное решение исходной задачи (3)   (7).
Д

г

опустим, что х^ существует и что f{x^) ^ М — е. Пусть уже найдены
(£й; при к — \ р, р^ i. Тогда (£p+i; хР+^) найдем следующим
образом:

< 1
h<p h-f{x^)>e,min

fe<p
tit>f

tp+i—HO определено, если min tk — f(x^)<^&,
k<p

имеет решение,p+]

t
(13“)P+1— i

^('p+i)» если задача Et

.«p+iX p
не имеет решения, (13®)X , если tp+i определено, но задача Ei

ZP+1X
опне

p+i

ределено,если£p+i не определено.

Дл^ доказг^ельства теоремы 1 докажем существование такого I, что:
а) л , . . . , — определены, х^+^ — не определено;
о) X --£-оптимальное решение исходной задачи (3)  — (7);

в) г ^ 2 + [log2 (Д / е)],
где Д = 71/ __ т

(14)
(15).

Пусть хР
определено п х — оптимальное решение задачи (3) — (7).

целые (/ = 1, 2, ... , wi), то можноЕсли Cj = о, Ri + '1 i с /V П ВГП г ■
заменить Л/ на Л/« ^ у ;Sa iv п все с.и m на т^.
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Т огда
f{x) е [/(л:з»), бр], (16)

(17)где 6 = min th.

Де11ствптелы10, если 6р = U, то формула
Ьр >* ti. Допустим, что: а) бр = tr, 2 ^ г а р, б) f{x) > 6р. Но тогда
получаем, что f{x'') ^ = 6р > f{x^), г <С р, а это невозможно. Формулы

(16) очевидна. Ясно, что

(16) п (17) доказаны.
Обозначим

(18)Ар = бр — f{xP)

(р ^ 1,х^ — определено) п покажем, что
(19)Ар ^ А/2Р-Ч

Действительно, из (И)> (12) н (15) следует, что
(20)

1.т. е. что (19) верно прп р —
Из (13) получаем, что если х'' п определены, то

(21)Av+i ^ Av / 2.

Из (20) и (21) следует (19).
Оиределпм натуральное I' из условия

(22)А / 2^'-1 < е < А / 2^'-2.

Из (22) следует, что
(23)I' = 2+ [log2 (А/е)].

: такого I,
Теорема 1Из (16) (17), (18), (19), (22) и (23) следует существование

НТО верны ’утверждения а), б), в), сформулированные

““'в “^HeiimeM нам нонадобптся следующее определение (см. например.

^\Zae2lue. Пусть

ГГэ?о"Г>о!*ос-“ГД^О^“"оГЛая (по номеру) ненулевая коор-
I  обозначим
1) у= (0 0).

выше.

дината у положительна. „пггпттт,т1т,тм

Назовем у пенсинографичеснп ^неотрицат»

ЭТО

у'^ о, если пмеет место одна из
2) Р > 0.

Далее, полагаем р 2, если у „<пяттярт
Легко показать, что ^ л^спкографпчески упорядочить
П

 о II ?/^2, .если р
свойством транзитпвно

ользуясь отпошеппем >, можно лексих i к

”*s .."-р"
искать точку (xi,. ● - ^

Хи\)

7 V

(a;i

ствсе

(24)шах*,
, СС2, ..

^ (X, х^)ес“{«).X
максимизация

● 1

(25)
вектора (хь ■ ● ● i ^ш)

малый положитель-
лексикографическая

л - произвольно
* Имеется в виду

(т. е. максимизация функции

чый параметр).
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Разумеется, целевая функция задачи (24), (25) зависит от выбора ну
мерации целочисленных переменных *.

Замечание 2. Отметим, что для нас существенна пмепио форма
целевой функции (24), а структура множества огранпчеппй G"-{t) совер
шенно безразлична — предлагаемьн! нами ниже алгоритм приспособлен
для максимизации целевой функцнп (24) на любом множество, заданном
при помощи соотношений типа (4) —: (7).

В-ЛЛГОРПТМ

Опишем теперь В-алгорптм, позволяющий решать задачу магюимиза-
цнп целевой функции {xi, Х2, . . . , Хц,) на множестве, задаваемом соотпо-
шениямп типа (4) — (7) и, в частности, задачу Et  в форме (24), (25).
Прп построеппп алгоритма леы используем оощую схему, предложенную
Гоморн [3], по применяем другое правило построения ДЛО. Ыапомппм
общую схему «метода отсеченпя» для решения задач ЦЛП (изложение бу
дем вести применительно к задаче (24), (25)).

0-я итерация. Найтп шах (xj, . . . , Хп,) = (хД . . . , ж„,о). Если*6G(0 '
ство G(t) пусто, то пусто п G»(t), т. е. задача (24), (25) не имеет решения.

Ес.ли = (огД .. ., ^ ^‘^(^)> то — решение задачи (24), (25).
Если G{t) непусто и в G^{t), то переходим к 1-й итерации.
Для описания /с-н итерации (к ^ 1) нам понадобятся следующие обо-

значщшя;

а) §г — дополнительное линейное ограничение — неравенство (ДЛО)
вводимое на г-й итерации, г ^ 1;

б) Т]г неотрицательная переменная, дополняющая до равенства
равенство gr,r^ 1;

в) gr — множество точек х = {xi, . . . , Xn), удовлетворяющих ДЛО g,-\
г) Nr множество небазисных переменных, получаемое после оконча

ния г-й итерации, г ^ 0.
к-я итерация {к ^ 1). Стршгм дополнительное ограничение gk (обла

дающее тем свойством, что x^^~^ б gh) ●
Полагаем

множе-

не-

G{t)G\gг, если А: = 1,

П  gr) , если А >2,Г=1 ' '
■nj.eA'/e-l

GK-{t) = (26)

формулируем следующую задачу.
Найти

и

шах (ж,, .. .,а:„,) = (з:,\ . .. ,а:$,).
хбС^Ц) (27)

Если множество Gk{t) пусто, то задача (24), (25)

непусто и х^^ в G^^{t)

Если то — решение

не имеет решеппя.

задачи (24), (25).

, то переходим к (А + 1)-й итерации,

когда с^щрст^иД. для нас безразлична, за исключением того случая,

место. Тогда ппи I — иеизвестпыо, чтобы в (25) Xk попал на первое
решение задачи (24) , (25) будет одповромеппо решениемзадачи (3) —(7).

I
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Сформулпруем теперь правило построенпя дололнптельного лпне1шого
ограничения gh (на Л:-й птерацпш/г I)-

^«1-1 — первая (по номеру) не-Пусть Gk-i{t) непусто, х
целая компонента

(28)

Тогда дополнительное линейное ограипченпе gu строим в следующей
форме:

<p;j(2:j, Х2, =
-1h~l

ft-1h-l
) ] “h (1 —= S [(1 —^j)signa^i + a:jSign(l —a:j h-i

3=1

ИЛП, что TO же самое
(29<5)Цк = 9^i(^b ^2, . ● ● > ) 1
(29«)где rjft ^ 0.

Очевидно, что
\ ^ .1

q)fe(2;f \ (30^)● 1

T. e*
(30<5)x’^ ^ 6 gh

Алгоритм (для решения задачи ЦЛП с булевыми целочисленными пере
менными и целевой функцией! типа (24)), построенный но приведенной
выше схеме и пспользующпй правило построенпя ДЛО (29), мы п назовем
В~алгоритмом. г   -

Теорема 2. В-алгоритм решает задачу лексикографической
Ции (xi, .. . . л:,!,) на множестве, задаваемом соотношениями типа (4)
(7), и притом за конечное число итераций. „пт*а-

3 а м е ч а н и е 3. Для удобства дальнейшего изложения мьх будем дока
зывать теорему 2 для задачп (24), (25), что не уменьшает общности рас-
суждений, так как мы не используем каких-либо специальных свойств мно
жества G^{t). Это относится и к теоремам 3—5. Доказательство теоремь
будет пповелено в несколько этапов.

Лемма 1 Пусть после (I - 1)-й итерации В^алгоритма получен вектор
=  ̂ xV'^) е G«(i) (прпчем первая нецелая компонента

макси.миза-

;-1X

,1 ^ а/_1 ^ П{ ■ гпгтояшее из всевозможных векторов
Рассмотрим MiioHtecTBO ni , состоящее ^c,r(t\ - 9\ xi —

^ {хи . . . , х^), удовлетворяющих двум условиям. 4) х G G{t), I) Хг
целое, при t <С ai~\.

Для того чтобы вектор х,

i-iX

входящий в Пи удовлетворял условию
(3X 1 *, 1)

место следующее соотношение:необходимо и достаточно, чтобы имело
г-1 (32)г-1г-1 Ха,

) = (a:i ,2:2
-ь,. .., /-1-и Ха{хиХг, .. Ха г-1● ^ г-1

(33)
где у > 0.

(33) верны. Дока-Достаточность. Пусть (32)
и

Доказательство,
жем, что X б gu

* Т. е. я не удовлетворяет ДЛО gi.
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г—1
. ., Ха\_\-1— целые чпсла, а в силу (5) и (6) все ониПо условию X

равны О или 1.
Следовательно,

1 1 ●

{i — Xj ^ )signa:j ^ ^ sign(l — ж] ^= О (34)

прп J С ai-i.
Из (33) п (34) следует, что

,  г-1 г-
Фг(а;1 ,...,а:а

г-1
Y)==(1-Y)< 1. (35)-иг-1

Из (29^), (32) и (35) получаем: х 6 gi.
Достаточность доказана.
Необходимость. Пусть условия (32), (33) не выполнены. Докажем, что

^ б gi.
Сначала допустим, что не выполнено условие (33)

= 0.Ха г

т. е. что

-1
Тогда, очевидно.

фг {Хи Х2, . .., Ха^_^ ) Х'1 — Ха^_^ ) = 1,

т. е. (см. (29)) X в gi,n необходимость доказана.
Теперь предпололшм, что не выполнено условие (32). Тогда существует

такое г, 1 ^ г ^ аг-i — 1, что

(36)

_г_
Хг=^ Хг . (37)

Так как Хг и xl- ^ — целые, принимающие значения  О и 1, то =

= (1 — Хг ), откуда получаем:

г-1 г-1
фг {xi, Х2,. .. ,Ха^_^)^{\— Хг) sign Хг + Хт sign(l — Хг

1-1
signa^r ^ ^ )smg(l —4 ^ )= 1= Хг 5

т. е. (см. 29^) X ^ gi, п необходимость доказана. Лемма 1
запа. полностью дока-

Лемма 2. Если (xi, . . . , хл ) — решение задачи (24), (25)
Gh{t) — определено, то

и

X б Gh{t), А: = 0, 1,2,. . .*

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по к. Прп
— О лемма 2 верна, так как х ^ G{t) = Go(i)-

Допустим, что лемма верна для А; ^ г — 1 и докажем ее для к == I.
Иначе говоря, допустим, что д 6 G/-i(0

Предположим, что

(38)

к

докажем, что х 8 gi.II

(39)X б gi.

Вектор X удовлетворяет условиям леммы 1, причем Xi, . . .  , Хщ — целые,
оэтому из (39) и леммы 1 полу^1аем:

.V. ч , г-1 г-1
) == (2^1 , ..., а:аг-(г®1,.. ., Ха (40)1).-1? -1>г-1 1

Через Go (г) мы обозначим 0(г).
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1-11-1
<С 1, ТО ИЗ (40) следует,— нецелое, т. е. 0 ■< ХаТак как по условию Ха 1-11-1

что
1-1

(41)).● ● 7 ^П1

Согласно индукционному предположению имеем:
X б Gi-i (i), (42)

(см. (27))/-1
а по определению вектора х

шах (Xi,..

Сравнивая (41), (42)
формула (39) неверна и тем самым лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если х'^ и x^^+^ — определены, то

.  , l-i l-
● }

(43), получаем противори

i V
^Tli) (^1 7 ● ● ● 7 ) ● (43)

ечие. Следовательно

А*|-1 V у / h k \
● ● 7 (^1 5 ● ● ● > ) *

ft+1
(Xi ? ●

Доказательство. Согласно (30®) имеем

Z = l, 2, .. . (44)

Из (44) следует, что
(45)y]k б Nh.

Из (26), (27) II (45) получаем
(46)х^+^ б gh-

Непосредственно из (26) получаем
х‘^ б gh. (47)

Обозначим

Sh{t) = G[t)r\{ Sr)'
(48)

Нетрудно видеть, что

(49)шах {xi,..., Жп,) = (^^’ * ● ■ ’ ■

определения Nr. С другой стороны

хбОдР)
/ Л \ =
{Xi,. . ●7^п,)

, ИЗ
Это непосредственно следует из

(26) и (49) получаем (50)Г; Shit).Gk+i{t) — ■ '

Из (26), (27), (44), (46), (49) и (50) следует
k  ̂ \fe+i

)<{Хи...,^П7)

, что

(a;i ,.. ● J
(51)

а из (51) получаем
(52).\x^J.hh+i

{Xi
● >

? ●

(52) имеет место равенство:Допустим теперь, что в (53)

методы, К» 58  Экономика и математические
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Тогда, применяя лемму 1 при I = к получаем

б gk. (54)

Сравнивая (46) и (54), приходим к противоречию. Следовательно, (53)
неверно и из (52) получаем

Лемма 3 доказана.
Теперь мы можем доказать теорему 2.
Доказательство теорел1ы 2. Из леммы 2 следует, что если

решение задачи (24), (25) существует, то оно удовлетворяет всем вводи
мым нами ДЛО gh. Поэтому остается доказать лишь конечность алгоритма,
пттп однозначно определяется соответствующим
Д П (см. (29^), (29 ). Вспомним, что Nk — множество небазисных
переменных, получаемое после окончания к-й итерации. Очевидно, что

Nh {xi, Х2, . . . , Т)1, Т12, . . . , T|;t}. 55)

Общее количество переменных, входящих в Nk, при любом к равно.

n{Nk) = N — m2.

(

(56)
где N —

количество основных переменных задачи (24), (25), равное коли-
честву уравнений задачи (3) (7), а m2 — количество уравнении задачи
(24) — (25), равное количеству уравнений задачи (3) — (7)

Нетрудно видеть, что (для данного щ) число разных неравенств, имею
щих форму (29»), конечно, т. е, равно некоторому числу D. Отсюда следует,
что всевозможных ДЛО gj,, вводимых согласно (29»), может быть не более,
чем и. А так как каждому ДЛО g^ однозначно соответствует переменная
Лй, то и всевозможных переменных лй может быть не более чем D

Мы приходим к выводу, что число возможных наборов небазисных пере
менных конечно и не превышает Cd+n+гп,

Допустим теперь, что количество итераций (не считая
ции) превысит Св+^+т,- Тогда найдутся

нулевой итера-
такие целые числа г и s, что

(57)
Nr = Ns. (58)

Из (57) и (51) следует, что

(59)
а из (58) получаем

(a;i,. . . ,Хп,) = (a:i,. . . , .

Сравнивая (59) и (60), приходим к противоречию;;
честно итераций не может превысить

Теорема 2
Н-1- N-1-тп,

полностью доказана.

(60)
 следовательно, коли-

ОЦЕНКИ ДЛЯ ЧИСЛА ИТЕРАЦИИ

помощи В-алгоритма решается задача ..
шениями типТ11\^П\^т я'’ я ' ’ множестве, задаваемом
итерации) umpp^ ^ числа итераций 1 (с учетом нулевой

н ции; имеет место следующая оцен

ексика-
соотно-

ка: I ̂  2”'
Доказательство теоремы 3 будет проведено '

л

в несколько этапов.
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Лемма 4t. Для разных итераций соответствующие им ДЛО различны,
т. е. если г ф з^то gr ф gs>

Доказательство. Из леммы 3 следует, что

0).

Допустим, ие нарушая общности, что г <С s и gr —
Тогда получим: 1) Иг = tis; 2) = /=1»2, (сг—1),

gs.

3) о < < 1.

Следовательно, (д:^,
с учетом (51) получаем:

0), а так как s ^ г -f-1, то● 1
а,-1

,0).
г-1● 1

Мы пришли к прошворечню. Лемма 4 доказана^
— упорядоченный наборЛемма 5. Пусть yi,.. yt● 1

нулей и единиц,из

i
(61),..,xt)= S [ (1 - ̂j) sign Yj + sigii {1 “ ъ) ].

X линейных форм qjv,...vt(^ii ● ●●»

(xi,.

и пусть F — число различных
I' ^ 2"> —1.

Доказательство
доченных наборов у*) ● ● ●»Vf) удовлетворяющ

1) 1 г s£ «i; 2) yt = 1; 3) ул = W™ (“P"'

Ясно что F равно числу всевозможных упоря-
*  ’ следующим условиям:

«1

TJTO F = ^ доказана.Отсюда получаем,
t=i

Теперь мы можем доказать Teope^l количество итераций
Док азательство теоре - _У Попустпм что I > 2”', т. е.

(без учета пулевой итерации), т. е. ● Д ’
(62)что

^-йна
п„. 8. - (».

= Oft-i; 2) Yj — ^ j ’ / ’ ’

итерации и
(29^) и
^t{k) =

(63)получим
[Xi,X2,... ,з:ад).

такие г и S (г <С s), что
(64^)),

)=ф:Ха,Cpfe {^Xi, Х2, ● .

Из (62), (63) и леммы 5 следует, что найдутся

cpr(a:i, л;2,. ●

V1.V2 Vf(A)ft-1● ?

) = (ps(:Ci, ^2» ● ●
.

Хаr-l● >
 , Xag^i

(646)или, что то же самое
gr = gs-

4. Мы пришли противоречию, следова-

задача лексико-

к
лемме

Но (64®) противоречат
тельно, I ̂  2’^'. Теорема 3 доказана. решается

Теорема 4. Пусть при помощи мнохсестве, задаваемом соотно-
графической максимизации ● ● ● > «1/
шениями типа (4) — (7). 8*

L
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Предположим, что множество индексов Н ~ {/j/ = 1, 2, . .., щ) может
быть разбито на непересекающиеся множества Нт, ?*  = 1, 2, . . . , (у +
обладающие следующими свойствами:

а) S
jen,

б) '2 < 1. r = v-\-i,.. .^v~\-w;

в) еслкВг= 1,2,.. . , (у + ц;), то /rs = М ~h (s—1),
^ 1> 2,. . ., hr, т = 1,2, . . ., (у -j- 1у).

Тогда число итераций I (с учетом нулевой итерации)
дующим образом

г=1,2,. . (65)● ,

(66)

оценивается сле-

V+W

1 ^ ГТ йг П ihr+i) ,
г=г+1

где hr ~ количество различных индексов /, входящих в мноохество Hr.
Доказательство. Теорема 4 доказывается по тому же плану, что

теорема 3. Мы поясним единственный пункт доказательства, в котором
учитывается отличие условий теорем 4 и 3.

Не нарушая общности, можно считать, что если rat то Нъ а 7/. поп
любых кж ^ S a,hi.

Т

И

огда получаем, что Hr = {К +1, /сг + 2,.. . , /,>  + Л,},

г=1

где
О (при 7' = 1)

г—1к,. (67)2  (при г >2).
^ 8=1

Тогда доказательство леммы, аналогичной лемме 5, сведется к подсчету
числа всевозможных упорядоченных наборов из нулей  и единиц

\Уи ■ . ., yt), 1 О: t Hi, обладающих следующими свойствами- 1) vt = 1-
может быть построен такой набор неотрицательных чисел (хи ● ●., ^гщ)!

давлетворяющих условиям (65), (66), что - нецелое  и (х^ xt-i) =
—' (Yi, . ●., (Y7-i)').

Нетрудно видеть, что

L —

— (^1 — 1) + hi (/гг — 1) + hihzihs — 1) + . .. + hih^... k^^i (/г„ — 1) +

+ [ П h,j [h^+i + (h^+i + 1) /г«+2 + -. . + (h^+i  + 1),. . (/г„+^._1 +

(68)Пусть h{ Гу
h'r = (69)Аг + 1

L — (h'l — 1) + {h'z — 1) h'l + (h'3 — 1) h'lh'z  + . . . + — 1) X

^ “{- h'l — h'ih'z .

1>+ц?—1 v+w

X ]~J h'r — h'l -j- h'lh'z + .
r=l ^

● ● ● + П = П h'r
Ч. i

«+U,—1

-

r=l

1,
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откуда (с учетом (69)), получаем
»+го

(70),(/г,+ 1) -1.hr
г=г>+1r=i

Замечание 4. Если = О, то оказывается интересной структура
дополнительных ограничений gi . Не нарушая общности, будем считать,
что выполняется (67). Если cc^-i ^ hz, то очевидно, в силу структуры до-

огранпчеиия фг(з:1,. . . , a^aj_i) ^ оно содержит толькополиительного

переменные Xj б Hi.
Пусть 1 cti-i 2.l

(71)
(К г < i — 1) все нулд, кроме-i1-1

Тогда среди чисел х X
h,+i

ОДНОГО, равного 1. Мы можем это записать следующим ооразом.

● ?

1, если р

О, если р{ (72)/-1X
h ф р[г) \ 1 ^ г ^ i — 1 ●●r+P

Из (72) и (65) получаем (К г ^ ̂  - 1)
А,+Лг

3 [(l-^j)signa:}

^r+''r

=  +PC>-)) + 3

+ o:jSig
/-1

j=h^+l
}Фк^+р(г)

n(l — Ml —

hf+hf

Xj = (i — Xk +p(r)) — + 3 ^ “ 2a-’fe^+p(r),

fe ,+ftr

3 [(1 —^j)signa:i
г

4-a^jSign(l — Xj )] — 2 2xk^p(r), (73).-1

Далее,
(74)Ы __ л

^hi+P —

Из (73) и (74) получаем
-1аt-i

sign(1 — 4 ^ )] +
г-1

j-1

k,+hr

+ a:jsign(l —4 ‘)] +
г-1 г-1

)=2 2 [(1—
r—1 j=^r+^

-1a

+ ̂ :jSign(l-4 ‘)] + (i
) =г-1 г-1+ 2

j=ft^+l

= 2(2- 2:r.^+,M) + 2 ^ ’ ’
r=l

(3) -(7) (CM. [6]), тре-
* Любая задача ЦЛП задачи ли-

бустся лишь, чтобы ?пяммиоования было ограниченным. Если в полу
нейпого (нецелочисленного) пр р р  роответствующим образом перенуме-
чепнон после сведения задаче ти 1 У условия теоремы 4 при ш = 0.
ровать переменные, то будут выполни у
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т. е. дополнительное ограничение имеет следующий вид:
-1а1-1i-l

)+ 3) S 2 (2 - 2х (75)фг(^1, ^2, X
h^+p(r)а аг-1 г-1

Г=1

РХтак, если аг-i 6 Ht, то ДЛО gi может быть выражено через перемен-
-  , » — 1) (по одной переменной из каждого

а также через переменные xj^+p,

8НН J из
Я г=1, (г-1)),множеств

р = 1, . . . , (аг_1 — kt).
Теорема^ 5. Пусть при помощи В-алгоритма решается задача лексико

графической максимизации {xi,. . . ,Xni) на множестве, задаваемом соот
ношениями (4) — (7).

Предположим, что: 1) множество G^^ не пусто, 2) существует натураль-
— 1), обладающее следующим

(Yi, ..., Yiv) б 6^ и {уи уг„) > max (a:i, . . ., Хщ),

г,

ное свойством: если
то среди чисел

Yii ● ● ● J Yft есть нецелое.
Тогда для числа итераций I (с учетом нулевой итерации) имеет

следующая оценка: I ̂  2*.
Доказательство теоремы 5 проводится, в основном, по тому же плану,

что и доказательство теоремы 3.

место

ОБСУЖДЕНИЕ

Для задач целочисленного линейного программирования (3) —(7) с
булевыми переменными х\, . . . Xni (и нецелочисленными переменными
Xni+u ● ● ● 1 последних может и не быть) объем полного перебора ::
ственно оценивать величиной 2”'. В случае полностью целочисленной "за
дачи речь идет о вычисленип значения целевой функции и проверке
выполнения условий (4) для 2”‘ наборов переменных хи . .., Xni. Для
частично целочисленной задачи перебор будет заключатся в решении 2
задач линейного программирования с переменными х

есте-

71,

Tll+lj ● ● ● 5 ^iV-

Оценка 2”' может быть снижена до Д {hr-\- 1)hr , если мно-
г==1

жество индексов Н — {/|/ — 1, 2, . . . , может быть разбито на непе-
ресекающиеся подмножества Hr, г = 1,2, . . . , {и w), обладающие следующими свойствами: лл ^ v. v.

1) = г= 1,2, .. . , п,

2) r=v-\-\, v-\-2, .. .,v-\-w.
jfcn.

Для каждой задач Et (задачи
в качестве оценки полного перебора можно принять
и для задачи (3) — (7).

Принимая во

из «канонических»
(24), (25))типа

ту же величину, что

ДИМ полуиенньге иГи «бсу-

няе''ЛоТнх^?еГГо»ожн"
(3)- (7). В широком классе случаввТГчисло™™'

чади тип'Гт?-г25Г’ГГ“ предложенного алгоритма (для
^Теоремы 3 и 4 ттп1тг>тЛ ® целевой функцией специального вида),

мпм задач типа ЕН(9А\ решении предложенным алгорит-
^  т- rrntfTTa'TT.TY ^ ^ ЧИСЛО итераций во всяком случае не превы
шает принятых выше оценок для полного перебора. ^
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Для задачи (3) — (7) в качестве оценки продолжительности репхения
можно принять оценку для суммарного числа итераций — по всем задачам
El, которые нужно решить, чтобы получить решение (3) — (7).

Тогда для задачи (3) — (7) получаем оценку (2+ [log2 (  - )])Л

где Р — оценка для задачи (24), (25), равная соответственно 2
^ V и+10 п

Пг пли

П (''^ + 1) ■
г=г+1г=1

большом {М — ^) ^в широком классе случаев (прп не
слишком малом е) оценка для задачи (3) — (7) оказывается несуш,
хуже, чем для задачи тппа Et ((24), (25)). „«ттггстортпя ите-

Нам неизвестны какие-либо теоретические оценки д экспе-
раци11 при прнмененип алгоритма Гомори. Результаты f е ^шннных^эксм
рпментов позволяют лишь заключить что число ит Р чапачп не до-
ксьма большим, зачастую настолько большим, что решение задачи не до
водилось до конца (см., например, ттотгптппьш интерес,

Поэтому теоремы 3 н 4, ио-впдимолгу,

хотя даваемые ими оценки совпадают с нецелом ряде случаев количество
Имеются основания предполагать, ^ свер^^^ Сдаваемых теоремами

итераций будет значительно завпспт от ^е^фическпх свойств
3  и 4. Разумеется, тут весьма многое завпспт oi м i
той или иной задачи.

Теорема 5 подводит
ляет выделить целые
вышает 2^, т. е. прп достатотао
чем оценка для полного перебора^ .

Разумеется только машинный эксперимент
эффективность предложенного нами алгоритма.
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