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БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ

Б. Л. ЩЕННПКОВ

(МОСКВА)

Настоящая работа посвящена птерацпонному методу решения
мы лпнейных уравнеплй

спсте-

(1)X = Ах + В,

где А = {aij) — матрица, обладающая следующими свойствами:

щ =

ьл
(2)i  >0, г, 7 = 1,2, . . 72.● J

bj

Система (1) появляется при моделироваппп процесса народпохозяи-
ствеиного планирования п называется cncTeMoii уравнений межотраслево-

балапса (в стопмостной форме). Свойства (2) вытекают из смысла са
мой задали. В настоящее время основным препятствием для
анализа является большая размерность матрицы А. Народное хозяйство
является сло>кио11 системой. Реальное число переменных в задаче (1) из
меряется десятками миллионов. Поэтому численное решение задачп (1)
естественно представить в виде последовательного решения задач меиь-
meii размерности. TaKoii процесс решения (птерацпонпын процесс после
довательного агрегирования п дезагрегпрованпя) построен из экономиче
ских соображений в [1]. В настоящей работе рассматривается некоторый
специальны]'! частньн! случай этого процесса, по существу являющш'юя
новым методом решения системы линейных уравнений (1).

= (xi, . . . ,Xn) решение системы (1). Сложпв все уравпенпя

го ее численного

Пусть X
системы (1), получим скалярное уравиенпе

(3)X = йХ -j- Ь.

= Х.ух, Ь = Ь, + . .. +rCiPij piЗдесь X = Xi-\-X2 X а =
1=1

Обратно, если известно X — решение уравнения (3), то

f 2 X -f hi.
' j=i

(4)Xi =

Видно, что задача (1) будет решена, ес.лп удастся определить числа

так, что pi = Xi/X.; = 1Pi

A
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(0)
Пусть задано = (a:i ,..., Хп) — некоторое нанальиое прпблп/кепне

решения системы (1)Положим

(0) = хГ/ШPi
i=i

Построим Х^^'> (индекс вверху означает номер итерации) ио следую
щему правилу

= (ciipj ^ + . -. anPn^)XW -j- b, ПЛИ Xt'J = Ь (5)

ы далее
п

2 а^р/''))да-+» + Ь
^ 3=1

(6)

71

(S“»P'f>)-X<"+‘) + bi;
j=l

д.(Л-+1) =
р(А’) = (7)

Из (6) U (7) получаем

р№+1) = ̂ (,Y+i)/X(iV+l) = 2 a.-;P<f> + Г4 2 P.P'f ’

n n

j=l j=l
n

(8)
3 = 1

Гг = hi! b, Pj = 1 — aj.
Введем матрицу

■5 = {sij},

i,; = 1, 2, ..Sij dij n● »

перепишем (8) в следующем виде:II

p{N+l) = gp(N) _ ̂ iV+Ip(0)_

S обладает следующими свойствами: Sii ^ 0 и 2 = 2 (“ii +  =

(9)

— ИгН- Pj — 1, T. e. S'^ является стохастической матрицей некоторой регу-
ля])пой марковской цени.

Будем предполагать, что матрица 5 неразложима. ДостаточАым
вием для этого является неразложимость матрицы А. Это свойство мат
рицы А с экономической точки зрения означает, ~
вуют в производстве друг друга, хотя бы и косвенно. Более

усло-

что все продукты Xi участ-
точно скажем,

что для любых двух продуктов Х{ II Xj существует последовательность ин
дексов г = ii, h, “ Ui = 7, НТО a,^ir+i > 0 для г  = 1, ... , /с — 1.

Известно (см., например, [2]), что:
а) последовательность сходится к некоторой матрице Т\
б) векторы-столбцы матрицы Т одинаковы и равны вектору i > 0;

\
в) для любого вектора р [рг !>■ 0, 2^^ = i

г

Иш S^p = t ц t~ St.
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p{N+l)Иа (9) II свойств матрицы S следует, что при N оо Р п

Ь
д;(Л'+1)дач-1) = Xi.

3 PiP'f>
3

Для оценки скорости сходимости процесса воспользуемся представле
нием {см. [2, гл. 1])

(10)S^'^^T + X^Su {Щ,
% = {max < 11 det 15 — k" iE | = 0}.

5i(A')= (sij(A')}—дифференциальная матрица, ^' Sij{N) — 0y

Isij(A') i < c, i,7 = 1,2, . . . ,ц.
Используем полученные результаты для построения итерацпонного

процесса, более удобного с вычислительной точкп зрения.
Назовем Xh Д-агрегированным переменным, если

I

JjplJi = 0; Z  ;;х,. = 3--X ^●=l,2, . ..,Z;i,
i=i

При агрегировании матрица ^(nxn) свертывается в матрицу .4(;хо.
Элементы ац повои матрицы Л получаются следующим преобразованием
олемеитов лгатрпцы А:

(11)= S «5, iPU S б 7г, Z б Jj,Clij
s, t

Pi = xi/X^,

(bi\
Обозначим = S \\ В = ●

■S6J, \bj

Тогда система (1) преобразуется в

Х = АХ А-В.
(12)

иачаль-
, как н раньше,

, значение Xi,. ● ■ ,Xi в ре-

При построении итерационного процесса задаем
пое значение s = 1, 2, . .

На первом шаге итерации можно получит!
.зультате решения системы

п.● 1

(13)
XW = + В.

матрицы .4^°) получаются из (Т1)7 если положить
-(0)

Элементы «ij
(0)

/ = 1, 2,Xt да) = 2

Однако знание точного решеипя системы (13) не
ву необходимым.

Построим процесс решеипя (1) следующим образом,
математические методы, Л'» G

я(0) =pt = Р да) ’i
3

я

7  Эко110М11!«а II

вляется, по сущест-
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I

Определим ^
й=1

I I

aW = 2 т,3  ̂ и’
i=l

I

b='2}bi-

q{0) = Xf/Yi^\

m = 2 (14)
i=i i=l

Пусть получается в результате
YW = myw + b.

Вместо того чтобы определить XW из (13)

7(05(0),

решения скалярного уравнения
(15)

положим

(16)
далее получим

I

= S S <2., tpfxf + ъ

Аналогично х^+‘) - значение х, на (N + 1)-„ шаге птерацпп получим
ПО формуле

5= 1,2, (17)S»

f

j=i t^j.

p(j^) = а:(^^)/да),

a
5, t p(^J^)Z(^"+0 4- bs\

y(-v+i) _ „(iY)7(iv+i) (18)Z(^+i) = 7(^^+1)^(л-)^ / = 1, 2, . . . ,
q{p ^ Z(y)/7('^0.

Назовем
процессом, а“проГесс^оппсаппы1ГГ“' одпошаговым итерационным
в виду, чт; в нерв™ ;л ™ао в ^ере^ш БУДОМ иметь

чень^

™\ст\™ходашстЛвХа™“р'^^^^^^^^ объединения. Докааа-
рассужденпн. ^ процесса следует из приведенных ниже

Начальные значения для обоих процессов

p^'f = р(®)(?(®),

Сравним уравнения (4) и (15).

/ = 1,

одинаковы, следовательно.

 2, Z. (19)

I п

5= 252= 2Ь2 = 6,
t=l i=i

I  Ii

2 S = 2 2 ,pf = 2 й.д-Pf = «<»'. (20)
’  Ji i.j=i

a(0) = 2 3 ^3
3=1

j:
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Из (4)', (15) п (19), (20) получаем

XW = 7(<).

Используя (7), (14), (17), (19) , (21) п то, что множества Jj не пересе
каются, получим

(21)

- Ь, = S 3 а., ,pf>gfwm = -3 я., ,pfXm = :г(*) - Ь„
j=i tejj

Далее нужно воспользоваться соображеипями индукции, чтобы дока
зать равенство

Процесс решения системы (1) можно естественным образом представ
лять не только двухшаговым, по и многошаговым. В трехшаговом процес-

можно объединять сначала в
(Xi, . . . , Хп)), затем (Xi, ..., Хл,)

се, например, все переменные х\^ . . . , Хп
Xi, . . Xi,...Xn ( (^ь ● ● ● 5.* 7

. . . , ХлД X.
в заключение необходимо отметдть, что oппcaпныi^ метод дает возмож-

решать задачу (1) за счет одновременного параллельного
многих ЭВМ, каждая из которых вмещает в себя лишь

ность численно
использования _
часть матрицы А, лпбо некоторую свертку А матрицы А.

Б том случае, когда (1) иитерпретпруется как задача народнохозяйст
венного планирования, разработаппьп! метод позволяет ее решить путем
последовательного решения ряда отраслевых задач.

Автор выражает глубокую признательность профессору Д- Б. Юдину
руководство работой.за
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