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о МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПЛАНОВЬЕХ ЗАДАНИЙ В ОТРАСЛИ

(на примере цачлюлозно-бумажпой промышленности)

В. Г. м Е Д Н и Ц к И И
(МОСКВА)

Лабораторией математических моделей управления ЦЭМИ и Лабора
торией экономических исследований ЦНИИб в 1963—1964 гг. были про
ведены работы по составлению оптимального плана загрузки мощиосте!!
целлюлозно-бумажной промышленности.

Обш;ие результаты работы освещены в статье В. Ф. Пугачева
Б. 3. Смоляипцкого (см. [1]).

Настоящая статья посвящена описанию вычислительного алгоритма
разработанного для решения экстремальной задачи,  к которой была ’
дена проблема построения оптимального плана. Этот метод не связан
конкретно!! спецпфико!! данной отрасли п поэтому может найти

и

све-
с

приме-
непле в других отраслях.

Общая идея метода состоит в описании фуикцпонировапия
итеративной схемой определенного типа.

Алгоритм разработан в процессе длительного эксперпмоитпрования на
ЭВМ, и окончательная схема оказалась сложной. Поэтому чисто математл
ческих результатов типа доказательства сходимости не получено. Основ'
ным оправданием является экспериментальный факт: задача, содержав'
шая около сотни напменовашп! в номенклатуре продукции н видов o6odv~
дованпя (100 X 100), потребовала для своего решения около часа машин
пого времени (ВЭСМ-2). Алгоритм разработан при участип А. К. Пптел
и А. А. Тхапцукова. В чпсто математическом

системы

лнна
смысле задача, метод реше

ния которой здесь излагается, известна. Впервые она описана Л. В. Кан
ровичем [2].

то-

1. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ МЛТЕМЛТИЧЕСКОП МОДЕЛИ

В результате оосуждення, проведенпого в Лабораторнп экономпческих-
моделей управления ЦЭМИ АЫ СССР, были выделены
ные черты, характеризующие данную отрасль.

Производство осуществляется на небольшом количестве ^^прупных»
единиц оборудования—бумагоделательных машинах, общее количество
которых исчисляется но отрасли в целом несколькими сотнями. Каждая из
этих машин — комплекс устройств, охватывающи1[ все стадии переработки
сырья вплоть до получеппя TOBapiioii продукции, KOTopoii являются бумага

картон различных типов, В этом смысле отрасль может рассматриваться
как чисто горизонтальное объедииеипе сравнительно небольшого числа
параллельно действующих объектов со значительной взаимозаменяемо
стью — машина может выпускать различные виды бумаги и одна и та
бумага может вырабатываться па различных машинах. Часть производств
осуществляется на специализированных машинах, выпускающих одцц
бумаги, друсая — дсспециалпзп^ювана.

следующие осиов-

и

ж о
а
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Деспецпалпзацпя является отрпцательным моментом не только потому,
что требует частой перестройкп технологического процесса (за счет чего
по данным Л ЭИ ЦНИИб теряется от 5 до 8% в обп1;ем выпуске продукции
[3]), но еще п потому, что ряд машин загружается технологически невы
годными видами проду1^цип.

Для устранения этих несоответствий необходим глобальный анализ по
KpaiiHeii лгере всей неспециализированной части отрасли, что невыполнимо
без серьезного п2)пмененпя математичесш1х методов.

Изучение отрасли при помощи математической модели позволяет про
вести необходимый по существу вопроса глобальньп! анализ. Тем не менее
этот подход также имеет своп ограничения п недостатки. Главный из них
состоит в том, что в математической модели не могут быть учтены все фак
торы, от которых зависит реальное производство. В результате, изучая
картину целого, недоступную при старых методах исследования, можно
допустить значительно большие погрешности в деталях. Поэтому, несмотря
на общую правильность методологии, конкретная модель может приводить
к неве^зным результатам и должна рассматриваться как гипотеза, подле
жащая дальнейшей проверке. Анализ оптимального решения может пока
зать как пригодность модели для систематического изучения отрасли, так
XI необходимость внесения в нее уточнений.

Простая модель, которая здесь описана, по-впдимому, подходит для
решения некоторых вопросов, связанных с составлением планов годового
производства изучаемой отрасли, и это является одаим из основных резуль
татов работы.

В итоге проведенного обсуждения была намечена следующая структур
ная схема отрасли; бумагоделательная машина основной исходный эле
мент, осуществляющих! произ
водство, II общий выпуск отрас
ли должен рассматриваться
сумма выпусков машин,
но — предприятие,
практическом планировании, не
посредственно в расчетах
мальиого плана но фигурирует.
Инфзормацпя, необходимая для
предприятия, может быть полу
чена прямым счетом после со
ставления оптимального
отрасли.

Возможности машины по вы
пуску продукцпп могут ограни
чиваться действием фзакторов

Таблица 1как
Зве-

OcHOBHOii
производ
ственный

способ

Номер бумагиВважное
1 2 31 45 53опти-

Режпм 1 X X X

»  2 XX X
плана

3 X XXX»

X X4 XX»
двух типов:

1) обеспеченностью исход- ^
ным сырьем (в основном целлю
лоза), поставки которого, одна
ко, могут пзменяться в довольно

"ко’личбсхвом факторов местного знанення ~ ̂  тех
нические возможности машины, обеспеченность электроэнергией, па

’'““Анализ проведенный ЛЭП ЦНИИб, показал, что
отраслГне лимитируют и поэтому могут не прпннматься
Точкы11 учет действия факторов второй группы потребовал бы^ точного
описания технологических процессов, что привело бы к сложной модели.

сырьевые факторы
во внимание.
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Поэтому в качестве исходных данных для расчета было принято аппро-
ксимацпонное описание машины.

И.сходные данные для аппрокспмацпи могут быть получены из сопо-
ставленпя среднечасовой выработки п среднего числа часов работы маши
ны в течение суток, которые входят в систему отчетных по1\азателе]'г
предшрпятпя. В результате для каждой из машин можно составить ком
пактную таблицу (табл. 1).

Номера бумаги здесь должны быть заданы в соответствии с едино1к
классификацией, составленной для отрасли в целом.  В основу классифика
ции режимов был положен принцип максимума выпуска какого-нибудь
одного профилируюЕцего в данном способе производства вида бумаги. Чис
ленное значение этой величины на планируемый период находится в диа
гональной клетке таблицы и может быть получено па основании отчетных
данных. Впеднагопальпые элементы показывают сопутствующее производ
ство (так называемый отбор), который представляет побочную продукцию
более низкого качества, получаемую в качестве отходов на ранних стадиях
технологического процесса.

Совокупность режимов может быть теперь пстолковаиа как набор опор
ных точек многограннпка, аппроксп51ирующего производственные возмож
ности машины [4, 5].

Если ввести в качестве обозначений:

— суммарный выпуск отрасли (вектор); j — номер машины
(1 < / ^ ̂ ); ^3 — выпуск 7-й машины (вектор); а\  — ^-ц режим на ;-ц
машине (вектор, 1 ^ ̂  ^ iVj); — интенсивность использоваиия ^-го
жима на j-й машине в плановом периоде,
описание вьшуска отрасли:

X

ре-
то легко получить следующее

(1)

(2)

(3)I

(величина планового периода принята за единицу).
В дальнейшем для краткости соотношения (1)-(3) будут называться

многогранником А. Этот многогранник будет рассматриваться как точное
описание множества допустимых значений выпуска отрасли

Для окончательной постановки экстремальной задачи пеобходшю
дать критерии - обобщенны!!, скалярпьп! показатель, максимизация кото
рого отвечала бы дредставлепшо о движешш отрасли  к максимальному
выпуску продукции. Эта «скалярпзация» может быть выполнена двумяспособами: ^

Можно жестко задать пропорции между компопептамн искомого век
тора а:, т. е. определить некоторый основной комплект продукции и искать
оптимальны!! план как максимальное число этих кохгплектов разрешая цп
отдельным компонентам отклонение от пропорций в сторону увеличения
Критерий такого типа рассматривался в работах Л. В. Канторовича

Другой путь состоит в построении некоторой системы
коэффициентов, кан^дый из которых оценивает значимость единицы про
дукции соответствующего типа, с последующей максимизацией взвешенной
суммы компонент вектора выпуска. Взвешивающие коэффициенты, вообще
говоря, зависят от взвешиваемых объемов; поэтому критерий такого типа
должен быть нeлштeii:ным. Однако непосредственно  в точке оптимума чле-

за-

[2].
взвешивающих
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ны второго порядка п выше можно отбросить и использовать в качестве
критерия лпне1гное соотношение.

Альтернатива тогда состоит в следуюш;ем: при размерности х, равной т,
можно задать либо ш — i число, характеризующее направление луча про
порций (вектор Z), либо тем же числом параметров определить направ-
ляющп!! вектор гиперплоскости р.

Как показывает рис. 1, при точном определении векторов р л I оба
способа оппсанпя функционала приводят, вообще говоря, к одинаковому

Роптf

L

Xопт

Рпс. 2. Отклоненпе решенпи
оптимального при не

точно известных парамет
рах критериев

отРпс. 1. Оптимальное решение
с точки зрения двух равно

сильных критериев

●пезультату. Однако нельзя быть увереиным в точности определения ни
одного из этих векторов. Рпс. 2 показывает, что ошпбка в определении
векторов I л р приводит к небольшому отклонению от оптимальности в
первом случае и к значительному — во втором (ограничивающая нов р. -
ность г иолога).

Таким образом, еслп оптимальное решенпе находится на поверх
ттебольшой кривизны, то оно менее чувствительно к ошибкам, допускаемьш

- дпределсшш пропорций колгалекта, чем к ошибкам  в определении о ф
фициентов вектора опорной гиперплоскости.

В рассматриваемой задаче предполагаемый
различных соображенпй, в то же время

внешних -Ха'цни'яроДУКЦИИ в заданньнх

В

может быть оце-
надежная информация для

Поэтому в качестве

V комплект

пей из
определения ве1\Тора
кпптерпя было выбрано требование

. Волн обозначнхь через . век.ор основного комнлекха и через: шах О при х -s? ил,пропорциях шенпято0  количество этих комплектов,
_гс 6 Л дозволяют завершить постановку задачи.

соотпо

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ „ экстремаль-
позволяют написать получеппух fПростые преобразовапия

пую задачу в следующей форме: max 0

при ограничениях "(4)
0.1

(5)S  1

L
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где равенства в (5) представляют условия полного использования мощно
стей отрасли (в дальнейшем для краткости задача Б).

Двойственная задача имеет вид:
71

min S M-j
j=i

при ограничениях

14 — iP^ «р ^ 0^ {р,х)= L (6)

Дальнейшей целью является анализ структуры сопряженных задач.
Первый из очевидных фактов состоит в том, что замена в Б функционала
величиной /с0, где к — произвольная константа, не меняет (5). По
этому нормирующее соотношение в (6), очевидно, по существенно. В ре
зультате условия оптимальности pemeHiiii обеих задач могут быть напи
саны в виде:

е1 - 2 а^Ц < о, (7)и

= и (8)
I

(9)

(7')

Уз — {Я,а\)^0. (9')

Ограничения (7^, (90 имеют очень простую структуру. Произвольно
определив вектор q (например, q = q‘), легко получить их допустимое по
шенпе, положив ^

V\= max (g',ap. (10)

В оптимальном плане соотношения (9), (90 должны быть
кловиямн дополняющей нежесткостн [6]. Поэтому если равенство^пТ^
— W » «о выполняется для множества индексов то набор Ц в (9) с
учетом (8) должен удовлетворять условиям;

2 =если I ф Lj II
(И)

Пусть, однако, установлено правило однозиачпого
lj CZ Lj, и будем полагать: выбора элемеита

о, если I Ф lj

1, если I ~ lj. (12)

Образуем вектор

G' = 2 aili. (13)
15

Этот вектор является допустимым значением выпуска отрасли (G'cr/1).
Кроме того, для

min {g]/^i} — И/ = 2 у1/ (?',Vi и
(14)

,.=j
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имеет место перавенство
(15)

И если vt — Ц/, то решение оптимально [7].
Последнее равенство может выполниться лишь в исключительном слу

чае. Поэтому, произвольно изменяя оценки, можно ползпшть последова
тельность векторов [Gi, (?2, . . . , Gr . . .], каждый пз которых будет только
допустимым значением выпуска {Gt 6 Л), п описать выпуск отрасли их
выпуклой комбинацией. Основная задача тогда преобразуется в следую
щую (в дальнейшем задача В):

max 0
при ограничениях

г
(16)2  ̂

t=i
т

(17)
«=1

Все векторы типа Gt строятся стандартно: выбирается по одной опор
ной точке пз аппроксимационного многограпнпка каждой машины, и все
выбранные векторы суммируются.

Обозначим совокупность всех векторов, которые можно та1шм способом
получить, через G п выпутшую оболочку этого множества через G. Послед
няя в данном случае является множеством допустимых решений В. Оче-

11 А.
соотношениявидно, любой; вектор х, являющийся элементом G, принадлежит

С другой стороны, вектор л;, для которого справедливы
.V с Л II x<f^G
додобраыпой гиперплоскостью,

следующие неравенства: (Л, х) ~> -1 и

обможно отделить от
так что

мер.

разом
будут выполняться, напрп-
(/г, х) ^ i для любого х czG.

G соответствующим

Поскольку, однако, х < Aj, то имеем: {h, х) =
I, i3

si;= 1. ^ 0. Поэтому относительно каждого пз скаляр-прн условиях ,1
I

{h,xj) получаем {h,xj)^

следовательно, для вектора /1 = 2
i

еравепство (Л,Л)> 1. Но по построению

справодлпвость обратного включения
множеств допустимых решений, оптимальные

ша

тем

J ад. Э

jI а G

х

боЛСе ДОЛ/КНО выполиятьс я

ных произведении

и,

то протпворечпе дока-н
п в силу эквивалепт-

' решения задач Б и В
зывает
пости

совпадают.

Едпнпцы пзмереппя компонепт вектора ,/'eyщес?Х™шГ
были определены. В теоретическом отношенпп, одна! о, ущ У

более сстествеипып способ пормировкп х, при kotoiiom выпуск в опти

мальном плане измеряется в долях h. В этом “ нгм^ка^в
ниц Тогда В представляет задачу максимизирующего игрока ^гре с
матрпцеп [G„ ci, . . . , G,.]" [8] (здесь Т знак траиспонпроваппя). Обо-

Краткости эту матрицу через В, можно переписать основную

не

значив для
задачу в следующем виде.
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Наптп где А., р — векторы вероятностп соответствующих

размерностей.
Главная особенность этой игры состоит в том, что  В представляет co6oi‘[

лишь часть полной игровой матрицы, которая целиком игрокам неизвест¬
на п в этом смысле может рассматриваться как подматрица, описывающая
усеченную игру. Поэтому действпя игроков будут включать два основных
этапа. На первом находится решение усеченной игры  и ыа втором разыски
вается не известная ранее стратегия первого игрока, обеспечивающая
оптимальный ответ [9] против накопленной смешанной второго (из соот
ношений (10) — (13))'. Если она позволяет получить платеж (цг из (14)),
превышающий только что найденную цену усеченной игры, то множество
чистых стратегий первого игрока расширяется добавлением вновь получен
ной стратегии. Процесс, очевидце, должен продолжаться до того момента,
когда оптимальный ответ обеспечит лишь получение пайденной на пре
дыдущем этапе цены усеченной игры. Это будет означать, что найдено
решение всей игры.

Казалось бы, процедура симплекс-метода (например,  в модифициро
ванной форме) должна дать наиболее изящное оформление этой схемы
так как она позволяет, во-первых, ограничить множество чистых страте
гий, которые должен бы был фиксировать первый игрок, и, во-вторых, сме
шанные стратепш обоих игроков на каждом шаге являлись бы наборами
оптимальных весов по отношению к множествам просмотренных чистых
стратегий.

Эксперимент, проведеппый на задаче, содержавшей 60 наименований
номенклатуре выпускаемо!! продукции, привел, однако, к отрицательным

результатам. Базисные наборы оказались плохо обусловленными и вычис
ления по симплекс-схеме останавливались на нромежуточньпх итерациях
Интуитивно это явление можно объяснить следующей особениостыо рас
сматриваемой задачи. Стратегии первого игрока получаются в результате
перебора всевозможных комбинаций опорных точек многогранников ма
шин. При рассматривавшейся номенклатуре выпуска можно принять на
пример, общее число машин равным 100 при пяти способах производства

машину. Это дает общее число возможпосте!!, рав
ное б*"». Конечно, не все из образованных таким образом векторов будут
экстремальными элементами (?, однако даже если сбросить на этом осно
вании с приведепно!! оценки несколько порядков, то и тогда общее число
векторов, входящих в полную матрицу В, чрезвычайно
шпо к размерпости основного пространства.

Таким образом, грубо говоря, «плотность,) расположеппя экстремаль
ных верштш в G очень велика и среди них должно быть много близких
по направлению. В результате базисные наборы могут отличаться плохой
обусловленностью, а методы, опирающиеся на вычпеленио обратной мат-
рицы, оказываются непригодными для решения задачи.

При отказе от применения симплексной схемы

в

велико по отпоше-

теряется возможность
взвешивания известных стратепш игроков при помощи наборов оптималь
ных взвешивающих коэффициентов. С другой стороны. очевидно, процесс,
пспользующ1П1 механизм исоптимального взвешивания, можно построить
самымп различными способами, моделируя иитуптивио правдоподобиьщ
образом действие игроков.

Известно довольно большое число методов такого типа, напрпмер, ряд
предложенных Ыепмапом [10, 11], схема Брау-

Робипсои [12] н т. Д. Однако для крупных задач эти приемы при
водят к слишком большим затратам времеип и потому практически непри
годны [131.

вычислительных схем,
и а
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3. ВЫЧПСЛИТЕЛЬНЬШ АЛГОРИТМ

Метод, при помощи которого получался вектор можно интерпре-
тпровать следующим образом.

Известен вектор оценок па продукцию отрасли п канщый нз п неза
висимых производителей, располагая машпнои и стремясь получить максп-
мальпык доход, выбирает из пмеющпхся в его распоряжении способов про
изводства {fl] }/=1, 2, Nj тот, который соответствует максимуму скаляр
ного произведеппя {дт, а\).Ъ результате их пезавпспмых выборов возни

кает суммарная чистая стратегий коллектива = S4GГ+1
3

Правило одпозначыого выбора интерпрстпруется тогда
при наличии равновыгодных способов оценки не могут указать, какому
способу необходимо отдать предпочтение. С другой стороны, для произво
дителя опи все равно выгодны, п поэтому можно выбрать один из них

Помимо суммарной чистой стратегии равенство (14;
системы i-ii. Кроме того, та-

экономпческп:

пзвольио.
позволяет получить верхнюю оценку выпуска
Koii же оценкой является величина

|х — min
t

Рассмотрим теперь в качестве лхехаппзма изменения оценок следующпп
довольно общий процесс.

Пусть fti« — лучшая из оценок комплекта, полученная к моменту
I >> ^*, и ej — невязка, определяемая из соотношении:

А — (p^ Gi)— (18)

совокупность {Gi} изображает всю матрицу пгры. Очевидно, сущест
вуют две возможности; eJ ^ О при всех I, либо среди {е^ } найдутся поло
жительные. Сначала рассмотрим второй случай. Пусть

где

= max {ei}.
I

Очевидно, в качестве плана производства в мом№Т i  + 1 бУДет
BGKTOD Gh. Обозначим его компоненты через gi — а,  ● ● ● > ^ ●

представим как р‘+ Ap‘^^ п относительно комиопент Ар'+* пред-
положим, ЧТО выполняются условия

i+1 мыр

(19)i = l,2

выполняется
которых неравенствопричем существуют значения i, для

^  „тттттэпттгя бслп выпуск по 1-и ком-
Это означает, что оценка будет увеличиваться, е ^

поненте меньше предполагаемой величины компл^ И ^
(конкретный способ построения р сеп ^ векторы вероятности,

п наоборот

ограничение состоит в том, что как ^ ^ положить:
следовательно, в дополыеппе к (16) иеобходилши,

— |Хг>9- (20)кtt+l если Pi — 0 II= 0,A/?i
Oiлг
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Можно показать, что прп таком изменении оценок невязка
дет меньше, чем невязка предыдущего шага ej.. Действительно:

бу-

t+i
—  — Цг* = Sfc + (Ар

«+1

~ si- + Цг* ● 2] Api^^ + 2] Apl'^^ ● (gi — рг»).
ек-

Второй член последнего выражения обращается в нуль, а третий
меньше нуля в силу (17). Следовательно, неравенство Bii. выпол¬
няется:

Экономический смысл такого изменения оценок состоит в следующехг.
После того, как коллективны!! игрок выбирает стратегию, обеспечивающую
максимальный платеж цг, оценки в своей совокупиости изменяются так
чтобы платеж p,t+i при той же стратегии коллективного игрока умень
шился. (Естественно, что после этого может оказаться оптимально!! по
отношению к сложившимся оценкам уже другая стратегия, и платея{ на
самом деле не только не уменьшится, но даже увеличится.)

Систему (16)
венств: можно заменить эквивалентной совокупностью нера-

{PiGk) ^ цг*. (21)
решение которых при условиях pi ^ О, 2р^ = 1; заведомо существует

Ь качестве меры отклонения можно ввести функцию

ф = S е/;
е,>о

где ег определяется согласно (16). Экспериментальный
ленны!! при отработке метода, позволяет сделать
самых различных конкретных механизмах

Для промежуточных
цесс, развиваясь хоть и
нию, в

предпо

итераций утверждение ф о о

материал, пакоп-
ложенпе, что прц

пзмепепия оценок ф—5- 0.
значает, что про-

пе монотонно, приводит в ко!1це концов к положе-
^ ''праведливы неравенства е, 0. Если при атом

ц™<<спв,т1Г7‘“ ^ получены, то для того, чтобы пройденный
2ого" ^слГиТ^^ах -шолненне более спль-

в этом случае , приипмая р =

MOHfflntn получить лучшую оценку комплекта. Вопрос о том
опенки "п Tirfu ™ процесс такого последовательного улучшеппя верхней

сьом плане), но имеет однозначного решения. В частностп ответ по впч„
мому, зависит от конкретного способа изменения оценок п л™ко прн^н
примеры как стабилизации у промежуточного положения р. зашш^его

.“омурошеГню"

Поскольку используется только верхняя оценка опти.малыюго решения
практически невозможно иапти xoponmii крнтерШ), который позволял бы
оканчивать вычисления. Малость изменения самой Bepxiieii оценки может
при этом свидетельствовать не столько о блнзостп  к оптимуму (в смысле
например, какой-нибудь нормы вектора р-р'), сколько об обще!! поло:
ГОСТИ поверхности многогранника А прц медленной

Последнее замечание показывает пеобходимость

от

сходимости процесса,
использования в схеме-

компонент накопленного вектора выпуска, который можно ввести фор
мулой: *

д.г+1 _ (1 _ ат)хт + агСг+1. (22)
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«Малость» относительной ошибки

— Vr
(23)8 =

И-
может служить в таком случае признаком окончания вычислении.

Здесь:

= min {xf /хг}.Vt

Изменение оценки рг в завпспмостп от разности
очень естественно, так как последняя принимает дискретный набор значе-
iinii. Поскольку построеипы!! статистически вектор х изменяется в значи
тельно более широкой области, то интуитивно более естественной пред
ставляется корректировка оценок по разностям Xi — р, где рс [vr, ц]-
С другой стороны, непосредственно изменение оценки сказывается на
мгновенном выпуске От и лишь затем через механизм осреднения

О* подробнее, предполагая, что

сг.- |х выглядит неьг

на век-
t-iторе X. Разберем поэтому связь р

оценки корректируются по разности Xi — р прп помощи механизма того
же типа, что и только что описанный.

Прп обсуждении удобно использовать геометрическую иллюстрацию
процесса рис. 3, на котором угловые точ1хИ с Ai по Ав изображают концы
векторов, принадлежащих О, многоугольник kAiA2AzA,^A^^ — выпуклое
множество планов, удовлетворяющих условию полной загрузки мощно
стей, XI II Hi — накопленны!! план п гиперплоскость оценок к моменту t\

— верхняя оценка, относящаяся к тому же моменту. Численно она из
меряется длиной отрезка луча пропорций от начала координат до точки
его пересечения с гиперплоскостью П<. В качестве единичного вектора луча
пропорции прп этом должен быть принят вектор исходных ПрОЛОрЦП!!
^-у^штывая ранее сделанный выбор нормировки, в данном сл5П1ае это
«главная» диагональ единичного ?гг-мериого куба). Жирной липиеи изобра
жена предполагаемая траектория конца вектора xt (в дальнейшем для
краткое™ траектория х,), вид которой будет проанализирован подробно.

В момент ti Xt, начнет перемещаться вдоль ппнпп X1/I2, а пшерплос
гос™ П, в соответетшш с выгодами предыдущего пункта, поворачиваться
гокруг точки Л2 так. чтобы У-иьшить общего «то^ость»
оценках р,, т. е. в направлеппн, УК“^«нном стрел!  о н ьс^ гиперплос-
«отбросш.» все элементы G, лежащие щавое л,
кость П, могла бы пеограппченпо 4,. однако, этому
нпю П*, а вектор к А2. Паличпе век 1 * доследовательно «паты-
помешает. Поэтому П, при своем будет меняться паправ-

вершнпы 4з, Л,, и т. д. Соответственно W положеншо, при
леипе движения xt. Точка xt, в этом съ . Б этот момент xt на-
котором гиперплоскость начинает повор из угловых точек, вхо-
чпнаст двигаться в «нужном» поворот гиперплоскостп по
дящпх в оптимальное решение (^4)- Д пока xt остается слева от
часовот! стрелке будет продолжаться \,оменту времени, когда
луча upoiiopmiii. Положопне “.^«“«"У^^еГмногограшшка Для
центром поворота П, делается крайняя пз точен гпперплос-
болыпен выразнтслыгостн предполагается ыо ^
кость все еще вращается в направлешш 1“®” /^,етод «способен раз
вес L). Наконец, «“«“"'У™ “ “™ь П„ начинает обратны!',
личить» положенно xi правее L, п гиперплоскость \ ,
иовопот Однако вектор xt продолжает двигаться 1 ^ е, 1л

т Г так как требуется время, чтобы повернуть гиперплоскость в иоло-
жеп1ш в котором точкой поворота становится As - вторая из угловым
■точек входящих в оптимальное решение. Однако к тому моменту опи-

каться» па
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л к этому моменту, как будегсал достаточно внушительную петлю xt^xt
найдено «левое различимое положение» xt„ гиперплоскость уже вращается
снова вокруг точки Л2, с которой был начат процесс. С положения на
чинается обратный поворот гиперплоскости, но вектор xt успевает nepciiTn
в положение xts прежде, чем точка делается центром вращения гипер-

S)

плоскости.

/7*
I

^'1/7,ts I
I

п.пit
Hie

'Л Я
Я̂ 7

^7I
I
I

At■t'X.

/

/ S\к \
/ \

л
^5

/ \
\

/ Я
\]

%
О

^6т/
Рпс. 3. Прпморпая траектория х t

Существеняо]'[ особенностью процесса является отрезок пути axt^Xt^^,
которолг в пакоплепньп'г плап входят способы Ав, Лъ с пепулевыми ип-

тепспвыостямп. В силу этого обстоятельства выпуклая комбинация, соот-
ветствзчощая плану xi, содержит с точки зрения оптимального рсшелпя
«запрещенные элементы», и план xt все время отклоняется от оптималь
ного.

на

Налнчтгс участка axi,xt,fj в траектории xt вызвано тем, что после того,
как в момент t2{h) гиперплоскость «садится» па точку At,{Az), ее поворот
продолжается, несмотря па то, что пужньп! регулирующий эффект уже
достигнут. Припципиальиьп'с недостаток рогулхфованпя состоит, таким
образом, в недостаточном демпфировании изменения оценок, в результате
чего гиперплоскость дважды проходит участок А^А^А%.

Устранить этот недостаток значительно труднее, чем обнаружить.
Рис. 3 показывает, что в момент, когда А/^ делается точкой поворота, еле-
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довало бы прекратить всякое изменение оценок до тех пор, пока xt не ока
жется вправо от луча пропорций, после чего пзменение оценок автоматп-
чески сделает точкой поворота Аз. В этот момент опять изменение оценок
следует прекратить п т. д. Траектория такого типа изображена па рпс. Зй, '
который соответствует части рис. 3. Непосредственно обобщить этп рас-
сунщенпя, однако, невозможно, так как для этого необходимо уметь клас
сифицировать векторы A.t по признаку «входпт в оптимальный план», «не
входит», что сделать невозможно. Можно, однако, предложить прпем демп
фирования оценок, исходя из несколько других соображений,

всегда находится виутрп отрезка
> Xi) п ес.ш1 оценка

] (р^ с= [vr, Й1)) то механизм осреднения п без пзме-

Т+1
Легко видеть, что компонента xi

[х^, Gi^^] (если положить для определенностп Gi

выпуска р сг [Xi , (л

Г+1

Т+1

— р^| . Поэтому в вычпслн-неппя оценки pi приводит к уменьшению \Xi
тельной схеме было использовано следующее правшчо для изменения
оценок : tt

1. Уменьшить р\,

2. Увеличить р1,

если а:г > р и > р.

если а;! < р и gi <С р-

3. Не изменять pi в остальных сл^’^чаях. j

(24)

Этот способ можно назвать «методом двойного регулпроваппя оценок»,
так как изменение последних производится из сопоставления велпчпны
предполагаемого выпуска с двумя параметрамп процесса.

В птоге вычислительная схема приняла следующую форму.
1, Стационарное состояние: qt, xt.
2. Операции, связанные с получеппем вектора будущего производства

верхней оценки комплекта:

и

€

= max ((?^ al) = {qK
J

n
yt+iШ

yi+1 = 2 y] i+l =
Ill'll ’i=i

G^+^ =

3. Получспнс нового накопленного вектора:
^t+i _ ц _ ^ afH'+Ч

4. Оценка «близости» решения к оптимальному.
5. Р1змепеш1е оценок, если оптимальное решение но получено.

f+i ,f+i<+1
> p'+^ giесли Xi

г+1 ,<+ix^i^^ < p'^^S gii+l еелпQi

в остальных случаях.

* Этот прием был предложен при отработке метода на
Л. К. Пптелпиым.

ЭВМ ст. ппж. ЦЭМП
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Дальдейшпе операцпп схемы необходимо производить  с пункта 2.
Единственными свободными переменными процесса оказываются две

константы: и Первая определяет интенсивность изменения оценок,
вторая — вес вновь поступающего плана к выпуклой комбинации. По мере
приближения пары к оптимальным значениям, вообще говоря, долж¬
но иметь место: a^ ~^0 прп £->● оо.

Более детальное обсуждение механизма изменения этих величпп целе
сообразно провести прп анализе эксперимеитального материала.

Механизм измопеиия оценок в пункте 5 был выбран нз следующих со

ображений. Пусть Xi а р <С. . Тогда ql не пзмеияется, а х1 >  до

окажется больше р. В этот jMOmciit оценка qiтех пор, пока xi

уменьшается, по точка хи будет удалаться от положения равновесия р, по¬

пе начнет

ка gi не сделается дгеньше Xi, изменение же оценки qi прекратится лишь
после того, как gi станет меньше р. Размах колебаний Х[, gi при этом зави
сит от быстроты, с которой изменяется qi. Таким образом, для хорошей ра
боты схемы необходимо быстрое п не зависящее от их абсолютных ве-
-лнчпн изменение оценок, что, по-впдпмому, формулами пункта 5 обеспечивается.

Анализируя операцию получения ((10) - (14)), можно отметить
что переменные двойственно!! задачи разделились. Часть из них — зада
ется произвольно и после этого возникает возможность определить допус
тимыс решения обеих задач. При этом часть orpaiiuuciinii удовлетворяется
трпвпалыю (9), (9 )●, (8) и в соответствии с условиями дополняющей
жесткости. Другие (они соответствуют произвольно задаваемым перемен-
иьп[ двойственно!! задачп) могут быть удовлство^^епы лишь искусственно
II без соблюдения условий оптимальности (7). Естественно поэтому ввести
некоторую терминологию п называть переменные типа qt ключевыми
соответствующие им двойственные ограничения существенными а решс'
Ш1Я типа условно-оптпмальпымп. ’ ^

ие-

Теперь, подводя итог всему сказанному -
существу предложено два различных метода
чнслптелыхых схем. Одпп основан па непосредственно!! тсоретнко-iirpoBoii
пнтерпретацин исходной задачп, развито!! в разделе 2. В этом смысле про
водя тривиальные преооразования общей задачи niiiioiiiioro нрограммиро
ванпя в матричную игру (например, так, как это описано в [8]), можно
дальше прямо применять оннсанпую в разделе 3 итеративную схему без
ВСЯ1ШХ изменении. Прп этом не обращается впимапне на конкретную спе
цифику задачи п используется только определенное общее cboiictbo всего
класса задач такого типа — возможность сформулировать ее как матртш
цую игру общего вида. ‘

 можно отметить, что по
получения итеративных вы-

Второй подход опирается па принципиально

выше,

л

,  ппую систему рассуж-
деянп. Лпалпзщхуется строение сопряжеиных ограппчеин]!, неносредствеи-

ошгсывающих условия иптнмалыюстп решения именно данно!! конкрет-
Hoii задачп (в общем случае необходимые и достаточные условия наличии
седлово!! точки в с:нысло Купа Гаккера [14]). Существенная часть ана
лиза заканчивается в тот мо.мент, когда выделен набор ключевых неремеп-
пых, существенных orpaiiiHiemiii п оппсапа процедура получения услотю-
оптпмалыюго решения. Как после этого будут удовлетворяться существен
ные ограиичелпя и какпм образом с этпм будет связано пзменоние
ключевых переменных, остается в значительной степени открытым вопро-
с.ом, требующим самостоятельного рассмотрения. Содержание раздела 3

но



о МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОТРАСЛЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 929

позволяет в этом смысле высказать лишь рекомендацию общего характера:
по-впдпмому, целесообразно наряду с условно-оптимальными решениями
использовать их вероятностную смесь п поставить изменение ключевых
переменных в связи с компонентами невязок существенных огранпченпй
по обоим векторам. Однако более вероятно, что в каждом конкретном слу
чае необходим конкретный анализ, и на разделы 2,  3 настоящей работы
можно сослаться лишь как на частный пример анализа такого типа, про
веденного применительно к конкретной задаче, описанной в разделе 1.
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